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Juskevit, A. P.: Geschichte der Mathematik. Matematika v SSSR 1917— 
1947, 993>—1010 (1948) [Russisch]. 

Bibliographie. (Geschichte der Mathematik.) Matematika v SSSR 1917— 
1947, 1011—1020 (1948) [Russisch]. 

L’articolo fa parte di piü ampia pubblicazione (La matematica nell’Unione 
Sovietica, 1917—1947) e tratteggia lo sviluppo degli studi di storia della matematica 
in Russia. Esso sidivide in sette capitoli: 1. Sviluppo della storia della matematica 
in Russia. 2. Lo studio della storia della matematica nell’Unione Sovietica. 3. Meto- 
dolgeia scientifica nella storia della matematica. 4. Storia della matematica russa 
e sovietica. 5. Matematica nell’Oriente antico. 6. Storia della matematica antica 
(greca). 7. Storia della matematica del medioevo e dei tempi moderni. — Per ogni 
sezione viene brevemente riferito sui principali studiosi e sulle loro ricerche. — 
Viene data, in collegamento col precedente articolo, una bibliografia (disposta per 
#4 ordine alfabetico di autore) sull’attivitä degli studiosi russi nel campo della storia 
4 della matematica, nel trentennio dal 1917 al 1947. Si tratta di 228 lavori. 
Frajese (Roma). 
Santillana, George de: Eudoxus and Plato. _A study in chronology. Isis, 
A Bruges 32, 248—262 (1949). 

Im Mittelpunkt des wissenschaftlichen Interesses steht immer wieder die attische 
@ Periode der griechischen Mathematik und ganz besonders die Rolle, die Platon dabei 
zukommt. Ihm war einerseits die Mathematik, deren Entwicklung er unmittelbar 
erlebte, der Schlüssel, der das Tor der Naturerkenntnis aufschloß, und andererseits 
nahm er größten Einfluß auf die Entwicklung des mathematischen Denkens, indem 
er durch neue Problemstellungen der Forschung wertvolle Anregungen gab. Für 
die Klärung der Zusammenhänge ist dabei u. a. auch die genaue Feststellung der 
Lebenszeit des Eudoxos von großer Bedeutung. Verf. untersucht dies unter sorg- 
fältiger Heranziehung und Würdigung aller erreichbaren Quellen. Zur Lösung der 
Frage, wann Eudoxos in Ägypten gewesen ist, wohin er in Begleitung des Arztes 
ÜChrysippos und ausgestattet mit einem Empfehlungsschreiben des Spartaner- 
königs Agesilaos an den Pharao Nektanebo reiste, wird das politische Geschehen 
der Zeit sowie das Problem der zwei oder mehr Chrysippoi eingehend behandelt. 
Es ergibt sich, daß das genannte Empfehlungsschreiben nur für die Zeit zwischen 
365 und 359 in Betracht kommt und daß das Jahr 357 (gegenüber bisher meist 367) 
Alals Höhepunkt des mathematischen Schaffens des Eudoxos (Homozentrische 
}Sphären, Exhaustionslemma, exakte Fassung der Elemente) mit großer Wahrschein- 
lichkeit angenommen werden kann. K. Vogel (München). 

h Neugebauer, Otto: The astronomical origin of the theory of eonie sections, 
Proc. Amer. phil. Soc., Philadelphia 92, 136—138 (1948). 

In der ältesten griechischen Kegelschnittslehre (Menaichmos, ca. —350) 
A wurden die Kegelschnitte aus drei verschiedenen Kegeln (spitz-, recht- und stumpf- 
A winkeliger Kegel) dadurch gewonnen, daß eine Schnittebene senkrecht zu einer 
] Mantellinie gelegt wurde. Die Entstehung solcher Betrachtungen, die von Menaich- 
imos zur Lösung des delischen Problems verwendet wurden, liegt im Dunkeln. Verf. 
Ämacht nun einen ansprechenden Vorschlag zur Motivierung der ersten Beschäfti- 
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gung mit Kegelschnitten. Bei einer Sonnenuhr, deren Zeiger zum jeweiligen Kul- 
minationspunkt der Sonne gerichtet ist, liegen die Verbindungsstrecken zwischen 
Sonne und Zeigerspitze (G) auf dem Mantel eines Kegels, dessen Grundkreis der | 
Sonnenweg des betreffenden Tages ist. Der Neigungswinkel der Mantellinie ist dabei 
gleich der Deklination der Sonne. Da die Ebene, auf die der Schatten von @ fällt, — 
gerade wie bei Menaichmos — senkrecht auf der über @ hinaus verlängerten 
Mantellinie steht, beschreibt der Schatten eine Hyperbel. Hieran anschließend 
könnten dann bei einer Betrachtung auch der anderen Kegelschnitte Ellipse und 
Parabel in den Bereich der Untersuchungen gekommen sein. Kurt Vogel. 


e Pritchett, William Kendriek and Otto Neugebauer: The calendars of Athens. 
(Published for the American School of Classical Studies at Athens.) Cambridge, 
Mass.: Harvard University Press 1947. XI, 155 p. $ 5,00. 


e Babini, Jose: Archimedes. (Collection Austral.) Buenos-Aires: Espasa- 
Calpe, Argentina 1948. 155 p. [Spanisch]. . 
Gandz, Solomon: Heron’s date. A new terminus ante quem (+ 150). Isis, 
Bruges 32, 263—266 (1949). 4 
In seiner Neuausgabe der Mischnat ha Middot [Quellen Stud. Gesch. Math., 
Astron., Phys. A 2, Berlin 1932; dies. Zbl. 5,242] hat S. Gandz das Alter dieser 
ersten hebräischen praktischen Geometrie auf + 150 bestimmt. Jetzt weist Verf. auf 
Grund zahlreicher Einzelbeispiele (Dreieck, Kreis, Pyramiden- und Kegelstumpf) 
nach, daß dem Autor der Mischnat ha Middot die Geometrie Herons bekannt ge- 
wesen sein muß. Es finden sich dieselben Formeln, gelegentlich auch derselbe Text 
und die gleichen Zahlenwerte. So ergibt sich für Herons Lebenszeit das genannte 
Datum als terminus ante quem. Dies würde auch gut zu dem zeitlichen Ansatz 
passen, den O.Neugebauer [Danske Vid. Selsk., hist.-fil. Medd. 26, Nr. 2 (1938); 
dies. Zbl. 19, 100] auf Grund der in Herons Dioptra genannten Mondfinsternis 
(+ 62) festgestellt hat. K. Vogel (München). | 
Thorndike, Lynn: Arabie numerals as represented in a Basel manuscript. 
Isis, Bruges 32, 301—303 (1949). 4 


Verf. macht auf ein merkwürdiges System sogenannter „arabischer“ Ziffern 
aufmerksam, das er in einer Basler Hs. aus dem 13. oder frühen 14. Jhdt. entdeckt 
hat. Die Einersymbole sind aus Strichen zusammengesetzt 2.B.1=| ‚,6==__), 
aus denen dann die Zehner, Hunderter und Tausender durch symmetrische Ver- 
tauschung gebildet werden. — Ergänzend sei bemerkt, daß es sich um Symbole 
handelt, die im 16. Jhdt. bekannt waren. Sie wurden beschrieben von Agrippa 
von Nettesheim (De occulta philosophia 1531) und von Noviomagus (De numeris 
 libri II, Köln 1539), wo sie den Chaldäern und Astrologen zugeschrieben werden 
(Sunt et aliae quaedam notae, quibus Chaldaei et Astrologi quemlibet numerum 
artificiose et argute describunt). K. Vogel (München). 

© Kopernikus, Nikolaus: Erster Entwurf seines Weltsystems. (Herausgegeben, 
übersetzt und erläutert von F. Roßmann.) München: Verlag Hermann Rinn 1948. 
100 S., 1 Tafel, 10 Illustrationen. DM 7,50. 

Diese Schrift besteht aus 2 Abteilungen. Im 1. Teil (S. 9/28) bietet Verf. eine 
mit nebengestellter deutscher Übersetzung versehene kritische Ausgabe des be- 
rühmten Commentariolus (um 1510). Der 2. Teil (S. 57/90) enthält die von Chr. 
Frisch in den Opera VII (1868) unter dem (hinzugefügten) Titel De motu terrae 
lückenhaft wiedergegebene deutsche Übersetzung Keplers nebst dessen einwenden- 
den Randglossen (nach 1611) zu Aristoteles, De coelo II, Kap.13/14, nach der 
Urschrift und in Gegenüberstellung mit dem griechischen Originaltext. In Nach- 
worten wird über Datierung, Entstehungsgeschichte, Inhalt und Bedeutung der 
beiden interessanten Schriften berichtet. Die dem heutigen Leser fernerstehenden 
Einzelheiten sind in vortrefflichen Anmerkungen näher erläutert. J. E. Hofmann. 


147 


S e Armitage, Angus: Copernieus and the reformation of astronomy. London: 
George Philip 1950. 24p. 1sh.6p. 

Loria, Gino: Simone Stevin. Sua vita e sue opere secondo recenti ricerche. 
. Archimede, Firenze 2, 253255 (1950). 

e Bell, A. E.: Christian Huygens and the development of seience in the seven- 
‚ teenth eentury. New York: Longmans, Green & Co. London: Eduard Arnold 1947. 
220 p. $ 4,00. 

e Itard, Jean: Pierre Fermat. (Beiheft Nr. 10 zu „Elemente der Mathematik“.) 
Basel: Verlag Birkhäuser 1950. 24 8. 3,50 sfr. 

Verf. gibt eine gedrängte Übersicht über die mathematischen Hauptleistungen 
Fermats auf infinitesimalmathematischem und zahlentheoretischem Gebiet. Er 
stützt sich einerseits auf die 5-bändige Ausgabe der OEuvres (1891/1922), anderer- 
seits auf die historische und zahlentheoretische Zweitliteratur der letzten Jahr- 
zehnte. Dankenswert ist die Berichtigung des Briefdatums Fermat an Mersenne 
(Euvres II, 63/71, dort datiert auf IX oder X 1636) auf V oder VI 1638. Leider 
nennt Verf. die lat.-deutsche Ausgabe des Billyschen Inventum novum mit seinen 
ergänzenden Bemerkungen (ed. P. van Schaewen, Berlin 1910) nicht; bedauerlicher- 
weise ist ihm auch die Fermat-Studie des Ref. (Abh. Preuß. Akad. Wiss., Berlin 
' 1943, math.-naturw. Kl. Nr. 9) entgangen, wo ein inden OEuvresfehlender Fermat- 
Druck (Herbst 1657) wiedergegeben ist. J. E. Hofmann (Tübingen). 

ed. Andrade, E.N. Da: Isaac Newton. London: MacParrish & Co. 1950. 
| New York: Chantecler Press Inc. 1950. 111p. 6sh. 
oe A deseriptive of the Grace F. Babson collection of the works of Sir Isaac 
‚ Newton and the material relating to him in the Babson Institute Library, Babson 
' Park, Massachusetts, with an introduction by Roger Babson Webber. New-York: 
' Herbert Reichner 1950. 228p. $10. 

e Ore, Oystein: Niels Henrik Abel. (Beiheft Nr. 8 zu ‚Elemente der Mathe- 
matik“.) Basel: Verlag Birkhäuser 1950. 23 S., broschiert 3,50 sfr. 

Lesenswerte Kurzdarstellung mit Einführung in die kennzeichnenden Ideen- 
bildungen in Abels mathematischen Arbeiten. In der Literaturübersicht vermißt 
| Ref. die wissenschaftliche Biographie von V. Bjerknes, Oslo 1929, und ihre deutsche 
Fassung von E. Wegener-Köppen, Berlin 1930. J. E. Hofmann (Tübingen). 

e Taton, Rene: Gaspard Monge. (Beiheft Nr. 9zu „Elemente der Mathematik‘“.) 
! Basel: Verlag Birkhäuser 1950. 24 8. 3,50 sfr. 

Verf., der vor kurzem beachtliche Teile der wissenschaftlichen Korrespondenz 
Monges herausgegeben hat (dies. Zbl. 30, 2) und eine ausführliche Würdigung der 
\; wissenschaftlichen Leistungen vorbereitet, gibt hier einen vorzüglichen Überblick 
über die bedeutenden Arbeiten auf dem Gebiete der darstellenden Geometrie, der 
Differentialgeometrie und der geometrischen Theorien zur Behandlung partieller 
\ Differentialgleichungen. J. E. Hofmann (Tübingen). 
| e Gloden, A.: Apergu historique des multigrades. Luxembourg: Worre- 
| Mertens 1949. XVIII, 23 p. 

1’ e Gloden, A.: Apereu historique de la trigenometrie reetiligne et sphörique. 
ı Luxembourg: Worre-Mertens 1949. I, 18p. 

Pihl, Mogens: Ein kleiner Beitrag zur Geschichte des Hebelsatzes. Mat. Tids- 
| skr. B, Kobenhavn 1950, Festskr.t. J. Nielsen, 123—127 (1950) [Dänisch]. 

e Humbert, P.: Histoire des d6eouvertes astronomiques. Paris: Editions de 
‚la Revue des Jeunes 1948. 272 p., 180 fr. 

e Doig, Peter: A coneise history of astronomy. London: Chapman & Hall 
11950. XI, 320 p. 21sh. 

Severi, Francesco: La matematica russa: Le sue tradizioni e i suoi progressi 
! reeenti. Archimede, Firenze 2, 177—182 (1950). 
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. 
Faddeev, D. K.: Boris Nikolaevid Delone. (Zum 60. Geburtstag.) Uspechi 


mat. Nauk 5, Nr. 6 (40), 159—163 (1950) [Russisch]. j 
Mostowski, A.: La vie et P’oeuvre de Samuel Diekstein. Prace mat.-fiz., War- 


szawa 4%, VII—XII (1949). 
e Einstein, Albert: Out of my later years. New York: Philosophical Library 


1950. VIII, 282 p. $ 4,75. 
e Einstein, Albert: Philosopher-seientist. — Edited by P. A. Schilpp. (Library 
of living Philosophers, vol. 7.) Evanston: Library of living Philosophers 1949. 


XVI, 781 p. $ 8,50. 3 
Levy, J.: Oliver Heaviside (1850—1925). Rev. Ci., Lima 52, 59—62 (1950) 


[Spanisch ]. R 
Smirnov, V.I.: Übersicht über das wissenschaftliche Schaffen A. M. Ljapunovs. 
Priklad. Mat. Mech., Moskva 12, 479—552 (1948) [Russisch]. | 
e Leggett, H. W.: Bertrand Russell. New York: Philosophical Library 1950. 


79 p. $ 3,75. 


Grundlagenfragen. Philosophie. Logik. 


e Kershner, R. B. and L. R. Wileox: The anatomy of mathematies. New York: 


The Ronald Press Company 1950. 420 p. $ 6,—. 

Weizsäcker, €. F. v.: Zum Problem des Wärmetods. Mitteil.-Bl. math. 
Statistik, München 2, 224—225 (1950). 

Teofilato, Pietro: Dalla similitudine geometrica e fisica ai modelli. Archi- 
mede, Firenze 2, 224—232 (1950). B 

@e Quine, W. V.: Methods of logie. New York: Henry Holt and Co. 1950. 


XVII, 264 p. $ 2.90. 

Eine Einführung in die mathematische Logik. 4 Hauptstücke: I. Thruth Functions, 
II. Uniform Quantification (Entwicklung eines Entscheidungsverfahrens für den einstelligen 
Prädikatenkalkül, mit Beschränkung auf die Ausdrücke, in denen genau eine Subjektsvariable x 
vorkommt. Der allgemeine Fall wird auf wenigen Seiten nachgeholt an einer späteren Stelle: 
p-. 192£f.), III. General Theory of Quantification, IV. Ausblicke (Glimpses beyond). — Sehr 
anregend und auch für den Kenner fesselnd geschrieben. Verfaßt mit dem technischen und dem 
pädagogischen Geschick, das in allen Arbeiten des Verf. erkennbar ist. Genauigkeit in den 
kleinsten Teilen; aber ein seltenes Formulierungsvermögen sorgt immer wieder dafür, daß der 
Ermüdungseffekt nicht eintritt, der sonst unaufhaltsam ist. Ausnahmen sind selten (siehe 
unten). Als Ganzes eine Leistung, die, wie mir scheint, A. Tarskis meisterhafter „Introduction 
to logie‘ (für welche die 2. Aufl. von 1946 hätte angegeben werden sollen) als ein gleichwertiges 
Komplement (aber ohne ein Gegenstück zu Tarskis ‚„‚Introduction to the methodology of deduc- 
tive sciences‘‘) zur Seite gestellt werden kann. Sehr sorgfältiger Druck (ich bin auf keinen Fehler 
gestoßen). Dazu eine wohldurchdachte Bibliographie und ein Namen- und Sachregister, das 
mich bei keiner Stichprobe enttäuscht hat. — I. enthält den Kalkül der Wahrheitswerte, II. (mit 
der angedeuteten Ergänzung p. 192ff.) ein auf die Behmannsche Methode der kontrapränexen 
Normalformen zurückweisendes wohldurchdachtes neues Entscheidungsverfahren für den ein- 
stelligen Prädikatenkalkül. Grundgedanken für die Behandlung von Ausdrücken vom Typus 
„A, — Hy‘: (1) Übergang von H, und H, zu alternativen Normalformen mit Gliedern vom Typus 
I x9,(x) oder “Hx9,(x), wo ©(x) eine im Grenzfall auf ein einziges Glied zusammenschrumpfende 
Konjunktion aus einstelligen P-Atomen in x oder deren Negaten ist, (2) Entscheidung der All- 
gemeingültigkeit von H,— H, durch Entscheidung der Unerfüllbarkeit von HA H,. — 
III. enthält die Quantifizierungstheorie für den n-stelligen Prädikatenkalkül. Zwei Hauptpunkte 


sind hier hervorzuheben: (1) die Bemühungen um eine Präzisierung der Bedingungen, unter | 


denen ein Ausdruck dieses Kalküls als allgemeingültig zu gelten hat, (2) die Beweistechnik. 
Zu (1): Die meisten Darstellungen begnügen sich hier mit Andeutungen, die zwar effektiv aus- 
reichen; aber sie weichen allen Schwierigkeiten aus, denen eine Präzisierung begegnet, die sich 
nicht nur auf solche Andeutungen beschränkt. Hier kommen diese Schwierigkeiten sehr deutlich 
zum Vorschein. Die Quelle liegt für mich noch erkennbarer als für den Verf. in dem von Frege 
entdeckten ungesättigten Charakter der Begriffe. Ich halte die viel zu wenig beachtete Studie 
„Über Begriff und Gegenstand“ [Vjschr. wiss. Philos. 16, 192—205 (1892)] aus diesem Grunde 
immer noch für eines der Fregeschen Meisterstücke. Nicht ebenso hat mich die Überwindung 
der aufgedeckten Schwierigkeiten durch den Verf. überzeugt. Wesentlich angemessener scheint 
mir eine in freiem Anschluß an A. Tarski entwickelte induktive Präzisierung der Allgemein- 
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_gültigkeit mit Hilfe des Begriffs einer erfüllenden Belegung zu sein, für welche in bezug auf die 
Belegung der Prädikatenvariablen der Fregesche Attributenbegriff vorauszusetzen ist (vgl. meine 
. „Grundzüge der math. Logik“ I, 2. Aufl. 1950). Die Einsetzung in Prädikatenvariablen, deren 
"genaue Beschreibung bekanntlich ein besonderes Geschick und eine besondere Behutsamkeit 


erfordert, scheint mir zwar einwandfrei dargestellt zu sein, aber nicht so durchsichtig wie von 


' Bernays (,„Grundlagen“ II, 377f.) oder wie es gelingt durch eine induktive Beschreibung über 


die Ausdrucksstufen. — Zu (2): Die hier dargebotene Beweistechnik ist eine interessante Modi- 
fikation des Annahmenkalküls von Gentzen und Jaskowski [in der Richtung des Hilbertschen 
€-Kalküls, unter der Form der Zulassung von ausgezeichneten Subjektsvariablen, die eine 
partikularisierte Subjektsvariable ersetzen dürfen (vgl. $28)]. Einer Beurteilung muß ich mich 
in diesem Falle enthalten; denn ich habe die neue Technik noch nicht mit der mir geläufigen 


' Technik des Gentzenschen Sequenzenkalküls vergleichen können. In jedem Falle ist alles sehr 


wohl durchdacht. Aber die Konstituierung dieses Kalküls ist wesentlich künstlicher als im 
Gentzenschen Falle. Hier werden alle Forderungen evident, sobald man eingesehenhat, daß eine 
Gentzensche Sequenz genau dann gültig ist, wenn jedes Modell des Antecedens ein Modell wenig- 
stens eines Gliedes des Succedens ist. Es scheint mir, daß diese semantische Interpretierbarkeit 
der Gentzenschen Sequenzen bis jetzt nicht oder nicht genügend bemerkt worden ist. — Zwei 
Hauptstücke sind auch für IV. hervorzuheben: (1) die Logik der Eigennamen (88 33—37), 
(2) die Klassenlogik ($$ 38—42). Zu (1): Ausgangspunkt: eine temperamentvolle Kritik der 
mannigfaltigen Versuche, Pseudonamen wie „Cerberus“ eine mehr oder weniger fragwürdige 
Bedeutung abzuringen. Der Fregesche Standpunkt wird nicht diskutiert. Nächster Schritt: 
der-generelle Übergang von den Eigennamen zu den Russellschen Kennzeichnungen, was in 
bekannter Weise eine vorangehende Erweiterung des Prädikatenkalküls zu einem Prädikaten- 
kalkül mit Identität zur Voraussetzung hat. Präzisierung der Redeweise ‚‚Der (die, das) so-und-so 
existiert‘“ mit Hilfe des Russellschen definiens. Zusätzliche Festsetzung (p. 221): Ein Prädikat 
heiße einfach, when it does not explicitly have the form of a... negation, conjunction, alter- 
nation... of shorter components. Dann soll die durch die Anwendung eines solchen Prädikates 
auf eine gegenstandslose Kennzeichnung erzeugbare Aussage als falsch gelten. Hieraus folgt 


ı aber für den Fall, daß Gott nicht existiert, daß die Aussage ‚Gott ist nicht allmächtig‘“ wahr ist, 
' dagegen die Aussage ‚‚Gottist allmächtig“ falsch. Diese Konsequenzen sind zwar nicht diskutiert 
ı worden, es scheint mir jedoch, daß sich aus ihnen ernste Bedenken herleiten lassen gegen diese 


zunächst bestechende Vereinfachung der Russellschen Kennzeichnungstheorie. Zahlreiche philo- 
sophische Bemerkungen sind in den Text dieser Paragraphen verwoben. Einige sind so weit- 


‚ tragend, daß sie vermutlich noch lebhafte Diskussionen hervorrufen werden, besonders die 
‘ existenzphilosophische Maxime: ‚‚To beisto be a value of a variable‘‘ (p. 224). — Zu (2): Explizite 
‘ Einführung der Extensionen durch Kennzeichnungen, klassenlogische Konstruktion der Kar- 
‘ dinalzahlen, klassenlogische Reduktion der Relationen nach Kuratowski, klassenlogische 
' Stufenlogik, mit einer zwar kurzen, aber erhellenden Diskussion des Gödelschen Unvollstän- 
' digkeitstheorems, zum Abschluß ein sehr wertvoller Paragraph über die wichtigsten Kalkül- 


schöpfungen im Bereich der mengentheoretischen Logik. Heinrich Scholz (Münster i. W.). 

Wagner, K.: Zum Repräsentantenproblem der Logik für Aussagenfunktionen 
mit beliebig endlich oder unendlich vielen Wahrheitswerten. Math. Z., Berlin 53, 
364—374 (1950). 

Der Inhalt der Arbeit ist der folgende: Es sei B eine Menge der Mächtigkeit ı, 
deren Elemente als Wahrheitswerte gedacht werden. Eine Menge M soll ein u-wer- 
tiger Aussagenbereich heißen, wenn eine eindeutige Abbildung von M auf B existiert. 
Elemente von M, die auf das gleiche Element von B abgebildet werden, heißen 


vom gleichen Wahrheitswert oder äquivalent. Ist 9(&,,.. ., x,) eine Funktion mit 
‘ Argumenten von M und Werten aus M’ (M’ ist ebenfalls Aussagenbereich) von der 
- Art, daß bei Auswechslung der Argumente gegen äquivalente der Funktionswert den 
gleichen Wahrheitswert behält, so soll @(z,,.. ., %,) eine u-wertige logische Aus- 
: sagenfunktion heißen. Funktionen werden nur dann als verschieden betrachtet, 


wenn sie für die gleichen Argumente verschiedene Wahrheitswerte, nicht verschiedene 


' Werte überhaupt liefern. Zeichnen wir zwei feste Elemente « und c von B aus, 


so gibt es die folgenden speziellen Funktionen: 1. «9 (de B) [Definition: x = x; 
aa) =—ad+a; 2 =ed); ad =d(d+a; z+d)] 2. 2+yY [Dek: c+y=% 
ztc=x;2 +y=c(z=+e;y#o) 3. x: y[Def.:a-y=y;r y=c(e#+a@)l. 


_ Diese Funktionen entsprechen in der zweiwertigen Logik der Negation (falls d + a), 
der Disjunktion und der Konjunktion. Es gilt dann: Jede logische Funktion 
O(&,...,%,) ist darstellbar als eine unendliche Summe von u” Gliedern, wobei 


jedes Glied das Produkt von n + 1 Faktoren der Form x/® (de B) und «, ist. 
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(Die unendlichen Summen haben in diesem Falle einen eindeutigen Sinn.) — 
Übrigens hätte der Verf. die Bereiche B, M, M’ durchaus identifizieren können, 
da als Argumente und Werte der Funktionen in Wirklichkeit doch nur die Wahr- 
heitswerte auftreten. Wilh. Ackermann (Lüdenscheid). s 
Trachtenbrot, B. A.: Die Unmöglichkeit eines Algorithmus für das Entschei- 
dungsproblem in endlichen Klassen. Doklady Akad. Nauk SSSR, n. S. 70, 569— 
572 (1950) [Russisch]. ESPHNR > 
Ein bekanntes Theorem von Church besagt, daß die Allgemeingültigkeit eine unentscheid- 
‚ bare Eigenschaft der Ausdrücke des Prädikatenkalküls der ersten Stufe ist. Verf. zeigt für den 
Prädikatenkalkül der ersten Stufe (mit Identität), daß auch die Allgemeingültigkeit im End- 
lichen nicht entscheidbar ist; die angewandte Methode verdient selbständiges Interesse. — 
H(P) sei ein Ausdruck, in dem die einstellige Prädikatenvariable P vorkommt. Ist » eine end- 
liche Menge, ® ein einstelliges w-Attribut und gibt es eine w-Belegung, die P mit ® belegt 
und H verifiziert, so heißt M = [w, ®] ein endliches Modell von H. P(M) sei die Anzahl von 
%. Variiert M über alle endlichen Modelle von H, so heißt die dabei von P(M) durchlaufene 
Menge von natürlichen Zahlen das Spektrum von P bez. H. Eine Funktion /(m) über den 
natürlichen Zahlen (einschließlich 0) heißt spektral darstellbar, wenn es einen Ausdruck 
H(P,Q) gibt, so daß (1) das Spektrum von P aus allen natürlichen Zahlen besteht, (2) für jedes 
endliche Modell f(P(M)) = Q(M). Verf. beweist (in stark gekürzter Form): (1) Eine Funktion 
ist genau dann spektral darstellbar, wenn sie (allgemein) rekursiv ist; (2) zu einer vorgegebenen 
rekursiven Funktion läßt sich ein darstellender Ausdruck konstruieren. Hieraus folgt durch 
Zurückführung auf bekannte Sätze über rekursive Funktionen das genannte Unentscheidbar- 
keitstheorem. — Als erste Folgerung läßt sich der Satz gewinnen: Sei K die Klasse der im End- 
lichen allgemeingültigen Ausdrücke. Dann gibt es zu jedem H, aus K ein H, aus K, so daß H, 
nicht aus den Axiomen und H, ableitbar ist; und es gibt zu jedem H, aus K ein H, aus K, so da 
H, nicht aus H, und den Axiomen ableitbar ist. [Vgl. G.Hasenjaeger, J.symbolic Logic 
15, 273—276 (1950).] — Eine zweite Folgerung ergibt sich für Formalisierungen der Mengen- 
lehre. Sei H ein genau im Endlichen allgemeingültiger Ausdruck, 4*+(g) eine Formalisierung - 
der Aussage: „HA ist allgemeingültig über g“. Dann ist Ht(g) eine Definition der Endlichkeit 
einer Menge q in dem betrachteten Formalismus. Aus seinem Unentscheidbarkeitstheorem 
kann Verf. nun schließen, daß es zu jeder Endlichkeitsdefinition Hf(g) Endlichkeitsdefinitionen 
H};(g) und H;(g) gibt, so daß weder H}(g) — H;(g) noch H$ (g) — H} (g) in der Theorie beweis- 
barist. Dies gilt für eine weite Klasse formalisierter Mengentheorien. W. Markwald (Münster). 


Novikov, P. $.: Über Regularitätsklassen. Doklady Akad. Nauk SSSR, n. $. 
64, 293—295 (1949) [Russisch]. 

Verf. beschäftigt sich mit Formeln des engeren Prädikatenkalküls, die außerdem 
Symbole für individuelle Gegenstände und Gegenstandsfunktionen enthalten dürfen. 
Unter einer Klasse von primitiven Formeln wird folgendes verstanden: 1. Jede 
Formel der Klasse besteht aus einer Disjunktion von elementaren Formeln (d.h. 
solchen ohne Aussageverknüpfungen und Quantifikatoren) und ihren Negationen. 
2. Jede tautologische Formel dieser Art gehört zu der Klasse. 3. Mit A(x) gehört 
immer (a) zu der Klasse, wo x eine Gegenstandsvariable und a irgendein Term 
ist. — Für jede Formel des betrachteten Kalküls gibt es eine äquivalente (nicht 
eindeutig bestimmte) Normalform als eine Konjunktion von Disjunktionen der Art, 
daß das Negationszeichen nur über elementaren Formeln steht. Für einen Ausdruck 
in der Normalform werden drei Operationen definiert: 1. Ersetzung von (2)A(x) 


durch X (z), wobei z eine sonst nicht vorkommende Variable ist, 2. Ersetzung von 


(Ex) U(x) durch (Ex) A(x) V A(a), wo a ein Term ist. 3. Anwendung des distri- 
butiven Gesetzes (Verwandlung einer Disjunktion in eine Konjunktion). Jede Klasse 
primitiver Formeln bestimmt eindeutig eine zugehörige „‚Regularitätsklasse“, d.h. 
die Klasse derjenigen Formeln, die durch die oben genannten drei Operationen 
auf eine Form A,&::-&W, gebracht werden können, wobei W,..., A, zu der 
Klasse primitiver Formeln gehören. Der folgende Satz wird ausgesprochen: Jede 
Formel, die nach den Regeln der Prädikatenlogik aus den Formeln irgendeiner 
Regularitätsklasse ableitbar ist, gehört selbst der Regularitätsklasse an. Als An- 
wendung des Theorems soll sich ergeben, daß für eines der üblichen zahlentheoreti- 
schen Axiomensysteme, dem das Axiom der vollständigen Induktion fehlt, dieses nicht 
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_ ableitbar ist. — Ein Beweis des obigen Theorems wird nicht gegeben. Die Formu- 

_lierung der Begriffe ist zum Teil nicht präzis genug; z. B. werden die in Frage kom- 

menden Regeln der Prädikatenlogik nicht angegeben. Die Operation 2. scheint 
irrtümlich formuliert zu sein, da sie so nicht den Effekt haben würde, das Zeichen 
(Ex) zu eliminieren, u.a. m. Es bleibt also eine ausführlichere Darstellung, die auch 
den Beweis enthält, abzuwarten. Wilhelm Ackermann (Lüdenscheid). 

Novikov, P. $.: Über das Axiom der vollständigen Induktion. Doklady Akad. 
Nauk SSSR, n. S. 64, 457-459 (1949) [Russisch]. 

Die Ausführungen des Verf. beziehen sich auf das deduktive System, das aus 
dem engeren Prädikatenkalkül durch Hinzunahme der in Hilbert-Bernays 
(1. S. 263) angegebenen Axiome für =, < und die Nachfolgerrelation, sowie der 
Schemata für rekursive Definitionen entsteht. Zu einem vollständigen arithmeti- 

schen Axiomsystem würde außerdem noch das Axiom der vollständigen Induktion 
gehören. Verf. befaßt sich mit der Frage, welche arithmetischen Formeln ohne 
_ dieses Axiom ableitbar sind und welche nicht. Eine Entscheidungsmethode, bei der 
er sich auf die Ergebnisse über „Regularitätsklassen‘ der vorstehend besprochenen 
Arbeit beruft, wird kurz angedeutet. Da aber die Beweise fehlen und die Ausführun- 
_ gen” überhaupt nur einen skizzenartigen Charakter haben, ist eine Nachprüfung 
' nicht möglich. Wilhelm Ackermann (Lüdenscheid). 
Hasenjaeger, G.: Ein Beitrag zur Ordnungstheorie. Arch. math. Logik Grund- 
 lagenforsch., Stuttgart 1, 30—31 (1950). 
| Bezüglich des in Hilbert-Bernays (I, S. 273) für die Relation < im Gebiete 
' der natürlichen Zahlen aufgestellten Axiomensystems B wird gezeigt, daß B5 
(a<b—a =bVa'<b) aus den übrigen Axiomen ableitbar wird, wenn man 
B6 (0=0) durch a =a ersetzt, und damit eine dort (S. 279, Anm. 1) gestellte 
Frage beantwortet. Wilh. Ackermann (Lüdenscheid). 
Riguet, Jaques: Sur les ensembles reguliers de relations binaires. ©. r. Acad. 
' Sci., Paris 231, 936-937 (1950). 

Verf. beweist für Mengen NR 2-stelliger Relationen in einer Menge E mit 
)RERARBERAR FR, OR, NR, =0, (2) RLERA BZEN>Vrerkı RsCH, 
(3) RER>Vner kr! CR, daß NR eine reguläre Gruppe ist. Lorenzen. 


Algebra und Zahlentheorie. 
‚ Allgemeines. Kombinatorik: 


e Kuros, A.G.: Kurs der höheren Algebra. 2. Aufl. Moskau, Leningrad: 
Staatsverlag für techn.-theor. Lit. 1949. 235 S. 10,90 R. [Russisch]. 
Wie im Vorwort bemerkt wird, stellt dieser Kurs der höheren Algebra nur eine 
Einführung in die Algebra dar, die für Anfänger gedacht ist und vor allem diejenigen 
“ Dinge enthält, die auch in den anderen Zweigen der Mathematik und in den Nachbar- 
wissenschaften gebraucht werden. Daraus erklärt sich, daß vieles fehlt, was man 
in einem vollständigen Lehrbuch der Algebra zu finden erwartet. Die Darstellung 
"des Stoffes ist ausführlich und wird durch viele Beispiele erläutert. Besonderer 
Wert wird auf die klare Herausarbeitung der algebraischen Grundbegriffe gelegt. 
_ Im einzelnen wird folgendes behandelt: Kapitel I. Kommutative und nichtkommu- 
tative Ringe und Körper. Der Körper der komplexen Zahlen. Das Rechnen mit 
"komplexen Zahlen. Kapitel II. Determinanten 2. und 3. Ordnung. Permutationen. 
Determinanten n-ter Ordnung. Haupteigenschaften. Entwicklungssatz. Cramersche 
Regel. Kapitel III. Matrizen. Matrizenringe. Kapitel IV. Systeme linearer Glei- 
“chungen. Vektorräume, lineare Abhängigkeit. Der Rang von Matrizen. Charak- 
| terisierung der Determinante nach Weierstraß. Kapitel V. Quadratische Formen. 
- Hauptachsentransformation. Trägheitsgesetz. Definite Formen. Kapitel VI. Poly- 
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nome über einem beliebigen Körper. Division, größter gemeinsamer Teiler, Faktor- 
zerlegung. Nullstellen. Existenz eines Erweiterungskörpers, in dem eine Nullstelle 
liegt. Körper der rationalen Funktionen. Kapitel VII. Polynome in mehreren Un- 
bestimmten. Symmetrische Funktionen. Resultante. Elimination. Diskriminante. 
Kapitel VIII. Polynome mit reellen und komplexen Koeffizienten. Fundamental- 
satz der Algebra. Gleichungen 3. und 4. Grades. Eingrenzung der Wurzeln. Sturm- 
scher Satz und weitere Sätze über reelle Wurzeln. Satz von Hurwitz. Angenäherte 
Berechnung der Wurzeln. Kapitel IX. Polynome mit rationalen Koeffizienten. 
Rationale Nullstellen. Satz von Gauß. Algebraische Zahlen. Kapitel X. Gruppen, 
Algebren. Grundlegende Definitionen. Quaternionen. Satz von Frobenius über die 
einzigen endlichen Erweiterungskörper über dem Körper der reellen Zahlen. 
R. Kochendörffer (Rostock). 
Cebotarev (Tschebotareff), N. G.: Algebra I. (Algebra der Polynome und 
Körper.) Matematika v SSSR 1917—1947, 85—105 (1948) [Russisch]. 
Kuro$, A. G.: Algebra II. (Gruppen, Ringe und Verbände). Matematika v 
SSSR 1917—1947, 106—133 (1948) [Russisch]. 
Mal’cev, A.I.: Topologische Algebra und Liesche Gruppen. Matematika v 
SSSR 1917—1947, 134—158 (1948) [Russisch ]. | 
Bibliographie. (Algebra). Matematika v SSSR 1917—1947, 159—-180 (1948) 
[Russisch ]. h 
Es handelt sich um zusammenfassende Berichte über die Fortschritte, die in 
den Jahren 1917—1947 von sowjetischen Forschern erzielt worden sind. Da bei 
den einzelnen Problemkreisen nicht ausschließlich nur die in der Sowjetunion er- 
reichten Ergebnisse genannt, sondern, wenigstens zum Teil, auch grundlegende 
Arbeiten anderer Autoren berücksichtigt werden, liefern manche Abschnitte eine 
allgemeine Übersicht über die Entwicklung einzelner Teilgebiete. Da die meisten 
wichtigeren Arbeiten in diesem Zbl. oder im Jahrbuch über die Fortschritte der 
Mathematik besprochen worden sind, erübrigt sich hier im allgemeinen ein Eingehen 
auf Einzelheiten. — Algebra I. $1. Galoissche Theorie. Im Rahmen der von 
Delone begründeten Geometrie der Galoisschen Theorie werden asymptotische 
Formeln angegeben für diejenigen Gitterpunkte, die den Wurzeln von Gleichungen 
mit gewissen speziellen Galoisgruppen entsprechen. Einbettungsfragen. Quadrier- 
bare Kreisbogenzweiecke. Theorie der Resolventen. $2. Algebraische Zahlen. 
Klassenkörpertheorie. Kubische Zahlkörper. Einheiten. Verschiedene hierher ge- 
hörige zahlentheoretische Fragen. $ 3. Lage der Nullstellen von Polynomen. Ins- 
besondere Untersuchungen über sog. fortsetzbare Polynome (vgl. z. B. dies. Zbl. 
24, 329). — Algebra II. $1. Allgemeine Übersicht. $ 2. Entwicklung der Theorie 
der direkten Produkte. $3. Freie Gruppen und freie Produkte von Gruppen. 
$ 4. Abelsche Gruppen. $5. Gruppen, deren Elemente sämtlich endliche Ordnung 
haben. Unendliche auflösbare und spezielle Gruppen. $6. Endliche Gruppen. 
$ 7. Vermischte Fragen der Gruppentheorie. Verallgemeinerungen des Jordan- 
Hölderschen Satzes. Darstellungstheorie unendlicher Gruppen. Halbeinfache 
Gruppen. Halbgeordnete Gruppen. $8. Allgemeine Theorie der algebraischen 
Systeme mit einer Operation. Kommutative und nichtkommutative Halbgruppen. 
Hypergruppen. $ 9. Theorie der Ringe und Algebren. Idealtheorie inkommutativen 
Ringen. Fragen der Einbettbarkeit in Körper. Theorie des Radikals. Spezielle 
Algebren endlichen Ranges. Algebren unendlichen Ranges. Lokal-endliche Algebren. 
Freie Algebren. $10. Theorie der Verbände. Satz von Jordan-Hölder. Direkte 
Zerlegungen. — Topologische Algebra und Liesche Gruppen. $1. Topo- 
logische Gruppen. Grundlagen. Invariantes Maß. Darstellungen und Charaktere. 
Kompakte und lokal-kompakte Gruppen. Die abstrakte gruppentheoretische 
Richtung (insbesondere Markov). $ 2. Topologische Körper und Ringe. $ 3. Liesche 
Gruppen und ihre. Algebren. Lineare Gruppen. Bettische Zahlen. $ 4. Liesche 


< 
) 


‚Algebren. Halbeinfache Algebren. Radikal. Nilpotente Algebren. 85. Teilalgebren 
Liescher Algebren. Auflösbare, nilpotente und abelsche Teilalgebren. Maximale 
Teilalgebren. — Die Bibliographie umfaßt 632 Arbeiten sowjetischer Autoren, die 
übrigens zum weitaus größten Teil aus der zweiten Hälfte des Berichtszeitraumes 
stammen. R. Kochendörffer (Rostock). 

Erdös, P. and R. Rado: A combinatorial theorem. J. London math. Soc. 25, 
249—255 (1950). 

Es sei N die Menge der natürlichen Zahlen und 2, die Menge aller n-gliedrigen 
Teilmengen {a,,@,,...,a,} von N mit a, <--- <a,. Ferner seien k, v1, 92... », 
ganze Zahlen, O<Sk<n, 0 <y, <::-<p, <n. Unter der kanonischen Ver- 
teilung Se von Q, verstehe man diejenige Verteilung in endlich oder unendlich 
viele Klassen, bei der zwei Elemente {a,,...,@,}, {b},...,b,} von 2, genau dann 
derselben Klasse angehören, wenn neben a, <:': <a, 5, <'''<b, auch 
G,—b, gilt für <=1,2,...,k. Dann wird gezeigt: Zu jeder Verteilung A 
der n-gliedrigen Teilmengen von N in Klassen gibt es eine unendliche Teilmenge N* 
von N und eine kanonische Verteilung As so, daß hinsichtlich der n-glied- 
rigen Teilmengen von N* die Verteilungen A und Ar ..„, übereinstimmen. — 
‚Damit wird ein Satz von F.P.Ramsey [Proc. London math. Soc., II. S. 30, 
264—286 (1930)] über Verteilungen A in endlich viele Klassen verallgemeinert, 
der Anwendungen in den verschiedensten Gebieten der Mathematik gefunden hat. 
Der Beweis wird induktiv geführt unter Benutzung des Spezialfalls von Ramsey. 
Für diesen wird außerdem eine Modifikation des ursprünglichen Beweises gegeben, 
‚der das Auswahlaxiom von Zermelo nicht mehr benötigt. Rohrbach (Mainz). 


Ryser, H. J.: A note on a combinatorial problem. Proc. Amer. math. Soc. 1, 
422 —424 (1950). 

Soit un systeme, S, de v blocs, contenant chacun k el&ments distincts, choisis 
parmi v el&ments differents. Si deux blocs quelconques ont toujours A elements 
communs exactement, alors: A(v— 1) =k(k—1). La demonstration repose sur 
la representation de S par une matrice d’oü l’on deduit un döterminant nul. Comme 
Vobserve l’A. il est clair que chaque element est repete k fois dans S, remarque dont 
on peut deduire le theoreme. A. Sade (Marseille). 


Lineare Algebra. Polynome. Formen: 


e Marden, Morris: The geometry of the zeros of a polynomial in a complex 
variable. (Mathematical Surveys Nr. 3). New York: American Mathematical Society 
1949. VIII, 183 p. $5,—. 


Der Problemkreis, dessen ausführliche Behandlung diese Monographie sich zum Ziele ge- 
setzt hat, ist, wie der Titel schon sagt, die Geometrie der Nullstellen der komplexen Polynome 
in einer Veränderlichen, also die analytische Theorie der komplexen Polynome oder Gleichungen. 
Das Grundproblem in seinen vielfältigen Variationen ist die Untersuchung der Lage der Null- 
stellen eines Polynoms in der Zahlenebene in ihrer Abhängigkeit von mannigfachen Parametern, 
seien es die Koeffizienten des Polynoms selbst oder die Koeffizienten oder Nullstellen anderer 
zugeordneter Polynome. Haben die Parameter gewisse vorgeschriebene Variationsbereiche in 
der Zahlenebene, so sind etwa die entsprechenden Variationsbereiche der Nullstellen des Polynoms 
zu untersuchen oder zumindest in ihrer Lage möglichst gut einzuschränken, oder aber es wird 
die Aufgabe gestellt, welche Variationsbereiche für die Parameter zuzulassen seien, um sicher 
zu gehen, daß das vorgegebene Polynom eine bestimmte Anzahl von Nullstellen in einem vor- 
gegebenen Bereich besitze. Alle derartigen Problemstellungen, deren Lösungen in einer fast 
unübersehbaren Fülle von Varianten allenthalben inder mathematischen Literatur verstreut sind, 
zusammenzufassen, aus ihren gemeinsamen Quellen zu entwickeln und darzustellen, hat sich 
Verf. zur Aufgabe gemacht. Das Ergebnis seiner Bemühungen ist die vorliegende Monographie, 
die in wirklich erschöpfender Ausführlichkeit und Vollständigkeit alle diese Fragen behandelt, 
ausgehend von einfachsten Prinzipien, die der elementaren Funktionentheorie entnommen sind. 
Dabei ist wohl kaum etwas übersehen worden, was dem Problemkreis angehört, und doch macht 
die Durchführung und Darstellung trotz der Vielfalt der Aufgaben den Eindruck des Geschles- 
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senen und Abgerundeten, wie es besser nicht erwartet werden kann. Über den. Inhalt, den in 
seiner Fülle im Rahmen eines Referates völlig zu erfassen unmöglich ist, mag der nachfolgende 
Überblick, den einzelnen Kapiteln des Buches folgend, unterrichten: I. Introduction. Das ein- 
leitende Kapitel stellt diejenigen Sätze zusammen, die als Grundlage für alles Weitere dienen 
sollen, so das Prinzip vom Argument, den Satz von Rouche, den Satz von Hurwitz über die 
Nullstellen einer gleichmäßig konvergierenden Folge analytischer Funktionen, und beginnt 
dann mit den verschiedenen (geometrischen, physikalischen, funktionentheoretischen) Deu- 
tungen der Nullstellen der Ableitung (eritical points) eines Polynoms. — II. The eritical points 
of a polynomial and some of their generalizations. Das zweite Kapitel beschäftigt sich mit der 
relativen Lage der kritischen Punkte zu den Nullstellen eines Polynoms, in großer Ausführlich- 
keit mit einer Reihe von Verallgemeinerungen: Der Satz von Gauß-Lucas mit seinen Ver- 
feinerungen für reelle Polynome (Satz von Jensen), der auch für beliebige Funktionen 

N x 
2) > ui (m, > 0, nicht notwendig ganz) ausgesprochen werden kann, Verallgemeine- 


zz, . 


2 
rung auf beliebige Funktionen F(z) = N m, f,(z) mit rationalen Funktionen f, (2), schließlich. 
1 


Anwendung auf spezielle Polynomklassen (Polynomlösungen der Lameschen Differentialglei- 
chung, Hermitesche und Legendresche Polynome). — III. Invariantive formulation. Da der 
Satz von Gauß-Lucas nicht invariant ist gegenüber jeder linearen Transformation der Verän- 
derlichen, sucht das dritte Kapitel eine invariante Formulierung des Satzes und führt so zur 
polaren Ableitung (polar derivative) eines Polynoms (die Ableitung des Polynoms in bezug auf 
einen Aufpunkt von Polya-Szegö)undden Eigenschaften ihrer Nullstellen (Satz von Laguerre 
für die höheren polaren Ableitungen). — IV. Composite polynomials. Das vierte Kapitelentwickelt 
zunächst die Sätze über apolare Polynome (Satz von Grace) mit den Szegöschen Folgerungen für 


komponierte Polynome > e ) a, b, 2° aus den Polynomen > “ ) ay 2’ und >, ( ") b,. 24 


an die sich die Untersuchung der linearen Kombinationen von Polynomen anschließt mit ihrer 
umfangreichen Reihe von Ergebnissen. — V. The critical points of a rational function which 
has its zeros and poles in prescribed circular regions. Der Problemkreis des fünften Kapitels 
wird durch seine Überschrift bereits hinreichend gekennzeichnet. Im Vordergrund steht der 
Zwei-Kreise-Satz von Walsh mit seinen Verallgemeinerungen auf rationale Funktionen und auf 
einen Mehr-Kreise-Satz mit einer Reihe spezieller Fassungen. — VI. The critical points of a 
polynomial which has only some prescribed zeros. Der einfachste und älteste Satz, der dem 
Gedankenkreis des sechsten Kapitels angehört, ist das Rollesche Theorem, das aus der Existenz 
zweier reeller Nullstellen eines Polynoms auf die Existenz wenigstens eines kritischen Punktes 
zwischen ihnen schließen läßt. Seiner Verallgemeinerung auf das komplexe Gebiet (Satz von 
Grace-Heawood) folgen eine Reihe von Sätzen (z. T. vom Verf. selbst), die aus der Lage 
einiger Nullstellen des Polynoms auf die Lage einiger kritischer Punkte schließen lassen. — 
VI. Bounds for the zeros as functions of all the coefficients. Das siebente Kapitel hat eine wohl 
erschöpfende Behandlung des Problems zum Inhalt, die absoluten Beträge der Nullstellen (oder 
eines Teils von ihnen) durch die Koeffizienten des Polynoms abzuschätzen. Neben den fast 
zahllosen Schranken für alle Nullstellen werden u. a. auch der Satz von Pellet mit seinen Ver- 
feinerungen (von Lipka und Verf.) und eine Reihe von Anwendungen behandelt. — VIII. Bounds 
for p zeros as functions of p + 1 coefficients. Darüber hinausgehend behandelt das achte Ka- 
pitel mit der durch die Überschrift gekennzeichneten Aufgabe in zahlreichen Abwandlungen 
die Ergebnisse über Lückenpolynome in großer Ausführlichkeit. — Die beiden letzten Kapitel 
schließlich: IX. The number of zeros in a half-plane or sector, X. The number of zeros in a given 
circle, beschäftigen sich mit der Abzählung der Nullstellen eines Polynoms in einem vorgeschrie- 
benen Bereich der Zahlenebene (Cauchyscher Index, Sturmsche Kette, Hurwitzsches Kriterium, 
Sätze von Schoenberg, Obrechkoff und anderen, Algorithmus von A. Cohn für die Anzahl 
der Nullstellen im Einheitskreis, das zum Kriterium von I. Schur-A.Cohn führt). — Diese 
kurze Darstellung des Inhaltes kann nur in großen Zügen einen Begriff von der Fülle der 
Probleme und Aufgaben geben, die in diesem Buche behandelt werden. Besondere Erwähnung 
verdienen noch die große Reihe von Aufgaben, die den einzelnen Kapiteln zugeteilt sind und oft 
genug spezielle Ergebnisse aus der Literatur aufgreifen und zur Diskussion stellen und damit 
zu einer erschöpfenden Vollständigkeit das Ihre beitragen, vor allem aber die ausführliche 
Bibliographie, in der wohl nur wenige wesentliche Arbeiten über den behandelten Gegenstand 
aus den letzten 50 Jahren fehlen dürften. Specht (Erlangen). 


Specht, Wilhelm: Abschätzung der Wurzeln algebraischer Gleichungen. II. 
Math. Z., Berlin 53, 357—363 (1950). 


Verf. zeigt, daß sein in der ersten Mitteilung bewiesener erster Satz (dies. Zbl. 
33, 145) der einfachste Fall einer Kette von Abschätzungen ist, deren jede die vor- 
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Ingehenden an Güte übertrifft. So gilt der Satz: Hat das Polynom 
fa) ar ta, ar i+.. +a, 


ie Nullstellen &,&,...,&,, für welche El | 2.2|E,| gilt, bildet man 
_ die Größen 


&p = Au + 01 Aurı + A Au+2 #°°° 4 An Aurn 
v=0,1..;%=1,a,7=44='''=0) und bezeichnet A, die positive 
Duadratwurzel der (positiven) Beine 


%o %ı X * ” . Am 
a %o et un m 
an RA Xp &ı & . . . & Ei 
Die-+4,— 0 MS Da a 
en Omen ar &g 


‚ so gilt für jedes m =1, 2, 3,... bzw. für iR Ze ya Mm A Ay An 
Obzw. |&i&2---&| <A ige SA Ar BAY. < Aulım, — Hat das 

Polynom f(x) außerhalb des Einheitskreises die Nullstellen E Eh RELADZWE 
‚keine Nullstellen und it „= |&,&:---&| bzw. n=1, so ist 


5 7 Le A lm? Alma, 


MX m — 00 
Gy. 82.-Nagy (Szeged). 
Moore, M. J.: A simple test for the reality and sign of the roots of two deter- 
minantal equations of high degree. Math. Gaz., London 34, 9498 (1950). 
Proofs are given of the following theorems: I. The equation 


x Q, 0 0 0 
—g x 0 0 

a N N en, 

0 0 Or we x a, 

0 0 EN 


where a, >0,c, >0, has n pure imaginary roots if n is even, and one root zero and 
n — 1 pure imaginary roots if n is odd. II. The equation 


z-+b, Ay 0 ... 0 3.0 
[or z+b, Az ae 0 0 
0 EA 0 DE En 
0 0 0 ER DR a, 
ee) 0 0 .. dee z+b, 
where a,>0,c,>0, has n real, dietinct roots. E. Frank (Chicago, Ill.). 


Uzkov, A. L.: Ein algebraisches Lemma und der Normalisationssatz von 
E. Noether. Mat. Sbornik, n. S. 22 (64), 349—350 (1948) [Russisch ]. 

Der einfache vom Verf. gegebene Beweis des Noetherschen Normalisations- 
satzes beruht auf folgendem Hilfssatz: Gegeben sei das beliebige, nicht identisch 


‚ verschwindende Polynom f(x, -..,2,) mit Koeffizienten aus einem ISSERES Kr 

Dann gibt es stets eine Transformation der Gestalt DR, Ener 

so daß das aus f(x,,..., 2,) hervorgehende F\ nn) die Gestalt 
al, nn) Fr + (a: mi) 


mit eK, &%, #0 hat. Die Hash verlaufen im K nklichän konstruktiv. 
Dueball (Berlin). 
Bulatovie, Z.: Über die Zurüekführung der Auflösung der Gleichung vierten 
Grades auf die Auflösung einer Gleichung dritten Grades. Vesnik Drustva Mat. 
Fiz. Srbije 1, Nr. 3/4, 131-132 und deutsche Zusammenfassg. 132 (1949) [Serbisch ]. 
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Aseoli, Guido: Sulle matriei permutabili con la propria derivata. Univ. Po- 
litec. Torino, Rend. Sem. mat. 9, 245—250 (1950). Be 

L’A. si pone il problema di determinare le matriei quadrate X (f), funzioni di 
una variabile reale t in un intervallo [a, 5], che siano permutabili con la propria 
derivata X’(t). Il problema si presenta in aleune questioni sui sistemi differenziali 
lineari. — Una matrice X (t) tale che, per te t+h arbitrari in [@, b], si abbia 
1) Xt)Xt+h)=X(t+h)X(t), & detta dall’A. matrice a valori permuta- 
bili; e I’A. osserva che da questa condizione segue, evidentemente, la permuta- 
bilitä di X (t) col suo rapporto inerementale, e quindi, a fortiori, con la derivata 
X’(t); la (1) & percio condizione sufficiente per la permutabilitä di X (t) con XD: 4 
Tale condizione non & perö necessaria;; si vede subito infatti che condizione necessaria 
e suffieiente, ma poco espressiva, per la permutabilitä di X(t) con X’(t) e che sia 

en iz 
im ZOX«+h) el ER 0, 
h>0 

cio& che la (1) valga solo a meno di un infinitesimo con h, di ordine superiore ad h. 
L’A. conferma ciö con un esempio. — L’A. riesce a giungere pero all’interessante 
risultato che la (1) & altresi condizione necessaria, se si impone alla X (t) l’ulteriore 
condizione che essa sia generale in ogni punto dell’intervallo [a, b], cioe che in 
ogni punto la sua equazione caratteristica (di Cayley-Hamilton) coincida con la 
equazione minima. E dimostra pure che le matrici generali, di ordine r, permutabili 


con la propria derivata, hanno la forma B3 u,(t) A, dove le u,(t) sono funzioni 
1 


derivabili, e le A, matrieci costanti, due a de puermutabili. E d’altra parte evidente. 
che una matrice di tale forma € sempre permutabile con la propria derivata. — L’A.. 
osserva pure che sono possibili ampie estensioni delle questioni trattate. 
F. Cecioni (Pisa). 
Mathis, H.F.: A theorem on the extension of a reetangular matrix of con- 
tinuous funetions to become a nonsingular square matrix. Proc. Amer. math. Soc. 
1, 344—345 (1950). | 
Es wird der folgende Satz bewiesen, der für die Variationsrechnung von Nutzen 


ist: Die Elemente a,,(t) W=1,..,2 <g; j=1,...,gq) einer rechteckigen Ma- 
trix A seien in einem abgeschlossenen Gebiet R, das einer abgeschlossenen n-Zelle 
homöomorph ist, stetige Funktionen von £,,...,t,, und A habe überall in R den 
Rang p. Dann gibt es Polynome b,,()(k=p-+1,...,g), sodaß die Matrix 
überall in R nichtsingulär ist. Boerner (Gießen). | 


e Gel’fand, I. M.: Vorlesungen über lineare Algebra. Moskau-Leningrad: Staats- 
verlag für techn.-theor. Literatur 1948. 204 S. 9,50 R. [Russisch]. 

Das vorliegende Buch ist ein Lehrbuch der linearen Algebra. — Im ersten 
Kapitel werden zuerst die Begriffe des linearen, affinen, n-dimensionalen Raumes 
und des euklidischen Raumes eingeführt. Dann werden quadratische und lineare 
Formen definiert und besprochen. Für die Reduktion der quadratischen Formen auf 
Quadratsummen werden zwei Methoden angegeben — die von Lagrange und die 
von Jacobi. Sodann wird das Trägheitsgesetz der quadratischen Formen bewiesen. 
Das erste Kapitel schließt mit einer Behandlung des komplexen n-dimensionalen 
Raumes. — Das zweite Kapitel ist den linearen Transformationen gewidmet. Nach 
einer Besprechung der elementaren Rechengesetze der linearen Transformationen 
werden die Begriffe der Eigenwerte und Eigenvektoren eingeführt. Es folgt eine 
ausführlichere Behandlung spezieller linearer Transformationen — hermitischer, 
unitärer, normaler, orthogonaler usw. — Das dritte Kapitel behandelt die Jordansche 
Normalform einer linearen Transformation. — Das Buch schließt mit einem Kapitel 
über die Grundbegriffe der Tensoralgebra. Kaloujnine (Berlin). 


E; 


at NET RT Fe N 


157 


4 e 
Er 
“ 
52) 


Blanu$Sa, Danilo: Une maniedre de transformer une forme quadratique en 
somme de carr&s. Periodicum math.-phys. astron., Zagreb, II. S. 3, 1—-4 und fran- 
zös. Zusammenfassg. 5 (1948) [Kroatisch]. 

Blanusa, Danilo: Une d&monstration des conditions pour qu’une forme qua- 
‚dratique soit definie. Periodicum math.-phys. astron., Zagreb, Il. 8. 3, 6-9 und 
französ. Zusammenfassg. 10 (1948) [Kroatisch ]. 


Gruppentheorie: 


Ljapin, E. $S.: Normale Komplexe assoziativer Systeme. Izvestija Akad. Nauk 
'SSSR, Ser. mat. 14, 179—192 (1950) [Russisch]. 
| Es werden Systeme W betrachtet, in denen eine stets ausführbare, assoziative 
Multiplikation definiert ist. Über die Existenz eines Eins- oder Nullelements wird 
von vornherein nichts vorausgesetzt. Eine nicht-leere Teilmenge $ von X heißt 
normaler Komplex, wenn für beliebige X, YeV und K,K' efigsilt: XKYef- 
XK Yes, XKes>XK es, KYestKYeK. Eine nicht-leere Teil- 
menge X von U heißt normales Teilsystem, wenn für beliebige X, YEU und NEN 
St XNVENAXTYEN, XNENDSLXEN, NYEN:S>YTeEN. Eine nicht- 
‚leere Teilmenge ® von W heißt Ideal, wenn für beliebige XeUX und PEB gilt: 
‚X Pe®%, PXe%®. Homomorphismen werden mit kleinen griechischen Buchstaben 
‚bezeichnet, und ihre Zusammensetzung wird als Multiplikation geschrieben. Ist 
yA=Pß(& A) für AEN, so heißt & ein Teiler von y. Zwischen den Elementen von 
U wird eine symmetrische und reflexive Relation „ definiert mit der Eigenschaft 
KAnB)>(AXABX,XAAXDB) für alle A, B,XEeX. Für beliebiges AEA 
bezeichne man mit A die Menge aller BEX, für diees Elemente X, X... „EA 
gibt mit AT X, m X, mn: m X, m B. X sei die Menge der A. Die Abbildung 
9A=A von X auf V ist ein Homomorphismus, und zwar der größte gemeinsame 
Teiler aller Homomorphismen y mit (Am B)>(yA=yB). Zwischen den 
Homomorphismen von X und den oben definierten speziellen Teilmengen bestehen 
folgende Zusammenhänge: Dann und nur dann gibt es einen Homomorphismus 
gvon X, für den genau die Teilmenge ft auf ein und dasselbe Blement von U ab- 
‚gebildet wird, wenn St ein normaler Komplex ist. Betrachtet man nicht ein beliebi- 
‚ges Element von p W, sondern das (eventuell vorhandene) Eins- bzw. Nullelement, 
so erhält man entsprechende Aussagen über normale Teilsysteme bzw. Ideale. 
Schließlich werden Zerlegungen von X in direkte Summen sich gegenseitig annul- 
lierender Teilsysteme betrachtet und die Zusammenhänge zwischen den vorstehend 
definierten ausgezeichneten Teilmengen von X und denen der direkten Summanden 
untersucht. R. Kochendörffer (Rostock). 

e Kuo, Ke-Chan: The imbedding problem for systems with an incomplete, 
‘commutative addition. (Diss.) Urbana, Ill., 1950. 5 8. 

Auszug (ohne Beweise) aus einer Doktorarbeit für die University of Illinois. 
Die Untersuchungen von R. Baer (dies. Zbl. 33, 345) werden auf den Fall von 
kommutativer Addition angewandt. Jedes System A mit unvollständiger, nicht 
assoziativer, aber eindeutiger Addition läßt einen Homorphismus auf eine Teil- 
imenge einer additiven Mannigfaltigkeit D(A) zu. Es besteht D(A) aus Klassen 
ähnlicher Vektoren (früher ‚„‚Worte‘‘ genannt). Verf. führt für den kommutativen 
Fall eine ‚„e-Ähnlichkeit“ ein, welche alle Vertauschungen der Koordinaten im 
Vektor einschließt. Dadurch wird A auf eine Teilmenge einer kommutativen addi- 
tiven Mannigfaltigkeit Dc(A) abgebildet. Die Bedingung der Assoziativität wird 
durch zwei 5-stufige Satzpyramiden ausgedrückt. Die Sätze (N. 1)—(N. 5) sind 
im wesentlichen die Baerschen Stufen der Assoziativität und beziehen sich auf 
Ähnlichkeit. Ersetzt man Ähnlichkeit durch c-Ähnlichkeit, so erhält man ent- 
sprechend (C. 1)—(C. 5). Z. B. lautet (N. 2): Dann und nur dann sind (a, b) und (ce) 
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ähnlich, wenn a+5b=c ist. (N. 2) ist notwendig und hinreichend für die Ein- 
bettbarkeit von A in eine Gruppe. Ersetzt man „ähnlich“ durch „c-ähnlich“, so 
entsteht die Bedingung (C. 2) für Einbettbarkeit in eine Abelsche Gruppe. Die 
gegenseitige Abhängigkeit der zehn Sätze und ihre Beziehung zu gewissen Additions- 
formeln wird näher untersucht, besonders im Falle, daß A das Amalgam seiner 
Untergruppen ist. F. W. Levi (Bombay). 

Baer, Reinhold: Free sums of groups and their generalizations. II. Amer. 
J. Math. 72, 625—646 (1950). 

The author continues his careful enquiry into the conditions which ensure that an 
„add“ (i.e. an incomplete groupoid; ef. the first paper of this series, this Zbl. 33, 
345) can be embedded in a group. The main aim of the present paper is to charact- 
erize by intrinsic properties those „amalgams‘“ (for the definitions, ef. loe. cit.) 
which satisfy the „strong associative law“. This is accomplished by the theorem 
of $4, which in fact does more: it characterizes in three different but equivalent 
forms adds (not necessarily amalgams of groups) which possess a neutral element 
and to every element a right inverse, and which satisfy the strong associative law, 
Two corollaries apply the eriterion conveniently to amalgams of groups; thus e. 8. 
for an amalgam of groups to satisfy the strong associative law it suffices (but is 
probably not necessary) that to any three maximal subgroups of the amalgam 
there is a fourth which contains their intersections; and to any n>3 maximal 
subgroups X,-..,X,, arranged cyclically, there exists a further one containing 
the intersection of two successive groups and also the intersection of the next two. — 
The first paragraph lists a number of postulates and derives their interrelations, 
In $ 2 it is shown that these postulates ensure that an add is an amaligam of groups. 
In $3 the strong associative law is made to replace some of these postulates; this 
paragraph is preparatory to $4. In a final paragraph the reduction theorem of 
Hanna Neumann [Amer. J. Math. 70, 590—625 (1948), Theorem 5.0; this Zbl. 
32, 104; cf. also B.H. Neumann and Hanna Neumann, J. London math. Soc. 
25, 202—204 (1950)] is generalized by introducing a (transfinite) descending sequence 
of subamalgams of an amalgam, such that the strong associative law is satisfied | 
by all terms of the sequence (including the given amalgam) if it is satisfied 
by any one of them. B. H. Neumann (Manchester). 

Baer, Reinhold: Free sums of groups and their generalizations. III. Amer. 
J. Math. 72, 647—670 (1950). 

In this paper the author is concerned with the word problem in some classes of 
„adds‘“ (for definitions cf. the preceding abstract, and the abstract of the first | 
paper of this series there referred to) and the transformation problem in its relation 
to the word problem. In $ 1a new associative law, more restrietive than the „strong 
associative law‘, is introduced and its interrelations with the other postulates (cf. 
the preceding abstract) are investigated. In an amalgam of groups this new associa- 
tive law is shown to be equivalent to the property that the intersections of every 
maximal subgroup with the other maximal subgroups are fully ordered by inclusion. 
In $2 (not in $ 3, as author states in the introduction) the word problem for amalgams 
with this property is reduced to deciding whether certain well-defined pairs of 
elements belong to a subgroup of the amalgam, and to solving the word problem 
in subgroups of the amalgam; the theorem is, in fact, formulated somewhat more 
generally for adds. In $3 (not $2, as author states in the introduction) an even more 
restrictive class of adds is introduced and investigated: In an amalgam of groups 
this restrietion implies that there are no amalgamations (apart, of course, from 
the unit element). In this case the word problem is known to be equivalent to that 
in the constituent groups. Finally in $4, in order to subject the transformation 
problem to asimilar analysis, corresponding restrictions upon the adds are introduced. 
It is found that these restrietions are actually equivalent to those investigated in 


% | 


Bi 


159 


‚$1and $3. But a reduction of the transformation problem in an amalgam to that 
in its subgroups, corresponding to the results of $ 2, is not achieved. 
er B. H. Neumann (Manchester). 
Lorenzen, Paul: Über halbgeordnete Gruppen. Arch. Math., Karlsruhe 2, 
66—70 (1949/50). 
3 Michiura, Tadasi: Sur les groupes semi-ordonn6s. C. r. Acad. Sci., Paris 231, 
1403—1404 (1950). 

Michiura, Tadashi: On a definition of lattiee-ordered groups. II. J. Osaka 
Inst. Sci. Technology 1, 117—119 (1949). 

(Teil I s. dies. Zbl. 36, 293.) Es wird bewiesen: Zur Definition der I-Gruppen 
‚(lattice-ordered groups) genügt es, folgende drei Axiome für die unäre Operation 
a—a* anzunehmen: (A) a*=a*; (BJ) a—b = — (b*—a)* + (a* — b)*; 
(6) a+5b*—a=(a + b—.a)*. Hierbeikann (A) ersetzt werden durch: (— a*)* = 0. 
| F. W. Levi (Bombay). 
Vinogradov, A. A.: Über das freie Produkt geordneter Gruppen. Mat. Sbornik, 
n. 8. 25 (67), 163—168 (1949) [Russisch]. 
| „Ehe free group on an arbitrary set of generators can be ordered. This has been 
‚provedbyE.Simbireva (thisZbl.29, 103)and others. In the present papers theauthor 
‚proves that the free product of an arbitrary set of ordered groups can be ordered 
‚with preservation of the order inside the factors. The details are given only for the 
‚case of two ordered groups X and ®. Three preliminary lemmas show (i) that the 
‚group algebra of an ordered group over an ordered field can be ordered, (ii) that the 
‚set of all triangular matrices with elements in an ordered ring with identity whose 
"main diagonal contains only ring units forms an ordered group, (iii) that the direct 
‚product of two ordered groups can be ordered. "The proof of the main theorem then 
uses a matrix representation which has been used in another context ba A. I. Mal’cev 
'[Mat. Sbornik, n. S. 8 (50), 405—422 (1940); this Zbl. 25, 8). f aeW, bEeB, the 
mappings on to diagonal matrices a —diag (l,a,1,a,...), b—diag (1,5,1,b,...) 
yieldssubgroups Yand ® isomorphie to Wand 8. It is then shown that for suitable 
choices of matrices £ and Y) of the group considered in lemma (ii) [over the field 


of rational numbers] the set-theoretical union of the subgroups A—= KIA X and 


B= 18) isisomorphie to the free product of Yand ® and that the induced order 
preserves the given orders of Yand ®. K. A. Hirsch (Newcastle-upon-Tyne). 

Mal’eev, A. I.: Über geordnete Gruppen. Izvestija Akad. Nauk SSSR, Ser. 
mat. 13, 473—482 (1949) [Russisch]. 

Geordnete Gruppen @ sind solche, in denen zwischen je zwei Elementen a, b 
enau eine der Relationen a <b,a =b,b <a besteht. Ferner wird vorausgesetzt, 
daß diese Relation transitiv ist und daß aus a < b für beliebige c, dstetscad <cbd 
folgt. Eine Untergruppe H von Gheißt konvex, wennaus ae H,beHunda <c <b 
folgt c€ H. Es sei 2’ die Menge aller konvexen Untergruppen von @. Dann hat & 

ffensichtlich folgende Eigenschaften: 1. & enthält die 1 und @. 2. Von zwei be- 
liebigen Untergruppen aus 2 ist stets eine in der andern enthalten. 3. Kompositum 
und Durchschnitt einer beliebigen Anzahl von Untergruppen aus & sind wieder in 
Z enthalten. 4. Ist AEL, so ist auch jede zu A konjugierte Untergruppe in 2 
snthalten. Ferner hat X’ noch zwei weitere Eigenschaften, nämlich: 5. Sind AC B 
zwei benachbarte Untergruppen aus &, so ist A Normalteiler in B, und B/A eine 
Abelsche Gruppe ohne Elemente endlicher Ordnung. Es seien A C B wieder zwei 
enachbarte Untergruppen aus &. Für jedes ge@ mit IAg=A gilt auch 
y7!Bg=B. Daher liefert g einen Automorphismus von B/A, der Hauptauto- 
morphismus genannt wird. Sämtliche Hauptautomorphismen erzeugen in dem 
vollen Endomorphismenring von B/A einen Teilring O (A), der sich als kommutativer 
Integritätsbereich erweist. Indem man zu dem Quotientenkörper von O(A) die 


| 


Quadratwurzeln aus den Hauptautomorphismen adjungiert, erhält man den Körpe 
K(A). Dann ergibt sich als weitere Eigenschaft von 2: 6. K(A) ist formal-reell 
Enthält umgekehrt eine Gruppe @ ein System von Untergruppen mit den Eigen- 
schaften 1. bis 6., so läßt sich @ ordnen. Unter einem geordneten Produkt ge- 
ordneter Gruppen verstehe man im wesentlichen das direkte Produkt einer unend-ı 
lichen Menge geordneter Gruppen @,, wobei die Indizes x aus einer geordneten! 
Menge stammen. Zwei geordnete Zerlegungen einer geordneten Gruppe besitzent 
isomorphe Verfeinerungen. Schließlich werden Ordnungstypen geordneter Gruppen! 
betrachtet. Es ergibt sich z. B.: Mit £ werde der Ordnungstypus aller ganzen ratio-| 
nalen, mit n der Ordnungstypus aller rationalen Zahlen bezeichnet. Der Ordnungs-| 
typus einer abzählbaren geordneten Gruppe hat dann die Form £?»*, wo A eine) 
Ordnungszahl und e=0 oder 1 ist. R. Kochendörffer (Rostock). | 

Golovin, 0. N.: Nilpotente Produkte von Gruppen. Mat. Sbornik, n. S. 2%7/ 
(69), 427—454 (1950) [Russisch ]. 

Ziel der vorliegenden Arbeit ist es, den bekannten Produktbildungen bei Grup- 
pen, dem direkten und dem freien Produkt, weitere Produktbildungen an die Seite) 
zu stellen. Das erste Kapitel behandelt hauptsächlich die Theorie der Kommutator- 
bildung zwischen Untergruppen einer Gruppe. Im zweiten Kapitel werden die neuen! 
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* 
Produkte definiert und zwar folgendermaßen: Es sei F = I das freie} 
&€ 


Produkt der Gruppen A, (M ist eine beliebige Indexmenge). Dann werde mit 

A = (A,)r der aus den gegenseitigen Kommutatoren der A, in F erzeugte Normal- 

teiler bezeichnet. Ferner sei „(A.)r das k-te Glied der Reihe „A=4A und ‚A=! 

(F,)_1ı4) für 1>0 [mittels A gebildete minimale Zentralreihe von F im Sinne 

von Baer, Trans. Amer. math. Soc. 58, 348—389 (1945)]. Die Faktorgruppe 
* 

TI 4s -( I, Aa) »(As)r wird als k-tes nilpotentes Produkt der Gruppen 4, 


SEM 
definiert. Für endlich viele Gruppen wird auch kurz A,(k) A,(k)--- (k)A, ge-| 
schrieben. Es gilt das assoziative Gesetz: Wird M — M, +M, in zwei elemente- 
(k) (k) 
fremde Mengen eingeteilt und = ]JI 4, &= II A, gesetzt, so % 
n BeM; ve, 
DI, Aa =@,(k)G,. Entsprechendes gilt bei weiteren Unterteilungen von M. 
xe€ 


Nilpotente Produkte lokal-endlicher bzw. periodischer Gruppen sind lokal-endlich 
bzw. periodisch. Das k-te nilpotente Produkt von nilpotenten Gruppen, deren 
Klassen sämtlich nicht größer als / sind, ist nilpotent, und seine Klasse ist nicht 
größer als Max (k, l). Für weitere Einzelheiten und Eigenschaften der nilpotenten 
Produkte muß auf die Arbeit selbst verwiesen werden. R. Kochendörffer. 
Cernikov, 8. N.: Zur Theorie der vollständigen Gruppen. Mat. Sbornik, n.S. 
22, 319—348 (1948) [Russisch]. - 
Diese Arbeit stellt die Fortsetzung einer früheren Arbeit des Verf. dar [Mat. 
Sbornik,n. 8.18 (60), 397—421 (1946)]. Eine Gruppe heißt vollständig, wennsich jedes 
ihrer Elemente für jede natürliche Zahl n als Produkt von n-ten Potenzen darstellen 
läßt. Da es sich im folgenden um Gruppen von beliebiger Mächtigkeit handelt, 
hat man unter der aufsteigenden Zentralreihe und unter Normalreihen wohlgeordnete 
Untergruppenketten mit entsprechenden Eigenschaften zu verstehen. Eine Normal- | 
reihe heißt Wurzelreihe, wenn ihre Faktorgruppen entweder zur additiven Gruppe 
der rationalen Zahlen oder zu einer primären abelschen Gruppe vom Typ p® 
isomorph sind. In der oben genannten Arbeit wurde bewiesen, daß eine vollständige 
Gruppe mit (bis zur ganzen Gruppe) aufsteigender Zentralreihe (m. a. Z.) eine Haupt- 
Wurzelreihe besitzt, d.h. eine Wurzelreihe, deren Glieder alle Normalteiler sind. 
Hier wird weiter gezeigt, daß eine Gruppe m.a.Z. dann und nur dann vollständig 
ist, wenn sie eine (aufsteigende) Wurzelreihe besitzt. Die Faktorgruppen je zweier 


Wurzelreihen einer vollständigen Gruppe m. a. Z. lassen sich so aufeinander abbilden, 
daß entsprechende Faktorgruppen isomorph sind. In der oben zitierten Arbeit war 
‚bewiesen worden, daß in einer vollständigen Gruppe m. a. Z. die Elemente endlicher 
‘Ordnung eine vollständige Untergruppe bilden, die im Zentrum enthalten ist. Jetzt 
wird gezeigt, daß man die unzerlegbaren Faktoren jeder direkten Zerlegung dieser 
Untergruppe und die periodischen Faktorgruppen jeder Wurzelreihe derart einein- 
deutig einander zuordnen kann, daß zugeordnete Gruppen isomorph sind. Jede 
vollständige Untergruppe einer vollständigen Gruppe m. a. Z. kommt in mindestens 
einer Wurzelreihe als Glied vor, und durch jeden vollständigen Normalteiler geht 
ine Haupt-Wurzelreihe. Enthält eine vollständige Gruppe & m. a. Z. einen Normal- 
eiler X und ist G/N isomorph zur additiven Gruppe der rationalen Zahlen, dann 
nthält & eine zu G/N isomorphe Untergruppe W, fürdie AnA=1 und NU = ©. 
Ein entsprechender Satz gilt, falls &/N eine periodische Gruppe ist. Das letztere 
Produkt ist dann direkt. In einer vollständigen Gruppe m.a.Z. ist dann und nur 
dann die Minimalbedingung für vollständige Untergruppen erfüllt, wenn sie eine 
endliche Haupt-Wurzelreihe besitzt. Die Arbeit enthält weiter noch zahlreiche 
Strukturaussagen über Wurzel- und Normalreihen. NR. Kochendörffer (Rostock). 

Gduskov, V. M.: Zur Theorie der ZA-Gruppen. Doklady Akad. Nauk SSSR, 
n.S. 74, 885—888 (1950) [Russisch]. 

ZA-Gruppen sind Gruppen mit (bis zur ganzen Gruppe) aufsteigender Zentral- 
reihe. Dann und nur dann hat eine ZA-Gruppe eine endliche Anzahl Erzeugender, 
wenn sie eine endliche Normalreihe mit zyklischen Faktorgruppen besitzt. Es sei & 
sine torsionsfreie ZA-Gruppe. Zwischen dem Rang r von ® im Sinne von Cernikov 
dies. Zbl. 35, 295) und deren Rangzahlen r,, r, im Sinne von Mal’cev (dies. Zbl. 
7, 150) besteht die Ungleichung r, <r, <£r. In ® erzeugt jede endliche Menge 
on Untergruppen mit endlichen Rationalreihen wieder eine Untergruppe mit end- 
icher Rationalreihe. Zum Begriff der vollständigen Gruppe vgl. das vorstehende 
Referat. In einer torsionsfreien vollständigen ZA-Gruppe sind alle Glieder der ab- 
teigenden Zentralreihe vollständige Gruppen. Eine ZA-Gruppe ist dann und nur 
lann vollständig, wenn ihre Faktorgruppe nach der Kommutatorgruppe voll- 
ständig ist. Ein entsprechender Satz gilt für auflösbare Gruppen. Kochendörffer. 

Cernikov, $. N.: Über spezielle p-Gruppen. Mat. Sbornik, n. $. 27 (69), 185 
—200 (1950) [Russisch ]. 
| Es werden u. a. folgende Struktursätze über p-Gruppen bewiesen: Ist in einer 
‚inendlichen, lokal-endlichen p-Gruppe die Minimalbedingung für abelsche Unter- 
yruppen erfüllt, dann ist ihre maximale vollständige Untergruppe von 1 verschieden 
ınd abelsch. Eine p-Gruppe enthält dann und nur dann eine endliche Menge von 
Elementen jeder Ordnung, wenn in ihr die Minimalbedingung für abelsche Unter- 
gruppen erfüllt ist und sie eine aufsteigende Zentralreihe endlicher Länge besitzt. 
Besitzt eine p-Gruppe eine endliche aufsteigende Zentralreihe und enthält sie nur 
ine endliche Anzahl von Elementen irgendeiner Ordnung, so ist die Menge der 
Elemente jeder andern Ordnung ebenfalls endlich. Ist die Anzahl der Elemente 
rgendeiner Ordnung in einer lokal-endlichen p-Gruppe endlich, so ist die Gruppe 
;peziell. Vgl. hierzu die Arbeit des Verf. in Doklady Akad. Nauk SSSR, n. 8. 
33, 11—14 (1948) (dies. Zbl. 31, 6), in der sich bereits ein Teil der hier bewiesenen 
Sätze findet. R. Kochendörffer (Rostock). 
| Cernikov, 8. N.: Über die Minimalbedingung für abelsche Untergruppen. 
Doklady Akad. Nauk SSSR, n. S. 75, 345—347 (1950) [Russisch ]. 

Als Hauptergebnis der Arbeit sind folgende Sätze anzusehen: 1. Ist ® eine 
9-Gruppe mit aufsteigender Zentralreihe und ist wenigstens eine maximale abelsche 
Untergruppe von ® speziell, so ist ® selbst eine spezielle Gruppe. 2. Es ist ® eine 
9-Gruppe, in der jede Untergruppe echte Untergruppe ihres Normalisators ist. Ist 
wenigstens eine maximale abelsche Untergruppe von ® eine spezielle Gruppe, so 
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ist ® selbst eine spezielle Gruppe. 3. Enthält eine lokal-endliche p-Gruppe kein: 
quasi-zyklische Untergruppe (d.h. Untergruppe vom Typ p”) und ist wenigsten‘ 
eine ihrer maximalen abelschen Untergruppen endlich, dann ist die ganze Gruppe 
endlich. R. Kochendörffer (Rostock). 

Neumann, B. H.: A twogenerator group isomorphie to a proper factor group) 
J. London math. Soc. 25, 247—248 (1950). 

Die (auf Heinz Hopf zurückgehende) Frage, ob eine von endlich vielen Elementen 
erzeugte Gruppe einer eigentlichen Faktorgruppe isomorph sein kann, findet hie 
ihre Erledigung, indem ein Beispiel einer Gruppe mit zwei Erzeugenden angegeben 
wird, die einer echten Faktorgruppe isomorph ist. Reinhold Baer (Urbana, Ill.). 


Szele, Tibor: Sur les groupes ayant un sous-groupe parfait. Bull. Sci. math., 
Paris, II. S. 74, 207—209 (1950). 

Eine Gruppe ist vollkommen, wenn sie mit ihrer Kommutatorgruppe über- 
einstimmt. Verf. zeigt, daß eine Gruppe @, wenn sie eine vollkommene Untergruppe# 
besitzt, auch einen vollkommenen Normalteiler besitzt. L. Kaloujnine. | 

Kaloujnine, L60o et Mare Krasner: Le produit complet des groupes de permu-; 
 tations et le probleme d’extension des groupes. ©. r. Acad. Sci., Paris 227, 806—808 
(1948). 

Es seien I\,..., [, Permutationsgruppen, M,; = (..., x, ...) die Menge der zu T', gehöni- 
gen Permutationsvariablen, M sei das mengentheoretische Produkt M, x --- x M,, also die Menge 
aller s-Tupel x= (%,, 2 - - -, %), SEM,„i=],..., s. x; werde als i-te Koordinate von x auch 
mit (x); bezeichnet. Es wird die Menge aller der Abbildungen o von M auf M betrachtet, die 
den Forderungengenügen: 1. Fürjedesi=]1,..., shängt o(&), nur von &%,, ..., 2; ab. 2. 2,—0(%) 
sei eine zu [';, gehörige Permutation von M,i=1,..., s. — Die Menge der o, die 1. und 2. er- 
füllen, bildet eine Gruppe & von Permutationen von M, die das vollständige Produkt der Per- 
mutationsgruppen I‘,...,/, genannt und mit &=T,o!yo:-::0/, bezeichnet wird. Ist j 
, m = (my, .. .,m,) ein beliebiges Element aus M, so bildet für jedes —=1,...,s die Menge aller‘ 
Permutationen aus ©, die m,, Ma, ..., m, fest lassen, eine Gruppe &,<m). Die Reihe 
= G,<myD 6, <m))...D &©,<m> wird als m-Reihe von & bezeichnet. Allgemein nennen die 
Verf. eine Untergruppe h einer Gruppe 9 antiinvariant in 9; wenn das Einselement der einzige 
in h enthaltene Normalteiler von 9 ist. Dann gilt für obige Gruppen &: Wenn & transitiv ist, | 
so ist &,<m) antiinvariant in ©. Unter der gleichen Voraussetzung ist, für jedes i, | 
{a ©, <m> — (o m);}, wobei o ganz ©,_,<m) durchläuft, eine eineindeutige Abbildung der in I 
®,<my nach ®,_, <m) gebildeten Rechtsrestklassenmenge auf M, und für jedes r € &,_,<m), | 
{co &, m) >Tro &,<my} — {(o m); — (to m);}}, wobei o wieder &,_,<m» durchläuft, eine ein- I 
eindeutige Abbildung von &,_,<m) mit Hilfe der Restklassen nach &,<m) auf eine transitive } 
Untergruppe I’; von I‘. Diese Abbildungen mögen als m-Identifikationen bezeichnet werden. | 
Nun wird ein (M,, M,, ..., M,)-Isomorphismus einer Gruppe 9 auf eine Gruppe 9’ erklärt, | 
wenn 9 und 9’ folgende Bedingungen erfüllen: 


9=- HIHI... DH = HIHI... I 
9,8 sind antiinvariant in 9 bzw. 9; für alleiseien 9,_,/®; bzw. $_,/0% mit derselben Menge 
M ‚ derart identifiziert, daß 9, und 9; mit demselben m; € M, identifiziert seien (also für alle i: 


T;=T};). Dann gilt: Theorem I. Ist I',eine Untergruppe von I‘, und m = (m,, my, . . ., m,), \ 
so gibt es einen (M,, ..., M,)-Isomorphismus », von 9 auf eine transitive Untergruppe &* von | 
6=LT,°T'yo...oT, relativ zu den m-Identifikationen. Es gilt folgende Umkehrung von 

Theorem I: Theorem II. Sei &,<m) die größte in &,_,<m) invariante Untergruppe von 
&;<my. Ein Isomorphismus ») einer transitiven Untergruppe &* von &= To 1,0 ---o I, 
auf eine transitive Untergruppe ®** von ® ist ein (M,, M,,...., M,)-Isomorphismus dann und 
nur dann, wenn er durch einen inneren Automorphismus a —4-104 von 6* induziert ist, 


wobei A € &'«m) = N &,<my ist. Die Theorie liefert für den Spezialfalls = 2 eine vollständige 


pe 


| 
| 


! 
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® 
Lösung des Erweiterungsproblems im Sinne von Schreier. Es sind wohl noch weitere inter- 
essante Resultate von dieser Theorie zu erwarten. Ausführliche Darstellung der angekün- 
digten Ergebnisse in Acta Sei. math., Szeged 13, 208—230 (1950). Grün (Berlin). 


: ‚Kaloujnine, Leo: Sur les sous-groupes centraux d’un produit complet de groupes 
abeliens. CO. r. Acad. Sci., Paris 229, 1289—1291 (1949). 
Diese Note benutzt Begriffsbildungen und Resultate der vorstehend referierten Note, 


Eine Reihe von Untergruppen 9=HIHD...29, heiße eine unvollständige Kompositions- 
reihe von $, wenn 1. für jedes? —=1,2,..., s 9, invariant in 9-1, 2. 9, antivariant in 9 ist. 
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; Es seien nun zwei solche Reihen 9 = %999...)9 und 9 = 838193...I9/ von 
) gleicher Länge gegeben; für jedes = (0, 1,..., s gebe es einen Homomorphismus g,; bzw. 0A 
‚von 9,1 (9-1) auf die gleiche Gruppe 7, dessen Kern 9, ($/) sei. Ein Isomorphismus y von 
| 9 auf 9’ heiße ein (77, .. ., 7,)-Isomorphismus, wenn für jedes i: 9, = p;y ist. Dann gilt: Not- 
1 wendig und hinreichend dafür, daß jeder innere Automorphismus von 9 ein (I\,..., 7,)-Auto- 
! morphismus sei, ist, daß, für jedes i, 9,_,/Ö, im Zentrum von $/®, liege. Eine solche Reihe 
wird als Zentralreihe bezeichnet. In ihr ist also 9, invariant in 9, ?=1,..,s— lund$, =1. 
Ferner ist dann 9,_,/$, abelsch. Es seien nun /\,...., 7, abelsche Gruppen und ®* das voll- 
‚ständige Produkt &*—= I,0o1,o...oT,. ® sei eine transitive Untergruppe von ®&* derart, 
daß die Reihe & = 6,3 6,3...) ®, eine Zentralreihe von ® sei. Eine solche transitive 
Gruppe © heiße eine Zentraluntergruppe von ®*. Jeder innere Automorphismus von & ist 
ein (I\,...,/‘)-Automorphismus. Es zeigt sich, daß der Zentralisator & von & in ®* eine 
transitive Gruppe ist. Es gilt auch die Umkehrung: Ist der Zentralisator & einer Untergruppe 
& von ©* transitiv, so ist & eine Zentraluntergruppe von &*. Also: Theorem I. „Notwendig 
‚und hinreichend dafür, daß eine transitive Untergruppe ® des vollständigen Produktes 
‚6&*=T\,o...oI‘, eine Zentraluntergruppe von ®* sei, ist, daß der Zentralisator & von & 
eine transitive Gruppe sei.‘‘ Daraus ergeben sich einige Sätze über die Eigenschaften von Zen- 
traluntergruppen von &*, für die auf die Arbeit selbst verwiesen werden muß. 
Grün (Berlin). 

Kaloujnine, Leo: Caraeterisation de eertains sous-groupes eentraux d’un pro- 
duit*complet de groupes abeliens. C.r. Acad. Sci., Paris 230, 1633—1634 (1950). 

Die Arbeit benutzt Begriffe und Resultate der beiden vorstehend referierten Arbeiten. Es 
‚wird gezeigt: Damit eine Zentraluntergruppe ®& des vollständigen Produktes = I) o...oT, 
'so beschaffen sei, daß ihre kanonische Reihe & = &,) &,D...D1 ihre aufsteigende Zentral- 
‚reihe sei, ist notwendig und hinreichend, daß für alle i=2, 3, ...., s der Homomorphismus 
'w,A von ®,;_, in I,TıXT2%X'XTs ein Isomorphismus sei. Grün (Berlin). 
' Kaloujnine, L&0: Une propriet& des suites caraeteristiques d’un p-groupe. C.r. 
Acad. Sci., Paris 229, 1105—1107 (1949). 

& sei eine endliche p-Gruppe, d die Anzahl ihrer unabhängigen Erzeugenden. 
Verf. beweist folgenden wichtigen Satz: Für jede charakteristische Untergruppe 9 


| 


‚von & und für jede maximale eigentliche Untergruppe 9 von 9, die charakteristisch 


in & ist, ist der Index [9:9] durch eine Zahl D beschränkt, die nur von d und p 
‚abhängt. Grün (Berlin). 
Kaloujnine, Leo: Sur quelques proprietes des groupes d’automorphismes d’un 
groupe abstrait. ©. r. Acad. Sci., Paris 230, 2067—2069 (1950). 
& sei eine Gruppe, $ eine Gruppe von Automorphismen von ®. Die Gruppe 
aller Elemente aus ®, die bei jedem Automorphismus aus 9 invariant bleiben, 
heiße das H-Zentrum 3(6;9) von ®. Die von allen (ca) a, ae, 0E9, 
erzeugte Gruppe sei als 9-Kommutator & (©; 9) bezeichnet. Offenbar ist & (©; 9) 
er kleinste Normalteiler von ®, dessen Restklassen unter allen Elementen aus 9 
einzeln invariant sind. Verf. zeigt zunächst den Hilfssatz: Sind 9, und 9, zwei 
Automorphismengruppen von ®, so haben je zwei der folgenden drei Beziehungen 
die dritte zur Folge: ©) (6:8) 2 C (6:8), P) 3(0:9) IC (6: 9), y) Die 
Elemente aus 9, sind mit denen aus 9, bei Anwendung auf & vertauschbar. — 
Satz 1. & sei eine Gruppe und 9* eine Untergruppe von ®. 9 sei die Untergruppe 
aller der Automorphismen o von ©, die jedes Element von 9 und jede Restklasse 
von ®/9* invariant lassen. 9 ist abelsch. — Satz2. Si &= 6,2 6,2: 
6,2 +1 = l eine Reihe invarianter Untergruppen von ® und sei A die Gruppe 
aller der Automorphismen von ®, die für i—=0,1,...,s &,_,/©, elementweise 
invariant lassen. X ist nilpotent. — Der Beweis ergibt noch: Die Klasse von A 
kann nicht größer als 2°! sein. Grün (Berlin). 
Kaloujnine, L&o: Sur quelques propri6tes des groupes d’automorphismes d’un 
groupe abstrait. (G6n6ralisation d’un th6or&me de M. Ph. Hall.) C. r. Acad. Sci., 
Paris 231, 400402 (1950). 
| Verf. verschärft und erweitert Resultate aus vorstehend referierter Arbeit. 
Bezeichnungen wie a.a. 0. Theorem 2 der genannten Arbeit wird präzisiert zu: 
ak 
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Si 6=6,2®2:''D&4+ı=1 eine Reihe invarianter Untergruppen von 
& und Xeine Gruppe von Automorphismen o von ©, derart, daß für alle = 0, 1. 
die Gruppe ®,/&,,, elementweise unter o invariant sei. Dann ist a eine nilpotente 
Gruppe, deren Klasse höchstens = s ist. Korollar: Für alle 5, , 7 #t<ss ur 1 5 
läßt der (t — 1)-te Kommutator O'=1 (A) von X die Gruppe ®,/,,, elementweise 
invariant. Daraus folgt leicht ein bekannter Satz von P. Hall. Nun sei X irgendeine 
Gruppe von Automorphismen von ©, 0° (6, W% = ©, und, in leicht verständlicher | 
Weise rekursiv: 0 (6, A) = (CI(6,W,W,j=12%... Die Reihe 0 (6, A) = 
GDC(G,WD--- werde als absteigende X-Reihe von © bezeichnet. Wenn 
diese Reihe mit der Gruppeneins endet und r die kleinste Zahl ist, für die C* (6, X) =1 
ist, so werde & als X-nilpotent und r als die X-Klasse von © bezeichnet. Dann 
oilt folgende Verallgemeinerung des oben erwähnten Satzes von Hall: Sei © eine 
Gruppe und W eine Gruppe von Automorphismen von © derart, daß 1. & X-nil- 
potent ist, 2. für alle 5>0 07(6,W) invariant in © ist. Dann ist 01(6,W) 
nilpotent, und 01(6,WD 0? (6, WD-- - ist eine Zentralreihe von ©. Grün. 

Todd, J. A.: On a conjeeture in group-theory. J. London math. Soc. %5, 
- 246 (1950). 

Es bestand folgende Vermutung von Littlewood: Sind 9, und 9, zwei Unter- 
gruppen der Gruppe ® und gilt für jede Klasse (s) in & konjugierter Elemente, 
daß in (s) genau so viele Elemente aus 9, enthalten sind, wie aus 9,, so ist 
9, = 9,. Verf. widerlegt diese Vermutung durch das Gegenbeispiel: Die symmetri- 
sche Gruppe ©,, enthält zwei Untergruppen 9, und 9, von der Ordnung 16, die 
obige Bedingung erfüllen; aber 9, ist abelsch, 9, nichtabelsch, also sind 9, und 9, 
nicht isomorph im Gegensatz zu obiger Vermutung. Grün (Berlin). 

Hirsch, K. A.: On a theorem of Burnside. Quart. J. Math. (Oxford II. S.) 
1, 97—-99 (1950). 

Burnside hat gezeigt: Hat eine Gruppe & die ungerade Ordnung N und ist r 
die Anzahl der Klassen konjugierter Elemente in &, soist N = r mod 16. — Verf. 
beweist einen allgemeineren Satz, der den Burnsideschen als Spezialfall enthält: 
& habe die Ordnung N = pfı, p%e,... p%*, die p, seien Primzahlen, r die Anzahl 
der Klassen konjugierter Elemente in ® und d der g.g.T. der Zahlen p® —1, 
*=1,2,...,k. Dann ist N=rmod (2d), wenn N ungerade, N=rmod3, 
wenn N gerade und (N,3) =1 ist. Der Beweis erfolgt mit elementaren Methoden 
durch Betrachtung aller Lösungen x, yder Gleichung «!y1 zy=1 mitz,ye®, 
wobei 1 das Einselement von © ist. Grün (Berlin). 

Herstein, I. N.: On a eonjeeture on simple groups. Proc. Amer. math. Soc. 1, 
438—439 (1950). | 

Verf. beweist die Äquivalenz der beiden folgenden Sätze: (A) Die Ordnung 
einer einfachen Gruppe ungeraden Grades ist eine Primzahl. (B) Ist @ eine Gruppe 
ungerader Ordnung, so kann man zu einer gewissen Primzahl p, die die Ordnung 
teilt, ein Element g + 1 aus @ bestimmen, so daß g— 1 im Radikal von I’ „ liegt, 
wo I‘, der Gruppenring von @ über einem Körper der Charakteristik ist. 7 

Y J.J. Burckhardt (Zürich). 

Meier-Wunderli, Heinrieh: Über endliche p-Gruppen, deren Elemente der 
Gleichung x? — 1 genügen. Comment. math. Helvetiei 24, 18—45 (1950). | 

Es sei 5 die aus n freien Elementen erzeugte freie Gruppe und N der aus den 
k-ten Potenzen der Elemente von % erzeugte Normalteiler, B,,, die Faktorgruppe 
3/R. Eine bekannte Vermutung von Burnside besagt, daß für endliche n und k 
®,,„ immer endlich sei. Verf. betrachtet B,,„, wobei p eine beliebige Primzahl ist. 
Zunächst entwickelt er eine Methode, um sämtliche endlichen Faktorgruppen von 
®,,, zu bestimmen. Für die Rechnung wesentlich ist die Tatsache, daß jede endliche 
p-Gruppe vom Exponenten p regulär ist und daher eine Eindeutigkeits- (uniqueness-) 
Basis nach P. Hall besitzt. Damit ergibt sich ein Konstruktionsprinzip für alle 


en 
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. 2-stufig metabelsche Faktorgruppe von ®, „, P@ + 2, bestimmen. Ihre Ordnung 
ergibt sich zu »G)-@-9. Weiter wird die Identität von Zassenhaus 
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Faktorgruppen vorgegebener Ordnung p’ von ®,,». Weiter kann Verf. die größte 


(a,b,....)=1@,,ı 


DZ 


bewiesen und der wichtige Satz gezeigt: Zu jeder Primzahl >3 existiert eine 3-stu- 


fig metabelsche Faktorgruppe von der Ordnung 2) und der Klasse p von ®, ,. 


Schließlich wird noch die maximale Faktorgruppe der Klasse 6 von ®,, , aufgestellt. 


_ Ihre Ordnung ist 51, Grün (Berlin). 


Zappa, Guido: Sulle p-catene dei gruppi p-risolubili. Giorn. Mat. Batta- 
glini 79, 121—126. (1950). 
OÖ. Ore [Duke math. J. 5, 431—460 (1939); this Zbl. 21, 211] obtained results 


connecting arbitrary complete chains of subgroups of a finite group with e.g. its 


chief series; in particular: the indices of the chain of subgroups can be so arranged 
in blocks that the products of those in every block just equal the indices of the chief 
series. The author provesthe corresponding result for p-solvable groups introduced and 
investigated by Cunichin (for definitions cf. e.g. this. Zbl. 29, 4): „Complete 
subgroup chain‘ has to be replaced by ‚complete p-chain‘ (i.e.a chain of subgroups 
each maximal in the preceding one, beginning with the whole group, ending in a 
group of order prime to p, and every index is a power of p), „chief series“ by 
„normal p-complete chain‘ (i.e. a chain where each term is normal, with index 
divisible by p, in the preceding term, and maximal with these properties), and 
„index“ by „p-index“ (i.e. the highest power of p dividing an index of the chain). 
Hanna Neumann (Hull). 
Itö, Noboru: Note on p-groups. Nagoya math. J. 1, 113—116 (1950). 
Magnus hat in seiner Arbeit „Beziehungen zwischen Gruppen und Idealen in 
einem speziellen Ring‘ [Math. Ann., Berlin 111, 259-280 (1935); dies. Zbl. 11,152] 
folgendes Problem aufgestellt: Gibt es einen unbeschränkten Turm von (endlichen) 
p-Gruppen ©, ©, ..., ©, Ö,41, - - . derart, daß &, abelsch und jedes ©, isomorph 
mit 6,4/9, (6...) A oh) +b nr =12 ... ist? 0,(6,41) ist hierbei die 
n-te Kommutatorgruppe von ®,,,. Verf. löst das Problem durch Konstruktion 
eines solchen p-Gruppen-Turmes. Weiter gibt er eine Verschärfung folgenden Re- 
sultates von P. Hall: Ist p” (ungerade) die kleinste Ordnung, die eine p-Gruppe & 
haben kann, für die ©, (6) +1 ist, so ist M71(2m—1)>n >2" + m. Verf. 


kann die obere Grenze (für m > 2) auf 5 - 2% herabdrücken. Grün (Berlin). 


e Schubert, Jewell Emma: On groups of order 3” and elass 3. (Diss.) Urbana, 


#.,219502. 10%. 
This is an abstract only, giving results of the dissertation with fairly full ar- 


guments, but no details. Using Levi-van der Waerden’s results on the Burnside 


groups B, 3 [Abh. math. Sem. Univ. Hamburg, 9, 154—158 (1932); this Zbl. 5, 385] 
the author obtains all normal subgroups of B, ;, and thus all types of groups with 


. four generators and of class and exponent three. Also partial results, obtainable 


by the same method, in the cases of five and six generators. Hanna Neumann. 

e Littlewood, Dudley E.: The theory of group eharacters and matrix repre- 
sentations of groups. 2nd ed. London: Geoffrey Cumberledge; Oxford University 
Press 1950. VIII, 310 p. 25 s. net. 


Für den Mathematiker liegt der Hauptwert des vorliegenden Lehrbuches in der Fülle der 


Einzelheiten und Methoden zur expliziten Behandlung spezieller Fälle. Dem hauptsächlich an 


den Anwendungen der Darstellungstheorie Interessierten wird ein Aufbau geboten, der mit 
verhältnismäßig geringem algebraischem Rüstzeug auskommt. Die ersten drei Kapitel be- 
handeln Matrizen, Algebren und Gruppen, soweit diese Dinge für d as folgende gebraucht werden. 
Im vierten Kapitel werden aus der Struktur des Gruppenringes die grundlegenden Tatsachen 
über die Darstellungen endlicher Gruppen abgeleitet. Da sich Verf. von vornherein auf den 


ce ee 
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Körper aller komplexen Zahlen beschränkt, läßt sich dieser Aufbau natürlich verhältnismäßig 
kurz durchführen. Vielleicht hätte allerdings bei ausgiebigerer Verwendung der modernen 
algebraischen Methoden eine größere begriffliche Klarheit erzielt werden können. Kapitel V 
behandelt die Darstellungstheorie der symmetrischen Gruppen. Die nächsten beiden Kapitel 
bringen die zum großen Teil vom Verf. selbst entwickelte Theorie der Immanenten und S-Funk- 
tionen (dies. Zbl. 9, 202), die ein wichtiges Hilfsmittel für darstellungstheoretische Rechnungen 
"bilden. Diese werden in Kapitel VIII zur Berechnung der Charaktere der symmetrischen Gruppen 
benutzt. In Kapitel IX wird gezeigt, wie sich Struktureigenschaften einer endlichen Gruppe 
in der Tafel der Charaktere widerspiegeln. Hier findet man wertvolle Methoden für die Be- 
handlung konkreter Beispiele. Kapitel X bringt die Darstellungstheorie der linearen Gruppen. 
Schließlich werden in Kapitel XI die unitären und orthogonalen Gruppen behandelt. In einem 
Anhang sind die Charaktertafeln der symmetrischen Gruppen bis zum Grade 10 und einiger 
ihrer wichtigen Untergruppen zusammengestellt. Ferner werden einige neuere Ergebnisse 
invariantentheoretischer Art des Verf. mitgeteilt. Den Schluß bildet ein Literaturverzeichnis, 
welches man vielleicht noch etwas vollständiger gewünscht hätte. 
R. Kochendörffer (Rostock). 
Nakayama, Tadasi: Note on faithful modular representations of a finite group, 


J. math. Soc. Japan 1, Nr. 1, 10—14 (1948). 

Sätze über treue Darstellungen endlicher Gruppen von R. Kochendörffer 
(dies. Zbl. 30, 107) und über treue modulare Darstellungen vom Verf. (erscheint 
Proc. Acad. Tokyo) werden hier durch Sätze ergänzt, die modulare und nicht modu- 
lare Darstellungen verknüpfen: Wenn eine endliche Gruppe © eine treue nicht- 
modulare Darstellung M (®) besitzt, dann gilt: 1. jeder direkt unzerlegbare Be- 
standteil einermodularenregulären Darstellung, der (im Sinne von Brauer-Nesbitt) 
M (6) enthält, ist treu; 2. jeder treue direkt unzerlegbare Bestandteil einer modu- 
laren regulären Darstellung enthält eine treue nichtmodulare Darstellung. 

Boerner (Gießen). 


Vräneeanu, G.: Classifieation des groupes de Lie de rang zero. Studii Cere. 
mat., Acad. Republ. popul. Romäne, Inst. Mat. 1, 40—78, russische Zusammen- 
fassg. 79—82 und französ. Zusammenfassg. 83—86 (1950) [Rumänisch]. 


Für Gruppen vom Range Null verschwinden sämtliche Wurzeln der charakteristischen 
Gleichung. Die Klassifikation dieser Gruppen wurde von W. Killing durchgeführt unter 
Verwendung vor allem der Tatsache, daß die zweigliedrigen Untergruppen einer solchen Gruppe 
immer Abelsche Gruppen sind. Verf. betrachtet das Klassifikationsproblem von einem andern 
Standpunkt aus, den man am besten durch das Wort ‚Transformationstheorie‘“ bezeichnen 
könnte. Die Strukturgleichungen einer Lieschen Gruppe @, sind in der Cartanschen Schreib- 
weise (1) Ast = ch, ds? öst(h,k,l=1,2,..., r). Die Gruppe @, selbst ist die einfach-transi- 
tive Gruppe, die die Formen ds? sowohl wie die inf. Transformationen X, invariant läßt, die 
ihrerseits Gleichungen (2) (X,X,) =c%, X, erfüllen. Durch eine Lineartransformation mit 
konstanten Koeffizienten (2’) ds’ = c%ds*, wo |ck| + 0, werden die Strukturkonstanten cn 
der Gruppe @G, gemäß (8) © n B cr e& = CH er transformiert, erweisen sich demnach als einfach 
kontra-, zweifach kovariante Tensoren dritter Ordnung. Da bei Transformationen die cha- 
rakteristischen Eigenschaften der Tensoren erhalten bleiben, kommt das Klassifikationsproblem 
Liescher Gruppen darauf hinaus, Transformationen (2’) von solcher Art zu verwenden, daß 
durch sie der Strukturtensor c* , eine möglichst einfache, kanonische Form erhält — mm 
unter Beachtung der Tatsache, daß er erstens schiefsymmetrisch ist und zweitens den Lieschen 


Identitäten (4) Ga CB, + Bye EN 4648 — 0 genügt. — Ist die Gruppe G, vom Rang Null, 
so kann man es immer so einrichten, daß von den Strukturkonstanten alle jene verschwinden 
an “so der obere Index h nicht größer ist als der größere der beiden unteren Indizes k, 1, also 
ne a = ah % <I,h<l). Diese Bedingungen bleiben bestehen auch für Gruppen der Pfaff- 
(5) dt=cldsı+chds, d?—=c!dsı+c2ds; ds"—ch ds! +ck ds? +... +chds”(h=3,4,...r) 
Wendet man auf (5) die Transformation (3) an und beachtet (1) und (4), so ergibt sich fol Re 
Die Formeln sind für A = 1, 2 identisch erfüllt. Für k > 3 und I a h ar 1 hal na 
festgehalten wird, ©”, a er ee ch. Diese Formeln zeigen, daß die Komponenten c* : 
(k <h — 2) des Strukturtensors in bezug auf die Gruppe (5) einen Vektor c* mit h— 2 Kon 
ponenten bilden. Indem man Ah die Werte 3,4,..., r durchlaufen läßt, erhalten wir r — 2 
solcher Vektoren. Nimmt man, als nächsten Schritt, A>4undI—h— 2, so folgt, daß die 


Komponenten c} „,(h > 4) einen Vektor bilden, wenn c*, c*1 gleich Null sind, andernfalls 


definieren c* Be a 9.0 “: ; R 
k,n-2 Ok,n-» Cx,n., inen „generalisierten Vektor‘ in dem Sinne, daß die Kompo- 


2 


RE. 
Be 
7 
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| nenten, wenn sie in einem System von Formen ds*® verschwinden, dies auch in jedem andern 
- tun. Weiter: Macht man h>5,1=h—3, so findet man, daß die Ba ebenfalls einen ‚‚ge- 
neralisierten Vektor‘ definieren. Indem man so weiterschreitet, stellt sich das Problem der 
' Klassifikation der Gruppen vom Range (0 dar als Aufgabe, die Vektoren SER EN 
' kanonische Formen zu reduzieren und vom gruppentheoretischen Standpunkt aus die Fälle 
zu untersuchen, in denen diese Vektoren verschwinden. — Von diesem Grundgedanken aus- 
gehend, kommt Verf. zu einer Reihe von Ergebnissen, die er in Theoremen zusammenfaßt. 
‘ Ergebnisse von Killing werden wiedergefunden. (Referat nach dem französischen Resume 
der Arbeit.) Hardtwig (München). 

Dynkin, E.B.: Die maximalen Untergruppen der halbeinfachen Lieschen 
Gruppen und die Klassifikation der primitiven Transformationsgruppen. Doklady 
' Akad. Nauk SSSR, n.S. 75, 333—336 (1950) [Russisch]. 

Unter Bezugnahme auf eine frühere Note (dies. Zbl. 37, 307) und unter Be- 
nutzung der dort verwendeten Bezeichnungen und Strukturschemata gibt Verf. 
eine Übersicht über die maximalen Untergruppen der halbeinfachen Lieschen Gruppen 
_ der verschiedenen möglichen Typen. Es werden zuerst die allgemeinen Gruppen 
A,, B., C,, D,„, dann die speziellen G,, F,, E,, E,, E, behandelt. Bemerkenswert 
sind die zahlreichen historischen Hinweise. Brandt (Halle). 


[3 
” Romanoff, N. P.: On one-parameter groups of linear transformations. I. Ann. 
' Math., Princeton, II. S. 48, 216—233 (1947). 
Es sei F ein linearer Raum von Funktionen auf D (D reelles oder komplexes 
Gebiet). L, sei eine für alle « >0 erklärte einparametrige Schar von linearen 
; Abbildungen von F in sich, wobei ZL, die Identität ist, Z,L,=L,, gilt, ferner 
Af(e) = [e/eu Luu=ı f(x) existiert und einen in ganz F erklärten linearen Operator A 
‚ erklärt. Neben diesen differenzierbaren Gruppen werden auch noch für u z1 er- 
' klärte differenzierbare Halbgruppen betrachtet, ferner auch analytische Gruppen 

und Halbgruppen für u=0 beliebig komplex. Es wird symbolisch L, = w* ge- 
setzt. Die Arbeit gibt acht verschiedene Verfahren zur Konstruktion solcher Grup- 

pen und Halbgruppen mit einer großen Fülle von Beispielen: (A) Ist } gegeben, 

es k 
so kann u*f(x) durch die Exponentialreihe ee —.: )® f(x) erklärt werden, 
k=0 
wenn sie für alle «== 0 konvergiert und ihre Summe wieder zu F gehört. Bei- 
un 


spiele zu?A=adldaı, axdid«, > (B) Bildet «x F eineindeutig auf F* ab, dann 


ö 
erhält man durch I£ =«aL, x! eine Gruppe auf F*. (C) Aus einer Gruppe L, 
wird durch einen Kern K (u, v), der der Kompositionsbedingung 


oo ; : 
f K(u,v)K (W. en ee (u Us, w) 


ö EEE 


00 
genügt, eine neue Gruppe L} = ' K (u, v) L, f(x) dv gebildet. So wird 
0 
IB 1 — (log?v)/41o LER 
N ee (log?v)/41log : 
benützt, um w* aus u* zu erhalten. (D) Hat (x, u) als Laplacetransformierte 
eine Funktion u*@, a (s) von w unabhängig, so ist L, f(x) = f(x)* p(x, u) eine 
differenzierbare Gruppe bzw. Halbgruppe. (E) Aus zwei Gruppen oder Halb- 
gruppen A,, B, entsteht eine neue, 0, —= A, B,, wenn A, und B, vertauschbar 
sind und (©, differenzierbar ist. (F) Aus w* erhält man die Gruppe 
{ee} 1 n—]1 FA 
I — [ KT > exp (0% tVn log u 2) dt, 
N) k=0 


o = e?*iln, Y,(t) eine Lösung der Differentialgleichung yard (= (-1)rrity lt) 
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[0°} 


mit fi Y,t)dt=1. (G) Ist A, eine differenzierbare einparametrige Liesche 


0 R Per : 
Gruppe im R,„ so sei L,(P)=f(4,P), P= (&» - - » %) Jill differenzierbar. 
(H) Ist 9,9%, ... ein Orthonormalsystem auf dem Intervall !, so sei 4 


L, fix) = [K& (wu, =, t) f(t) di, E 
K=- B3 un a, (x) , (t), die A], Ag: : komplex, geeignete Konvergenzbedingungen. 
Fa @G. Köthe (Mainz). 


Ritt, J. F.: Differential groups and formal Lie theory for an infinite number 
of parameters. Ann. Math., Princeton, II. S. 52, 708—726 (1950). 


}. 

w={wW} und v={v} j=1,2,...) seien zwei Mengen von abzählbar vielen 
Unbestimmten. Unter einer Potenzreihe z = f(u, v) wird eine formale Potenzreihe 
in den Unbestimmten w, vi mit Koeffizienten aus einem Körper der Charakteristik 
Null verstanden, bei der jedoch stets nur endlich viele Glieder gleichen Grades auf- 
treten; es handelt sich also um eine Reihe, deren Glieder homogene Polynome in 
den Unbestimmten «, v’ sind. Eine abzählbare Menge = fi(u,v) W=1,2,...) 
von solchen Potenzreihen wird vom Verf. als eine Gruppe bezeichnet, wenn folgende 
Bedingungen erfüllt sind: (1) Jedes fi(w,v) beginnt mit dem Polynom ersten. 
Grades (uw + v!), und jeder Term mit einem Grad > 2 enthält mindestens ein 
u und ein v®. Ersetzt man also in fi(w, v) jedes v’ durch Null, so reduziert sich 2* 
auf das Glied u, und entsprechend auf v‘, wenn man die « durch Null ersetzt. - 
(2) Es soll ein assoziatives Gesetz gelten: Ersetzt man in fi(y, w) die y’ durch . 
fi(u, v), so soll das Resultat dasselbe sein, wenn man statt dessen in fi(w,t) die # 
durch ff(v, w) ersetzt. — Ist eine Gruppe 2? = fi(u, v) gegeben, so sollen die Glieder 
zweiten Grades der Potenzreihen formal als af; w v% geschrieben werden, wobei 
im Sinne der Tensorschreibweise über doppelte Indizes zu summieren. ist. Für 
festes i sind dann nur endlich viele af; von Null verschieden. Die Größen 
ci, = af, — af; bezeichnet Verf. als Strukturkonstanten der Gruppe. Verf. zeigt” 
weiter, daß (a) cf, =— c};, und auch die Relation (b) Wr + kai + km; | 
erfüllt wird. Als wesentliches Ergebnis des ersten Teils der Arbeit beweist. 
Verf. hierzu die Umkehrung: Sind Körperelemente cf, (1,5, k=1,2,...) der- 
art gegeben, daß für festes ı jeweils nur endlich viele Elemente von Null ver- 
schieden sind und daß die Relationen (a) und (b) erfüllt sind, so gibt es stets eine 
Gruppe, die die c/; als Strukturkonstanten besitzt. Der Beweis wird konsirukee 
geführt und enthält recht langwierige Rechnungen. Ein im Beweis auftretendes 
Umkehrproblem wird mit Hilfe eines Iterationsverfahrens gelöst. — Im zweiten 
Teil der Arbeit wird die entsprechende Fragestellung für „differential groups“ be- 
handelt. Grundlegend ist eine vorangehende Arbeit des Verf. (dies. Zbl. 37, 185). 
An Stelle des unendlichen Systems der z“ tritt jetzt eine „‚‚differential group“ 


BEN (U. + Ups Or n 0n) @=1,2,...,n)der Ordnung. Die A sind dabei ent- 
sprechend gebildete Potenzreihen in differenzierbaren Unbestimmten U R2 u: 
%...,d, und deren Ableitungen beliebig hoher Ordnung. Die Koeffizienten stam- 


men aus einem differenzierbaren Körper. Ganz ebenso wie in Teil I werden einer ij 
gegebenen „differential group“ n-ter Ordnung n unendliche Systeme von Struktur- 
konstanten zugeordnet, die analoge Strukturrelationen erfüllen. Verf. beweist 1 
wiederum den Satz: Zu vorgegebenen Strukturkonstanten, die nur die erwähnte 
Strukturrelationen zu erfüllen brauchen, gibt es stets eine „differential group“, 
Für die Ergebnisse des ersten und des zweiten Teils gilt darüber hinaus noch eine | 
Eindeutigkeitsaussage: Die Strukturkonstanten bestimmen die zugehörigen Grup- 4 
pen eindeutig bis auf gewisse, angebbare Substitutionen. 


DZ 


Kowalsky,. 


169 


Verbände. Ringe. Körper: 


Novotny, Miroslav: Les systömes ä deux eompositions avec une loi distributive. 


_ CasopisMat. Fys., Praha 74, Nr. 3, 165—166 und französ. Zusammenfassg. 166—167 


(1950) [Tschechisch ]. 


Soit M un ensemble, dans lequel une somme a +bEM et un produit a-bEM sont 
definis pour chaque couple ordonne d’elements a,b EM. Supposons que l’addition et la multi- 
plication sont liees par la loi distributive gauche (,„‚I-systeme“). Les &l&ments de M forment 
le groupoide additif par rapport Al’addition etle groupoide multiplicatif par rapport & la multi- 
plication. — Le probleme principal est le suivant: trouver tous les !-syst&mes appartenant au 
groupoide additif donne ©. Soit fune application de & dans le systöme d’endomorphismes de ®. 


 Designons f(a) = A et definissons a-2=—= A(z), oü A(x) est l’image de l’element x dans 


l’endomorphisme A. La multiplication definie est distributive & gauche et chaque I-systeme 
peut &tre construit par ce procede. — D’autres resultats concernant la construction de certains 
I-systemes speciaux et l’homomorphisme des /-syst&mes sont donnes. 


(Aus der französischen Zusammenfassung.) 

Ellis, David: Notes on the foundations of lattice theory. Publ. math., De- 
brecen 1, 205—208 (1950). 

Ein System L sei abgeschlossen für zwei binäre Operationen U und N, die beide 
kommutativ und assoziativ sowie gegeneinander doppelt distributiv sind. Ferner 
gelte aUb=a« dann und nur dann, wenn anb=b ist. Die r-Iterierte von U 
(bzw. N) heißt U, (bzw. N,). Es wird bewiesen: „Wenn eszu aEL eine Zahl r 
gibt, für de U,a=a. oder 1,a=a gilt, sit Wa=a und ne =«a“. 
Die Voraussetzung der doppelten Distributivität ist wesentlich. Man kann also 
die Axiome der distributiven Verbände dadurch einschränken, daß man statt der 
Idempotenz beider Operationen nur eine (nicht notwendig gleichmäßige) „Finit- 
potenz‘“ einer Operation für jedes Element postuliert; jedoch kann man nicht die‘ 
doppelte Distributivität durch einfache Distributivität ersetzen, was nach K. Men- 
ger [Ann. Math., Princeton, II. S. 37, 456—482 (1936); dies. Zbl. 14, 76] zulässig 
ist, wenn Idempotenz von U und N vorausgesetzt wird. F. W. Levi (Bombay). 


Iseki, Kiyosi?: On disjunetion property of latticee. Portugaliae Math. 9, 169 — 
170 (1950). 

Ein Verband Z mit Nullelement heißt disjunktiv, wenn es zu je zwei Elementen 
a,beLmit a >b stets ein zEL gibt, sodaß an-xc +0 und bnz=0. Verf. 
beweist den Satz: List dann und nur dann disjunktiv, wenn es zu je zwei Elementen 
a,beL mit a=+b stets ein zeEeL gibt, sodaß anz +0, brnx=0 oder 
anmz=0(,bnx-=0 gilt. Die Heranziehung von Ultrafiltern zum Beweis dieser 
einfachen Behauptung erscheint Ref. überflüssig. Man setze das vom Verf. ge- 
suchte Element z nur gleich bn «. Kowalsky (Erlangen). 


Petropavlovskaja, R. V.: Über Gesetze in Verbänden. Doklady Akad. Nauk 
SSSR, n. S. 74, 661—662 (1950) [Russisch ]. 

Es seien x, %, z beliebige Elemente eines Verbandes. Ausgehend von 

1, (er © y)Oz)vy)n x) O2) 

wird definiert: 7, ,, = ((((ex Vy)AaT)uoy)n x) ®) Tl: Als Gesetz G, wird die 
Gleichung T, = T,., für alle x, y, z bezeichnet. Folgender Satz wird angekündigt: 
Gilt in einem Verband das Gesetz @,, so gilt auch G,,,. Man kann aber für jedes 
Verbände angeben, in denen zwar @,,,, aber nicht @,, gilt. R. Kochendörffer. 


Krishnan, Viakalathur-$.: Une theorie generale des id6aux. C. r. Acad. Sci., 


- Paris 231, 1937—1399 (1950). 


Ankündigung einer Verallgemeinerung der Krullschen Theorie [Math. Ann. 101, 
729 (1929)] von Primidealen und Primärkomponenten kommutativer Ringe auf 
Ringoide, die zugleich die Stonesche Idealtheorie distributiver Verbände [Casopis 
Mat. Fys., Praha 67, 1 (1937); dies. Zbl. 18, 3] enthält. Lorenzen (Bonn). 
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Zukov, A. I.: Reduzierte Systeme von definierenden Relationen in nicht- 
assoziativen Algebren. Mat. Sbornik, n. S. 27 (69), 267—280 (1950) [Russisch]. 


Das Hauptziel der vorliegenden Arbeit ist die Lösung des Identitätsproblems 


für nichtassoziative Algebren, die durch Erzeugende und endlich-viele definierende 


Relationen gegeben sind. Ist die Algebra durch ein sog. reduziertes System de- 


finierender Relationen gegeben, so kann ein Algorithmus angegeben werden, der 
nach endlich vielen Schritten zum Ziel führt. Die Konstruktion eines reduzierten 
Systems definierender Relationen läßt sich in groben Zügen folgendermaßen be- 
schreiben: Ein System & von Wörtern in einer freien Algebra F heißt ausgezeichnet, 
wenn kein Wort des Systems durch ein anderes des gleichen Systems teilbar ist 
(d.h. es als Bestandteil enthält). Ein beliebiges Wort von F heißt speziell bezüglich 
&, wenn es durch ein Wort von & teilbar ist. Jedes Wort von F läßt sich eindeutig 
als Produkt von Faktoren darstellen, die entweder bezüglich 2 nicht-speziell sind 
oder mit einem Wort von & übereinstimmen. Es sei W ein zweiseitiges Ideal in # 
und ® eine Basis von W. Dann heißt ® eine reduzierte Basis, wenn man aus jedem 
Element w; von ® ein Glied (Wort) s; auswählen kann, das ausgezeichnete Glied 
von w;, so daß 1. alle s; ein ausgezeichnetes System & bilden und 2. jedes nicht- 
ausgezeichnete Glied jedes wg nicht-speziell bezüglich 2 ist. Es wird gezeigt, daß 
jedes zweiseitige Ideal eine reduzierte Basis besitzt. Man betrachte nun in einer 
freien Algebra denjenigen Homomorphismus, der durch Einführung eines Systems 
definierender Relationen erzeugt wird. In dem zugehörigen zweiseitigen Ideal führe 
man eine reduzierte Basis ein. Das sich daraus ergebende neue System definierender 
Relationen ist dann ein reduziertes. — Weiter werden Algebren mit endlich vielen 
definierenden Relationen und endlich vielen erzeugenden Elementen betrachtet. 
Hat eine solche Algebra unendlichen Rang, so enthält sie eine freie Teilalgebra. Ist 
eine derartige Algebra assoziativ, nilpotent oder eine Lie-Algebra, so hat sie endlichen 
Rang. Ferner wird ein Analogon zum Freiheitssatz der Gruppentheorie für Algebren 
mit endlich vielen Erzeugenden und einer definierenden Relation bewiesen. Schließ- 
lich wird bewiesen, daß jede Algebra abzählbaren Ranges isomorph ist einer Teil- 
algebra einer Algebra mit einer Erzeugenden. R. Kochendörffer (Rostock). 

Goldie, A. W.: The Jordan-Hölder theorem for general abstract algebras. 
Proc. London math. Soc., II. S. 52, 107”—131 (1950). 

Unter einer (allgemeinen abstrakten) Algebra A wird verstanden eine nichtleere Menge M 
zusammen mit einer Familie von Funktionen f,(&,...,%,,), welche für alle z,€EM 
erklärt sind und deren Werte wieder in M liegen; » durchläuft dabei eine (nicht not- 
wendig abzählbare) Indexmenge N, und die n, sind natürliche Zahlen. Eine nicht- 
leere Teilmenge M’ gibt Anlaß zu einer Unteralgebra A’, wenn aus x,;,€M’ stets 
v (&ı> * = > &n,) € M’ folgt. Der Einfachheit halber verwendet man A, A’ an Stelle von M,M'. 
Es wird vorausgesetzt, daß A eine in jeder Unteralgebra von A enthaltene Unteralgebra 4, 
besitzt. Eine Algebra B heißt isomorph zu A, wenn sie dieselbe Indexmenge N sowie dieselben 
n, wie A besitzt und es eine eineindeutige Abbildung o von A auf B so gibt, daß für die Funk- 
tionen 9, von B die Beziehungen g, (0 %,,...,02,)=0f,(&, -. -,.%n,) bestehen. Eine sym- 
metrische, transitive Relation R heißt verträgliche (homomorphic) Äquivalenzrelation von A, 
wennesa,b€ A mit aRb gibt und aus a,Rb, stets f, (a, .. ., an) BR fo (Bi: »» > D,,), folge. Die 
R-Klasse von x € A ist die Menge der y€E A mit x Ry. Die Vereinigung aller R-Klassen ergibt 
eine Unteralgebra D(R). Ist B eine Unteralgebra C D(R), so bildet die Vereinigung der R- 
Klassen aller Elemente von B eine Unteralgebra [B] R, welche die R-Hülle (elosure by R) 
von B heißt. Im Falle [B] R= B heißt B abgeschlossen bez. R. Die R-Hülle von A, wird 
der Kern {R} von R genannt. Bezeichnet & die R-Klasse von x, so machen die durch 
br (En. im) = fr (& -, &,) erklärten Funktionen f, aus der Menge der R-Restklassen 
der Elemente von B eine Algebra, welche die Restklassenalgebra (quotient algebra) B/R heißt. 
Werden für die verträglichen Aquivalenzrelationen R, S ihre Beschränkungen auf D (R)ND(8) 
mit .R', 8’ bezeichnet, so heißen R,S schwach vertauschbar (weakly associable), wenn 
2%] 8° = [{8”}] R’ gilt. — Eine Normalreihe ist eine endliche Folge von verträglichen Äqui- 
valenzrelationen R,,..., R„., von 4 mit den folgenden Eigenschaften: {RC {R}CD(R,;,,), 
{R;} abgeschlossen bez. R,,,(=1,..., m); a R, b für alle a,bEA; aus a R„;.b folgt a = b. 
ar {Ryy/Ryı @=1,..., m) heißen ihre Quotienten. Die Beschränkungen R;., der R;,, auf 
(R} =1,..., m) bilden zusammen mit Rı = R, wieder eine Normalreihe, welche die redu- 


| 
| 
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_ zierte Form der ursprünglichen genannt wird. {R/}/R/,, ist isomorph zu {RyY/R;,... Es gilt 


ı 


folgende Verallgemeinerung des Schreierschen Verfeinerungssatzes: Sind die Glieder der redu- 


zierten Formen zwejer Normalreihen gegenseitig schwach vertauschbar, so können die Reihen 
zu Normalreihen mit paarweise isomorphen Quotienten verfeinert werden. — Eine Normal- 
reihe heißt Hauptreihe, wenn für ihre Glieder D(R,) = A gilt. Um einen Verfeinerungssatz 
für Hauptreihen aussprechen zu können, wird vorausgesetzt, daß es eine verträgliche Äqui- 
valenzrelation J gibt mit den Eigenschaften: 1. D(J) = A, 2. {J} ist eine J-Klasse, 3. für 
jede verträgliche Äquivalenzrelation R von A mit den Eigenschaften 1,2 folgt aRb ausaJb. 
Die Ersetzung der an R,.+ gestellten Forderung in der Definition der Hauptreihe durch 
R,.+ı = J liefert dann den Begriff der eingeschränkten Hauptreihe. Für diese gilt der folgende 


' Satz: Zwei eingeschränkte Hauptreihen mit gegenseitig schwach vertauschbaren Gliedern 


können zu eingeschränkten Hauptreihen mit paarweis isomorphen Quotienten verfeinert 
werden. — Aus den beiden Verfeinerungssätzen ergibt sich der Satz von Jordan-Hölder 
für nicht verfeinerungsfähige Normalreihen bzw. eingeschränkte Hauptreihen unter den ent- 
sprechenden Vertauschbarkeitsvoraussetzungen. — Für den Fall, daß die Algebra nur eine 
einzige Funktion und diese genau zwei Argumente besitzt, werden Beispiele angegeben, bei 
denen die gemachten Voraussetzungen erfüllt sind, u. a. die Quasigruppen mit neutralem Ele- 
ment (loop). Wesentlich für die Anwendungen ist, daß A, als beliebige Unteralgebra gewählt 
werden kann, wenn man alle vorkommenden Unteralgebren D A, voraussetzt und sich auf solche 
verträglichen Aquivalenzrelationen R mit D(R) 2 A, beschränkt. @. Pickert (Tübingen). 


„‚ Mal’cev, A. 1.: Über normierte Liesehe Algebren über dem Körper der ratio- 
nalen Zahlen. Doklady Akad Nauk SSSR, n. S. 62, 745—748 (1948) [Russisch]. 
Inder vorliegenden Note wird eine eineindeutige Zuordnung zwischen einer Klasse 
normierter Liescher Algebren über dem Körper P der rationalen Zahlen und einer 
Klasse nulldimensionaler topologischer Gruppen festgestellt. — Eine nicht not- 
wendig assoziative Algebra & über P soll eine R-Algebra heißen, wenn für alle 
a=+0, ae! eine Norm |la|| erklärt ist, die folgenden Bedingungen genügt: 
1) O<|lal<1A4; 2) ja+bjl <max (all, Bl); 3. |rall=|jall; 4. |edll < 
}ja|| - ||d}\); und wenn 2 für die entsprechende Topologie vollständig ist. Für jedes 
ganze m ist die Menge 2,,dera€ &mit ||a|| < 4” ein Ideal von £, wobei LR „CR yrı 
und 2,82 CR, gilt. Die Restklassenalgebra W,, = 2/2, ist eine diskrete nilpo- 
tente Algebra über P, und es besteht die kanonische Homomorphismenreihe (1) 
0 U = U U, :. Verf. weist nach, daß umgekehrt, wenn eine Homomor- 
phismenreihe (1) von diskreten nilpotenten Algebren über P gegeben ist, der pro- 
jektive Limes dieser Reihe so normiert werden kann, daß er eine R-Algebra bildet. — 
Eine Gruppe H soll divisionsvollständig heißen, wenn für jedes heH und 
jedes ganze mdie Gleichung x” — h lösbar ist. Eine vollständige topologische Gruppe 
ist eine R-Gruppe, wenn sie eine Normalteilerreihe aus gleichzeitig offenen und 
abgeschlossenen Normalteillern = @,D2@,D@,... besitzt, so daß Folgendes 
gilt: 1.N@,=1; 2. der Kommutator (G, @,)C@y4n 3. für jedes m ist G„/@mzı 
divisionsvollständig und ohne Elemente endlicher Ordnung (torsionsfrei). — Sei % 
eine Liesche R-Algebra.. Durch axb = log (ee?) —=F(a,b), wo F(a,b) die 
Campbell-Hausdorff-Reihe ist (diese konvergiert in einer AR-Algebra), wird 
in 2 eine assoziative Multiplikation erklärt. Für diese Multiplikation bildet die Menge 
der Elemente von & eine R-Gruppe @, die die zur Lieschen Algebra X zugehörige 
Gruppe genannt wird. Den Unteralgebren von % entsprechen bei dieser Zuordnung 
abgeschlossene Untergruppen von @, wobei auch jede abgeschlossene Untergruppe 
von @ als Bild einer Unteralgebra auftritt. Den Idealen von % entsprechen die ab- 
geschlossenen Normalteiler von @. — Ist umgekehrt @ eine R -Gruppe, so gibt es 
eine Liesche R-Algebra £, für die @ zugehörige Gruppe ist. — Sind die zugehörigen 
Gruppen @, und @, zweier Liescher R-Algebren 2, und 2, einander topologisch iso- 
morph, so sind auch £, und %, topologisch isomorph. — Läßt man in der Definition 
der R-Gruppe die Forderung der Vollständigkeit und der Divisionsvollständigkeit 
der Gruppen @,/@,.. fallen, so spricht Verf. von einer R,-Gruppe. Eine R,-Gruppe 


kann eindeutig (bis auf Isomorphie) in eine kleinste %-Gruppe eingebettet werden. 
L. Kaloujnine (Berlin). 
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Mal’cev, A.IL: Verallgemeinert nilpotente Algebren und ihre adjungierten 


Gruppen. Mat. Sbornik, n. S. 25 (67), 347—366 (1949) [Russisch ]. BE 
Eine Gruppe G@ heißt bekanntlich nilpotent, wenn ihre absteigende Zentralreihe‘ 
GE =MJG@IG®)--- nach endlich vielen Schritten das Einheitselement 1 erreicht. Wenn 
nun in einer Gruppe @ die Glieder der absteigenden Zentralreihe zwar alle von 1 verschieden, 
ihr Durchschnitt aber gleich 1 ist (wie etwa in den freien Gruppen), so nennt Verf. die Gruppe. 
verallgemeinert nilpotent oder eine N-Gruppe. Analog heißt ein Ring oder eine Algebra verall- 
gemeinert nilpotent oder N-Ring (-Algebra), wenn der Durchschnitt aller endlichen Potenzen 
das Null-Element ist. Eine Beziehung zwischen N-Ringen und N-Gruppen wird durch die 
„adjungierte Multiplikation“ vermittelt. Dies ist die binäre Ring-Operation aodb = a 25 b+ab; 
sie ist assoziativ und hat ein Einselement, nämlich die Ring-Null. Die bezüglich dieser Ope-- 
ration regulären Elemente a des N-Ringes O, d.h. diejenigen, für die es ein x in O mit 
a+z+tax=xz+a+ xa=0 gibt, bilden also eine Gruppe G(O), die adjungierte Gruppe 
von O. Wenn O ein 1-Element der Multiplikation besitzt, so liefert natürlich die adjungierte 
Multiplikation nichts wesentlich Neues, @(O) ist zu der Gruppe der regulären Elemente von O- 
isomorph. In anderen Fällen ist aber die adjungierte Multiplikation schon mehrfach mit Vorteil 
angewendet worden [vgl. I.D. Ado, Doklady Akad. Nauk SSSR, n. 8. 40, 339—342 (1943); 
S. Perlis, Bull. Amer. math. Soc. 48, 128—132 (1942)]. Verf. zeigt nun ($ 1), daß die adjun- 
gierte Gruppe einer N-Algebra und alle ihre Untergruppen N-Gruppen sind. Dadurch entsteht 
die Frage nach Bedingungen, unter denen eine gegebene N-Gruppe isomorph zu einer Unter- 
gruppe der adjungierten Gruppe einer geeigneten N-Algebra ist. Dieses Einbettungs-Problem 
wird in $2 gelöst. Ein Element g von @ heiße (verallgemeinert) periodisch in G, wenn zu jedem 
Index i eine positive ganze Zahl n gefunden werden kann, für die gr€G* ist; ein Element 
g +1 von @G habe unendliche p-Höhe in@ (p eine Primzahl), wenn zu jedem i und fein z€ G 
mit x”’= g (mod @®) gehört. Der Hauptsatz lautet dann: Eine N-Gruppe G kann dann und | 
nur dann in die adjungierte Gruppe einer N-Algebra über einem Körper der Charakteristik 0° _ 
[resp. p] isomorph eingebettet werden, wenn @ keine periodischen Elemente [resp. Elemente 
unendlicher »p-Höhe] enthält. Als Anwendung wird untersucht, unter welchen Bedingungen 
das freie Produkt von N-Gruppen wieder eine N-Gruppe ıst. Dies trifft für das freie Produkt 
von unendlichen zyklischen Gruppen zu, und ©. J. Fuks (Fuchs)-Rabinowitsch [Mat. Sbornik, 
n. S. 7 (49), 197—206 (1940); dies. Zbl. 23, 14] hat die Behauptung aufgestellt, daß das freie 
Produkt von irgendwelchen Abelschen Gruppen eine N-Gruppe ist. Dieser Satz erweist sich 
als falsch, bleibt aber richtig, wenn die Abelschen Gruppen lokal unendlich, d.h. ohne Elemente 
endlicher Ordnung +1 sind. In $3 gibt Verf. notwendige und hinreichende Bedingungen 
dafür, daß das freie Produkt von N-Gruppen wieder eine N-Gruppe ist. Im Falle nilpotenter 
Gruppen trifft das dann und nur dann zu, wenn entweder keine der Gruppen Elemente endlicher 
Ordnung oder für eine bestimmte Primzahl p keine der Gruppen Elemente unendlicher p-Höhe | 
enthält. Schließlich zeigt Verf. in naturgemäßer Verallgemeinerung der N-Gruppen, daß es zu 
jeder transfiniten Ordnungszahl x Gruppen gibt, für die die absteigende Zentralreihe genau mit 
@“* das Einheits-Element erreicht. Dasselbe gilt, wenn die absteigende Zentralreihe durch die 
Reihe der höheren Kommutator-Gruppen ersetzt wird. Dadurch erledigen sich einige Probleme, 
die A. Kurosch und S. N. Cernikov [Uspechi mat. Nauk 3 (19), 18—58 (1946)] aufgeworfen 
haben. K. 4A. Hirsch (Newcastle-upon-Tyne). 


e Cebotarev, N. 0.: Einführung in die Theorie der Algebren. Moskau-Lenin- 
grad: OGIZ, Staatsverlag für techn.-theor. Literatur 1949. 88 8. 3,— R. [Russisch]. 


Das kleine Büchlein, aus dem handschriftlichen Nachlaß von Öebotarev zu- | 
sammengestellt, gibt eine elementare Einführung in die Algebrentheorie. Es setzt 
keine besonderen Kenntnisse aus der Algebra voraus und ist für Studenten der ersten 
Studiensemester durchaus verständlich. — Nachdem der Begriff einer Algebra de- 
finiert ist, werden als Beispiele der Algebren die Quaternionenalgebra, die Nullalgebra, 
die Graßmannsche Algebra (nebst einer kurzen Ableitung der Determinantenrechen- 
regeln), die volle Matrixalgebra und der Gruppenring einer endlichen Gruppe an- 
gegeben. Es folgt die Definition von Unteralgebren sowie von links-, rechts- und - 
gleichseitigen Idealen. Sodann werden Darstellungen von Algebren durch Matrizen 
besprochen. Nachdem die Begriffe des Radikals, der halbeinfachen und der ein- 
fachen Algebra eingeführt sind, werden die grundlegenden Struktursätze über halb- 
einfache und einfache Algebren bewiesen. — Elementare Eigenschaften der Zer- 
fällungskörper einer Divisionsalgebra werden untersucht. — Das Buch schließt mit 
einer Darlegung der Grundeigenschaften des verschränkten Produktes und der Kom- 
position der Algebrenklassen. Kaloujnine (Berlin). 
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Perlis, Sam and Gordon L. Walker: Abelian group algebras of finite order. 


_ Trans. Amer. math. Soc. 68, 420—426 (1950). 


Es seien G@ und 4 zwei abelsche Gruppen der Ordnung n. Verff. bestimmen alle 


, Körper F mit einer » nicht teilenden Charakteristik, so daß die über F gebildeten 


Gruppenalgebren G% und Hz isomorph sind (Gy = Hy). Als notwendige und hin- 


‚ reichende Bedingung ergibt sich zunächst Gr ZH,;r für alle direkten Faktoren 


G,und H,, so daß man sich auf den Fall n = p* beschränken kann (p sei hier un- 


' gerade, » = 2 erfordert nur kleine Modifikationen). Dann gilt die Darstellung als 


direkte Körpersumme 
&x & 
N; m; 
Her, =D ri. 

io io 
Dabei ist £, eine primitive pl-te Einheitswurzel, n, bzw. m, die Anzahl der Elemente 
der Ordnung p‘ in@ bzw. H und v,der Grad von F (Z,)/F. Ist der Primkörper Pvon F 
endlich mit von p verschiedener Charakteristik, so wird durch P<P (ee 
= P(£,) <Pi(£.,) die.,‚Kreisteilungszahl“ e von P bez. p definiert. q sei der 
größte Exponent :, für den m, #n,, d.h. p% die größte Invariante, die mit unglei- 
eher Multiplizität in @ und H auftritt. Durch das direkte Produkt P(£,) = P(&)xL, 
wizd nun eindeutig der Körper Z, bestimmt. Für qg <e ist P,=:P..Nunseiltey 
Gr = Hr, wenn und nur wenn L, SF. Gp = Hr, wenn und nur wenn q <e. 
Für den rationalen Körper Reilt GR Hr nur für GEH. Trost (Zürich). 

Stupeeki, Jerzy: On the so-called full algebras. Casopis Mat. Fys., Praha 74, 
Nr. 3, 150—154 und engl. Zusammenfassg. 154 (1950) [Polnisch]. 

An algebra with a finite basis, primitive terms of which allow to define all possible functions 
and relations of the algebra in question, is termed in the present paper „full algebra“. — Let the 
numbers 1,2,...,n constitute the elements of the basis. The primitive terms of a full algebra 
are: a) The relation ®(z) fulfilling the condition: D(x) holds then and only then if 2 =1. 
b) The funetion # (z, y) isdefinedby F(z,y)=1,if2# y;F({x,x2)=x+1fore=1,2,...,n—1; 
E(n, n) = 1. — The system of a full algebra is axiomatizable. A close relation exists between 


 Zullalgebras and fullsystems ofthe n-valued propositional calculus. (Autoreferat.) 


Barsotti, Jacopo: Struttura delle algebre sempliei di genere basso su corpi 
di funzioni algebriche di una variabile. Rend. Mat. sue Appl., Univ. Roma Ist. 
naz. alta Mat., V. S. 8, 134—167 (1949). 

Verf. betrachtet zentrale einfache Algebren S vom Grade n über einem algebrai- 
schen Funktionenkörper K einer Unbestimmten vom Geschlecht g mit vollkommenem 
Konstantenkörper k. Die Grundlagen der Arithmetik in solchen Algebren wurden 
von Witt entwickelt [Math. Ann., Berlin 110, 12—28 (1934); dies. Zbl. 9, 193]. 


Etwas anders als dort definiert Verf. das Geschlecht € von S durch die Formel 


(G—1) =n(g— 1) +d, wo 2d der (stets gerade) Grad der reduzierten Norm des 
Differentendivisors von S bezüglich irgendeiner Maximalordnung von S ist; Witt 
hatte mit dem Grad 2d* — 2nd der vollen Norm (reguläre Darstellung!) gearbeitet, 
so daß sein Geschlecht @* sich aus @®* — 1 =n?(g—1) +d*=n(G—1) ergibt. 
Die schon bei Witt aufgewiesene Möglichkeit @ SO bedeutet, daß g—=0 und 
d<n-—1 ist. Der Minimalwert = — (n—1) liegt bei g=0 und d=( vor; 
letzteres bedeutet, daß $/K durch Erweiterung aus einer zentralen einfachen Kon- 
stantenalgebra s/k entsteht. Ist $ volle Matrixalgebra vom Grade r über S,, so ist 
G@—1=r(G,— 1), wo G, das Geschlecht von S, ist. Hieraus folgt, daß G — 0 
nur bei Divisionsalgebren $ vorkommt. — Verf. studiert weiterhin ausführlich den 
Fall, daß der Konstantenkörper k endlich ist. Er zeigt, daß dann die S mit @ <O 
zu Divisionsalgebren S, mit G, = 0 ähnlich sind und daß die S mit G=0 sich 
eindeutig in den zyklischen Normalformen (x, Z, o) darstellen, wo Z die Konstanten- 


erweiterung n-ten Grades von K ist, o die erzeugenden Automorphismen von Z/K 


und & die nicht assoziierten primitiven Elemente des (wegen g—= 0 rationalen) 
Körpers K/k durchläuft. Weiter betrachtet er die Fälle @—=1,2. Für G=1 ist 
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S ähnlich zu einer Divisionsalgebra S, mit G, = 1, und für Divisionsalgebren $ 
kommen nur die Grade n =1,2,3,4,6 in Frage; im trivialen Falle n = 1 ie 
g=1 (K/kelliptisch); in den übrigen Fällen n = 2, 3, 4, 6 ist g=0 (Kjkrational), 
und es wird ein vollständiges System zyklischer Normalformen (f(2),Z,o) mit 
Z,o wie oben und geeigneten Polynomen f(x) aus K angegeben. Für = 2 ist 8 
von selbst Divisionsalgebra, g= 0, n = 2,3, 4,5, 6, 8, 10, und es wird wieder ein 
vollständiges System zyklischer Normalformen angegeben. Verf. bestimmt auch 
noch das Geschlecht aller möglichen direkten Produkte zweier Divisionsalgebren 
S,, S, mit Geschlechtern @,,G, <1. Allgemein beweist er, daß für @ > 0 die mög- 
lichen Grade n von Divisionsalgebren S einer Ungleichung n ZA (G@) mit monoton 
wachsendem / (G) genügen; von den Fällen mit @ = 1 abgesehen genügt beispiels- 
weise A(G) = 10°°”. — Schließlich betrachtet Verf. auch den Fall eines be- 
liebigen (vollkommenen) Konstantenkörpers k. Unter der Voraussetzung g = 0) 
beweist er folgende Tatsachen. Dann und nur dann entsteht S/K durch Erweite- 
rung aus einer Konstantenalgebra s/k, wenn dies ‚überall‘ (für alle p-adischen 
Erweiterungen) der Fall ist. Der reduzierte Exponent von S, nämlich der kleinste 
Exponent Ah derart, daß dies für S% zutrifft, ist das kleinste gemeinsame Vielfache 
der entsprechend definierten lokalen reduzierten Exponenten von $. Dann und nur 
dann zerfällt S, wenn S überall zerfällt. Daraus ergibt sich der Normensatz für 
zyklische Erweiterungen von K (bei g=0) und eine Bestimmung des gewöhnli- 
chen Exponenten von S für den Spezialfall der zyklischen Algebren $ = (a, z, 0), 
die zyklischen Konstantenerweiterungen Z von K entspringen. Hasse (Hamburg). 

Snejdmjuller, V. I: Unendliche Ringe mit endlichen, abnehmenden Ketten 
von Unterringen. Mat. Sbornik, n. S. 27 (69), 219—228 (1950) [Russisch]. 

Es sei R ein Ring mit endlichen (bis 0) abnehmenden Ketten von Unter- 
ringen. Dann ist R insbesondere halbprimär und besitzt bekanntlich eine direkte 
Summendarstellungg RZ=R,+R,+'''+R,„+ N, wodie R, primäre Ringe und 
N ein Modul aus dem Radikal ist. Die Anordnung der direkten Summanden sei _ 
so gewählt, daß R,,..., R, unendlich sind. Es werde RR+:':+R,=R, und 
R=R,+ KR gesetzt. N erweist sich als direkte Summe einer endlichen Anzahl 
von zyklischen Gruppen oder von Gruppenvom Typp®%,d.h. N=0 +58, +...4%8, 
wo in © die zyklischen Gruppen zusammengefaßt sind. Es sei G=R,,+''* 
+ R,„+ 0. Der von Gin R’ erzeugte Teilring sei R’. Ist weiter 8 + +89,=8, 
D=R'’'S und A die kleinste vollständige Untergruppe von S, die D enthält, 
sowird AR" =6&+A als endlicher Ring mit Ergänzung bezeichnet. Mit diesem 
Begriff läßt sich der Hauptsatz der Arbeit folgendermaßen formulieren: Jeder Ring 
mit endlichen abnehmenden Ketten von Unterringen ist eine zweiseitige direkte 
Summe einer endlichen Anzahl direkt unzerlegbarer Ringe, deren jeder einer der 
folgenden Strukturtypen angehört: 1. Unendliche kommutative Körper mit end- 
licher abnehmender Kette von Unterkörpern. 2. Endliche Ringe. 3. Endliche 
Ringe mit Ergänzung. 4. Nullringe, deren Additionsgruppe vom Typ p® ist. Fer- 
ner werden nilpotente Ringe mit endlicher abnehmender Kette von Unterringen 
betrachtet. R. Kochendörffer (Rostock). 

Okugawa, Kötaro: Base conditions for hypersurfaces at a point. J. math. 
Soc. Japan 1, Nr. 4, 242—250 (1949). 

Es handelt sich um die sogenannten Hilbertschen Gleichungen (‚‚modular 
equations‘ und „Noetherian equations‘“ bei F.S. Macaulay, The algebraie theory 
of modular systems, Cambridge 1916) eines Primärideals q, das zum Primideal p 
P = (2%, %,...,%,) im Polynomring K [x,,%,...,x,] gehört. Verf. entwickelt 
im Anschluß an F. S.Macaulay die Theorie dieser Primärideale, indem er das ‚‚in- 
verse System‘ einführt und die bekannten Sätze ableitet, insbesondere den Zu- 
sammenhang zwischen „irreduziblen Idealen“ und „prineipal system“ hervorhebt 
und Folgerungen daraus zieht. Gröbner (Innsbruck). 
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Walton, L. F.: Ideal numbers over integral domains having nonmaximal prime 
ideals. Duke math. J. 17, 285—298 (1950). 

Verf. entwickelt die Theorie der idealen Zahlen nach dem Vorbild von H. Prü- 
fer [Math. Ann., Berlin 94, 198—243 (1925)] und J.von Neumann [Acta Litt. 
Sci. Univ. Hung., Szeged 2, 193—227 (1926)] für ganz abgeschlossene Integritäts- 


_ bereiche ® mit Einselement, bei denen die Voraussetzung, daß alle vom Nullideal 


verschiedenen Primideale teilerlos sind, nicht mehr zutrifft. Das gelingt, indem 
Verf. die von E. Artin und B.L.vander Waerden [Moderne Algebra, 2. Aufl. 
Berlin 1940, Tl. 2, 91—98) entwickelte Theorie der gebrochenen Ideale, der Quasi- 
gleichheit, Quasiteilbarkeit usw. heranzieht; dadurch werden bekanntlich alle Ideale 
auf ihre ‚„höheren‘‘ Komponenten reduziert und ein der klassischen Idealtheorie 
entsprechender Darstellungssatz gewonnen. Im Anschluß an von Neumann de- 
finiert Verf. eine Folge {s,} von Zahlen aus dem Quotientenkörper % von D als 
„Fundamentalfolge“, wenn s,,, — s, für fast alle n durch p” quasiteilbar ist, wo 
p ein beliebiges höheres Primideal aus D und m eine natürliche Zahl bedeuten. Um 
die Existenz nicht-trivialer Fundamentalfolgen sicherzustellen, führt Verf. das 
Axiom ein, daß die Menge aller höheren Primideale vom D abzählbar sei. Zwei 
Fundamentalfolgen {s,} und {t,} heißen äquivalent, wenn s,—t, für fast alle n 
durch p” quasiteilbar ist. Eine Klasse äquivalenter Fundamentalfolgen definiert eine 
ideale Zahl W; diese bilden zusammen einen Ring, der einen zu % isomorphen Unter- 
körper enthält und in dem jede konvergente Folge einen Grenzwert besitzt. Eine 
p-adische ideale Zahl ist dadurch gekennzeichnet, daß sie im obigen Sinn durch 
jede Primidealpotenz q” (q = p) quasiteilbar ist. Als wichtigstes neues Ergebnis 
wird gezeigt, daß jede ideale Zahl WX eine eindeutig bestimmte p-adische Komponente 
(A), besitzt und daß Aals Grenzwert der Summe aller seiner p-adischen Komponenten 
dargestellt werden kann. Im Gegensatz zu dieser additiven Zerlegung läßt sich die 
Prüfersche multiplikative Zerlegung der idealen Zahlen nicht verallgemeinern. 
Gröbner (Innsbruck). 

Eichler, Martin M. E.: On the analytie eontinuation of certain Z-funetions and 
a fundamental theorem on simple algebras. Ann. Math., Princeton, II. S. 50, 816— 
826 (1949). 


Es seien F(x,,...,%,) ein Polynom m-ten Grades und Q(%,,...,%,) eine 
positiv definite quadratische Form der Variabeln &,,..., x,, ferner 
PIE BIN (s=o +ti;o>m+n), 
wo 9%. ., 9, alle Gitterpunkte außer 0,...,0 durchläuft, und 
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Durch ein Verfahren, welches einen bekannten elementaren Beweis der Fort- 
setzbarkeit der Riemannschen Zetafunktion verallgemeinert, wird bewiesen, daß 
die Differenz &(s)— £,(s) eine ganze Funktion ist. Es ergibt sich für £,(s) 
ein expliziter Ausdruck als rationale Funktion von s, die höchstens bei 
s=n,n+l1l,...,.n-+m Pole hat. Für den Spezialfall der Epsteinschen Zeta- 
funktion, nämlich F =1, erhält man auf diesem Wege die Wertbestimmung 
&£(0) =—1. Es wird dann die Zetafunktion eines Schiefkörpers A über dem ratio- 
nalen Zahlkörper durch ein Integral über eine Epsteinsche Zetafunktion dargestellt; 
eine hiermit nah verwandte Formel findet sich bereits bei Hecke für den Fall 
eines Körpers A. Diese Integraldarstellung genügt, um nach dem Vorbilde von 


Zorn den Satz abzuleiten, daß A über seinem Zentrum verzweigt ist.  sStegel. 
Rödei, E.: Ein Satz über quadratische Formen. Math. Ann., Berlin 122, 340 — 
342 (1950). 


Wir formulieren das Ergebnis in der von E. Witt [J. reine angew. Math. 176, 
31—44 (1936); dies. Zbl. 15, 57] eingeführten Vektorensprache. k sei ein formal 
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reeller Körper, O ein Hauptidealring, bestehend aus Elementen von k, welcher das 
1-Element von k enthält. R sei ein n-dimensionaler metrischer Raum über k, dessen 


sämtliche Vektoren &=0 der Ungleichung &>0 genügen. 7 sei ein beliebiger 
Vektor # 0 aus Rund $ = [a,,:. -,&,] ein endlicher O-Modul in £ vom Rang n. 
. Es wird bewiesen: A) Es gibt eine Basis von $, deren erster Vektor «, von 7 linear 
abhängt. B) Definiertt man mittels don =T-En—TE:m eine neue Metrik, 
so spannen &a, ...,&, einen (n — 1)-dimensionalen Raum AR’ mit dieser Metrik auf | 
und gleichzeitig einen O-Modul $ in R’. R’ hat die Eigenschaft & >0 für & +0. 
Liegt 7 in $, jedoch nicht e!r für irgendeine Nicht-Einheit c von D, so besteht 
zwischen den Determinanten D= | „w|(w,»=1,...,n) und D’= |auo%,) 
(,v=2,...,n) die Beziehung D’ = (r?)""2D -e? mit einer Einheit e von D. 
Eichler (Münster). 


Zahlkörper: 


Marik, Jan: La condition n6cessaire et suffisante, pour que le theor&me de 
la d&composition univoque en produit des faeteurs premiers soit vrai dans certains 
anneaux des nombres entiers des ecorps quadratiques. Casopis Mat. Fys., Praha 94, 
Nr. 2, 164 und französ. Zusammenfassg. 165 (1950) [Tschechisch ]. h 


Brauer, Richard: On the zeta-funetions of algebraie number fields. II. Amer. 
J. Math. 72, 739—746 (1950). 

In Teil I der Arbeit (vgl. dies. Zbl. 29, 15) hatte Verf. aus der Theorie der 
Artinschen L-Funktionen gefolgert, daß im Bereich der algebraischen Zahlkörper k 
festen Grades n zwischen Klassenzahl h, Regulator R und Diskriminantenbetrag d 


die asymptotische Gleichheit logh Rm log d für d— oo besteht. Im vor- 


liegenden Teil II wird durch Verallgemeinerung der Methode von Siegel (dies. _ 


Zbl..11, 9) bewiesen, daß diese asymptotische Gleichheit auch für jede Folge von 


normalen algebraischen Zahlkörpern k mit Va — oo gilt. Für beliebige alge- 


braische Zahlkörper k ergibt sich mit den gleichen Hilfsmitteln die Aussage, daß die _ 


Menge der Werte IR red: ): wo n* den Grad des Normalkörpers zu k be- 


n* \log Va 


deutet, beschränkt ist und 0 als einzige Häufungsstelle besitzt. Hasse (Hamburs). 


Hochschild, G.: Note on Artin’s reeiproeity law. Ann. Math., Princeton, II. S. 


52, 694—701 (1950). 

Es handelt sich um den Übergang von der Klassenkörpertheorie im Kleinen 
zur Klassenkörpertheorie im Großen. Sei K ein endlich algebraischer Zahlkörper 
mit der Idelgruppe Jx und L eine endlich-abelsche Erweiterung von K mit der Idel- 
gruppe J;. Mit K*, LX werdendie Multiplikationsgruppen, mit K,, L, die p-adischen 
Hüllen (letztere als kommutative Algebren) von K, L für die Primstellen p von K- 
bezeichnet. Der Erweiterung L/K wird die Gruppe Nz,x (Jr) K* der durch die 


Idelnormen von L/K erzeugten Idelklassen von K, oder richtiger die zugehörige 


Faktorgruppe Jx/Nzx (Jr) K“ der Idelnormenklassen von K/L zugeordnet. 


Grundlage für den in Rede stehenden Übergang sind die beiden folgenden, von 


Chevalley [Ann. Math., Princeton, II. S. 41, 394—418 (1940); dies. Zbl. 25, 18] 
rein-arithmetisch bewiesenen Tatsachen. (1) Der Index Jx:Nzıx (Jr) K*] ist ein 
Teiler des Grades [L:K]. (2) Ist L/K zyklisch, so ist auch umgekehrt [L:K] ein 
Teiler von Jx:Nrx (Jr) K*], und zwar ist der Komplementärteiler der Index 
(Nzıx (JS) K*) :Nr/K (Jr nr L*)] der Gruppe derjenigen Zahlen aus X*, die für 
jede Primstelle p von K Norm nach K, einer f-Einheit aus L, sind, in bezug auf 
die Untergruppe der Normen nach K von f-Einheiten aus Z. Dabei ist f ein hin- 


ch 


reichend großes Produkt endlich vieler Primstellen von K, und f-Einheit bedeutet 


p-adische Einheit für alle nicht in f vorkommenden Primstellen p. Für zyklische 


| 


! 
| 


a 


KM. 


ee en E 177. 


A Er folgt aus (1), (2) zusammen insbesondere der Normensatz 


Nzix (2) Oo K*X C Nyyx (LX). | 
— Die Klassenkörpertheorie im Kleinen, vom Verf. in einer vorangehenden Arbeit 
[Ann. Math., Princeton, II. S. 51, 331—347 (1950)] erneut behandelt, läßt sich nun 
im wesentlichen in folgende Aussage zusammenfassen. Die lokalen Normsym- 


BERN ON 
bole xp(ay) = 2o-En| En sind Isomorphismen der lokalen Normklassengruppen 
Ky/[Nz,1R, (Z%) auf die lokalen Galoisgruppen ®,, und zwar haben die x, als 
Charaktere von K > endliche Führer f,. Der Übergang zur Klassenkörpertheorie im 


Großen besteht dann wesentlich in dem Nachweis des Artinschen Reziprozitätsge- 
setzes in der folgenden Form. Das Produkt y=IIy,, das sicher einen Homo- 


{ = „Ly/K K/L 
morphismus (4) = in X» (Qy) za © = >)=( i ) der Idelgruppe Jx 


(Elemente @ mit den Komponenten a,) in die Galoisgruppe © von L/K liefert, in 
dessen Kern die Idelnormengruppe N7,,x (Jr) enthalten ist, enthält erstens auch 
die Zahlgruppe K*X im Kern, d.h. es gilt y(a) = II x» (a)=1 für alle Zahlen a 


aus K* (Produktformel für das Normsymbol), so daß es sich um einen Homo- 
morphismus sogar der Idelnormenklassengruppe Jı/Nrıx(Jı) K*“ in © handelt; 
und zweitens ist das sogar ein Isomorphismus auf die volle Gruppe ©. — 
Der Beweis dieser Aussagen wird in der bisherigen Begründung der Klassen- 
körpertheorie aus den vorangestellten grundlegenden Tatsachen (1), (2) unter 
Hinzuziehung der arithmetischen Theorie der zentralen einfachen Algebren er- 
bracht [siehe etwa bei Ref., Math. Ann. 107, 731—760 (1933); dies. Zbl. 6, 152]. 
Verf. ist der Ansicht, daß der Beweis des Artinschen Reziprozitätsgesetzes ‚unab- 
hängis von der Theorie der Algebren gemacht werden sollte“. Um dies zu er- 
reichen, übersetzt er die algebrentheoretischen Schlüsse in die Sprache der Kohomo- 
logietheorie (verschränkte Darstellungen und Faktorensysteme zu ®), wie er das 
für die Klassenkörpertheorie im kleinen (Definition des als Normsymbol normierten 
Isomorphismus x») bereits in der zitierten vorangehenden Arbeit getan hatte. Daß 
dies möglich ist, ist gewiß von grundsätzlichem Interesse, wenn auch für eine Ge- 
samtdarstellung der Klassenkörpertheorie die rein begrifflichen algebrentheoreti- 
schen Schlüsse vor den mehr rechnerischen Methoden der Kohomologietheorie 
wohl den Vorteil größerer Durchsichtigkeit und Lebendigkeit haben. An den großen 
Zügen des Beweisgerüsts wird durch die vom Verf. vorgenommene methodische 
Modifikation nichts Wesentliches geändert. Hasse (Hamburg). 

Krasner, Mare: Theorie non abelienne des eorps de elasses pour les extensions 
finies et s6parables des corps values complets: approximation des eorps values com- 
plets par les suites de corps values complets. C. r. Acad. Sci., Paris 224, 173—175 
(1947). 

Krasner, M.: Theorie non abelienne des eorps de elasses pour les extensions 
finies et s6parables des eorps values complets: approximation des corps de charac- 
teristique p=# 0 par ceux de caraeteristigue O0; modifications de la theorie. ©. r. 
Acad. Sci., Paris 224, 434—436 (1947). ne C. r. Acad. Seci., Paris 224, 


1080 (1947). 


Zahlentheorie: 


e Hasse, Helmut : Vorlesungen über Zahlentheorie. (Die Grundlehren der Mathe- 
matischen Wissenschaften in Einzeldarstellungen, Band 59.) Berlin-Göttingen- 
Heidelberg: Springer-Verlag 1950. XII, 474 8. mit 28 Abbildungen. DM 42,—, 
Ganzleinen DM 45,—. 

Es handelt sich um ein durchaus von modernen Gesichtspunkten beherrschtes 
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Lehrbuch der Zahlentheorie für Studierende. Darüber hinaus soll der Leser ir 
propädeutischer Weise an die modernen Problemstellungen der Zahlentheorie her- 
angeführt werden. In der ganzen Anlage des Buches liegt es begründet, daß hier, | 
im Gegensatz zu der streng systematischen, deduktiven Methode in des Verf. 
„Zahlentheorie“ (Berlin 1949, dies. Zbl. 35, 20) eine mehr induktive, vielfach dem 
historischen Gang der Entwicklung Rechnung tragende Darstellung gewählt ist.. 
Auch vorbereitende heuristische Überlegungen werden durchgeführt. Mit großer 
Liebe werden die grundlegenden Erkenntnisse der Zahlentheoretiker des 19. Jahr- 
hunderts behandelt. Vor allem sind es Dirichlet und Kummer, deren Leistungen 
mit all ihren Konsequenzen herausgestellt werden. — Zunächst werden die Grund- 
lagen der Theorie des rationalen Zahlkörpers entwickelt. Verf. hat Wert darauf 
gelegt, vor allem die begriffliche Seite der angeführten Hilfsmittel herauszuarbeiten,, 
wie etwa bei der Strukturuntersuchung der primen Restklassengruppe, die ganz 
auf gruppentheoretischer Grundlage durchgeführt wird, oder anläßlich der Ein- 
führung des .Führerbegriffes bei der Behandlung des Reziprozitätsgesetzes der 
quadratischen Reste. Für den Beweis des letzteren Theorems werden zwei ver- 
schiedene Wege beschritten. Der erste Beweis wird in geometrischer Sprechweise 
im Anschluß an Frobenius geführt und stützt sich in gewohnter Weise auf das 
Gaußsche Lemma. Der zweite Beweis bedient sich Gaußscher Summen, die hier: 
ad hoc eingeführt werden. Die anschließend behandelten Verteilungsfragen für 
Sequenzen mit vorgeschriebenem Restcharakter sind besonders reizvoll und wohl 
erstmalig in Buchform dargestellt. Das Kernstück des Buches bildet die dann fol- 
gende algebraisch-arithmetisch-analytische Methode von Dirichlet, die in dop- 
pelter Hinsicht für die Arithmetik der Zahlkörper bedeutsam ist. Einmal han- 
delt es sich um die als ‚Satz von der arithmetischen Progression‘‘ bekannte Aus- 
sage im Rationalen, das andere Mal um die Klassenzahlberechnung quadratischer - 
Zahlkörper. Bekanntlich kommt es für den ersteren Satz auf den Nachweis von 
L(1,x) #0 an. Verf. hat gerade hier durch Nebeneinanderstellen der verschie- 
denen Beweismethoden, die den Nachdruck jeweils mehr auf Analysis bzw. Arith- 
metik legen, eindringlich gezeigt, wie die einzelnen Beweise funktionieren und was 
die Synthese zweier getrennt erscheinender mathematischer Disziplinen vermag. | 
Für die Klassenzahlberechnung quadratischer Zahlkörper waren die rein arith- 
metischen Grundlagen zu entwickeln, und so ist mit aller Ausführlichkeit die Arith-- 
metik der quadratischen Zahlkörper in der ursprünglichen Kummerschen Behand- 
lungsweise durch Divisoren dargestellt. Bei der Einheitentheorie, beim Nachweis. 
der Endlichkeit der Klassenzahl und bei der Berechnung der Klassenzahl bietet sich 
Gelegenheit, einen Einblick in die Minkowskische Geometrie der Zahlen zu ver- 
mitteln. Verf. gibt neben der Herleitung der Klassenzahlformeln für quadratische 
Zahlkörper die arithmetische Ausdeutung der Formeln. Dadurch ist auch eine rein. 
arithmetische Bestimmung der Klassenzahl geleistet, die wesentlich auf Arbeiten. 
des Verf, zurückgeht. Der letzte Abschnitt enthält eine bisher in Buchform in dieser 
Allgemeinheit nicht vorhandene Darstellung einer systematischen Theorie der Gauß- 
schen Summen im rationalen Zahlkörper. Das Buch schließt mit der etwas in Ver- ” 
gessenheit geratenen Kummerschen Vermutung über Gaußsche Summen mit kubi- 
schen Charakteren und ihrer Verallgemeinerung durch Verf. auf biquadratische: 
Charaktere. H.L. Schmid (Berlin). 
Adelman, Donald M.: Note on the arithmetie of bilinear transformations. 
Proc. Amer. math. Soc. 1, 443—448 (1950) 
This paper is concerned with the properties of sequences of rational integers x; 
satisfying the relation (i) ©, = (ax, + b)/(cx, + d), where ad—bce=+0 and 
a,b, 0,d are rational integers. Let y,=c u t+rd e=a+d, m=bc-—ad: 
then (i) becomes (ü) Y,41 =e + m/y„, where {y;} is integral if {x,} is. Here it 
is shown that every sequence of integers satisfying (i) or (ii) is periodie. The fixed 
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“ points r,, r, of the transformation (ii), which are the roots of r? —er—m=0, are 
' elassified, and the possible sequences {y,} satisfying (ii) are considered. Necessary 
‚ and sufficient conditions are discussed for which the sequences {x,} and {y,} are 


entirely integral. 5 E. Frank (Chicago, Ill.). 
Obläth, Richard : Über das Produkt fünf aufeinander folgender Zahlen in einer 


 arithmetischen Reihe. Publ. math., Debrecen 1, 222—226 (1950). 


The author proves that if « and d are relatively prime positive integers, then 


the product a(a +d)(a +2d)(a +3d)(a -+-A4d) is not a perfect square, The 


proof uses the known fact that the product of four positive integers which are conse- 
eutive terms in an arithmetic progression is never a square [see V. A. Lebesgue, 
Nouv, Ann. Math., II. S. 2, 68—77 (1863)]. The author conjectures that his result 
may still be true under the weaker condition that a and d be two positive integers 


& having no common prime factors other than2and 3. P.T.Bateman (Urbana, 1l.). 


Szäsz, G.: On the solution of some speeial linear congruences. Publ. Math., 


| Debrecen 1, 196—198 (1950). 


Suppose that «a and b are positive integers such that (a,d)=1 and b <a. 


' For any positive integer m relatively prime to a let (b/a),, denote the least positive 


integral solution of the congruence a x = b (mod m). The author remarks that 1.the 


' quentity m = {a (b/a)„ — b}/m depends only on the residue class of m modulo a, 


2. the mapping m > m is a permutation of period two of the positive integers less 
than a and relatively prime to a, 3. for fixed a different values of 5 give different 
such permutations. P. T. Bateman (Urbana, Il.). 
Carlitz, L.: Congruences for the coeffiecients of the Jacobi elliptie functions. 
Duke math. J. 16, 297—302 (1949). 
Jacobis Funktion sin am (x, k?) läßt sich in die Reihe entwickeln 


fix) =sn x = Na, amfm!, wo 4, = Ay (k) 
a 


_ Polynome in k? mit ganzen Vorzahlen sind (a, =1). Es sei k®=1 ganz (mod. p), 


d.h.der Nenner der rationalen Zahl ! zur Primzahl p > 2 teilerfremd. Dann ist 
a, ganz (mod. p), und a,„,, 1 = 4, @,„ (mod. p) für m 1, wie Verf. früher zeigte 
[Duke math. J. 16, 285—295 (1949)]. Hier verallgemeinert er die letzte Kon- 
gruenz zu 


r = 
(1) 3-1 (;)% *am+r+ip—ıy 0 (mod. pP"), Beet 
i= 


Sie bleibt richtig, wenn man links die letzten Malteile durch ee) ersetzt, 
unter a m! die Vorzahlen in der Reihe für E verstanden. — Verf. betrachtet zwei- 


tens die Funktion x/sn x = B3 m x”/m! und beweist mit Hilfe der Verviel- 
0 


fachungsformel von sn x, daß, wenn pn, die Zahlen y„= fm  (1— n”)/m 
(m >1) ganz (mod. p) sind, und folgert daraus, daß P,,/m ganz (mod. p) ist, wenn 
p—14 m. Dieser Befund dient ihm zum Beweise des Satzes, daß bei derselben 
Annahme und mit den Zeichen 7, = P„[m 
? r 5 I; 
(2) 3-1 (7)® "Tm+ip-y = 0 (mod. p'), m>r>1 
= 

ist. Ähnliches Ergebnis beim Ersatze von r,, durch ß,„. — (1), (2) entsprechen 
Kummers Kongruenzen für die Eulerschen und Bernoullischen Zahlen, lassen sich 
aber mangels ausdrücklicher Darstellungen der A„(k?) kaum so herleiten wie diese. 


"Wohl aber liefert das Vorgehen des Verf. Kummersche und andere Kongruenzen 


einfacheren Inhalts. . L. Koschmieder (Tucumän). 
Rodeja F., E. &.: Über eine Frage bezüglich Eulerscher Funktionen sukzessi- 
ver Ordnung. Rev. mat. Hisp.-Amer., IV.S. 10, 95—98 (1950) [Spanisch]. 
12* 
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Sei p(n) = p,(n) die bekannte Eulersche Funktion, die Anzahl der Klassen des 
reduzierten Restsystems modn, weiter 9,,(n) =gp{p;(n)}, m sei der kleinste 


Index mit 9,„(n) = 1, weiter sei P(n) = Sm). Im Anschluß an L. P6rez 
he 


Cacho (dies. Zbl. 25, 305) beweist Verf.: Unter den Zahlen (2° + 1)” [2=(2° +1)? 218 
wo sowohl %@ +1 als auch 2° (2@ + 1) P +1 Primzahlen sind, erfüllen genau die 
mit a=m=s=1, x=2 die Gleichung P(n) =n. Holzer (Graz). 


Niven, Ivan: The iteration of certain arithmetie funetions. Canadian J. Math. 
2, 406—408 (1950). 

Es sei für n>3 O(n)=j jene natürliche Zahl, für die g®(n) = 2, wo g0) 
die j-te Iterierte der Eulerschen o-Funktion ist, mit der Zusatzdefinition C (1) = 
© (2) = 0. Mit dieser zahlentheoretischen Funktion haben sich bereits S. S. Pillai 
[Bull. Amer. math. Soc. 35, 837—841 (1929)] und H. Shapiro [Amer. math. Monthly 
50, 18—830 (1943)] beschäftigt. Verf. führt nun eine weitere Funktion ein, die 
folgendermaßen definiert ist: Ist A (n) der kleinste positive Exponent, so daß 
an) =1(n) für alle a, welche prim zu n sind, so sei g(n) die kleinste natürliche 
Zahl 5, so daß AW)(n) = 1 ist, wo AP) die j-te Iterierte von A ist. Dann ist (Satz 1 
und 2): g(ab) = max (g(a),g(b)) für (a,b)-1, gan) -gaar+l)—_n-+1, 
g(p)—=n-+1-+g(p) (p Primzahl >2). Der Beweis erfolgt durch vollständige 
Induktion, unter Benutzung der Tatsache, daß g(n) =1-+g(A(n)) für n>2, 
A(m)|A(n),; wenn m|n und A(p”) für alle Primzahlen bekannt ist. — Verf. zeigt 
weiter, daß die oberen bzw. unteren Limiten für n—oo von O(n+1)— CO (n), 
g(n-+-1)—g(n),, O(n)—g(n) gleich + oo bzw. —co sind, ausgenommen’ 
lim (O (n) —g(n)) = —1. Dabei wird ein Lemma von Pillai benützt (vgl. die 
oben zitierte Arbeit), welches besagt, daß O(n) zwischen [log, n] und log, ($ n) 
liegt. Hlawka (Wien). 


Bell, E.T.: The basie lemma in multiplieative diophantine analysis. Math. 
Gaz., London 32, 182—183 (1948). 


Im Ring der ganzen rationalen Zahlen gilt: Die allgemeine Lösung der Glei- 


chung <y=zw wird durch z=uf, y=bk, z=ak, w=bf, wobei man f 


und % teilerfremd annehmen kann, gegeben. Mit vielen Fallunterscheidungen be- 
weist Verf. genau, daß dies auch im Falle eines kommutativen Hauptidealringes 
mit Einheit und ohne Nullteiler gilt. Dueball (Berlin). 

Schogt, €.: Ein Satz von Petr aus der Zahlentheorie. Math. Centrum, Amster- 
dam, Rapport ZW 1950, 009, 10 S. (1950) [Holländisch ]. 

Verf. referiert über einen von S. Lubelski stammenden Beweis des folgen- 
den Satzes. Die natürliche Zahl D sei kein Quadrat. Von den Gleichungen 
D,w—D,v?=e, wo D, und D, alle natürlichen Zahlen mit D, DD, Di 


durchlaufen und wo e die Werte +1, +2 hat, e=+1, falls D,=1, hat genau 


eine Lösung in natürlichen Zahlen u, v mit (u, D,) = (v, D,) =1. 
H. D. Kloosterman (Leiden). 

Häggmark, Per: On an unsolved question eoneerning the diophantine equation 
Ax®+By?°=C. Ark.Mat., Stockholm 1, Nr. 18, 279—294 (1950). 

Es seien A und B teilerfremde, kubenfreie natürliche Zahlen, A> B>1; es 
sei ÖO=1 oder =3 und (4B,C0)=1. Vom Ref. wurde bewiesen [J. Math. pur. 
appl., Paris, IX. S. 4, 209—270 (1925)], daß die Diophantische Gleichung 
Ax® + By? = ( höchstens eine Lösung in ganzen Zahlen x und y hat (abgesehen 
vom Falle A=23,B=1,0=35). Ferner gilt: Es si A=ac? und B=bd», 
wo a,b,c und d quadratfrei sind; es sei ferner B>1, wenn C=1. Dann eilt 
für die Lösung x, y die Relation 


(leYA+yYB) ==, 
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wo £ die Fundamentaleinheit des Körpers K (Ya b2c2 d) ist, O<&<1, und wo £die 


Fundamentaleinheit des Ringes R (iii Va b2 cäd, Va: bc d2) ist, 0.6. <1,— Verf. 
versucht, eine von A und B unabhängige obere Grenze für die Exponenten r und szu 
bestimmen. Wenn vdie Anzahl der verschiedenen Primfaktoren von A oder B bezeich- 

net, beweist er z.B.: Ist C=1, AB ungerade und v»<6, dann ist s<1. It C=3, 

AB ungerade und v» <A, dann ist r <1. Nagell (Uppsala). 

Hlavätek, Miloslav: Zur Lösung der Gleichung x? —y! = z?— u? in ganzen 
Zahlen. Casopis Mat. Fys., Praha 73, D 43—D 46 (1949) [Tschechisch]. 
Aigner, Alexander: A generalization of Gauss’ lemma. Amer. math. Monthly 

57, 408—410 (1950). 

. Eine interessante Variante der Beweise des quadratischen Reziprozitätsgesetzes 
aus dem Gaußschen Lemma, wobei statt des reduzierten Restsystems mod p (un- 
gerade Primzahl) das mod 2p in Erwägung gezogen wird. Holzer (Graz). 

Sierpinski, W.: Contribution & P’6tude des restes eubiques. Ann. Soc. Polo- 

naise Math. 22, 269—272 (1950). 

Als leichte Folgerung klassischer Sätze der elementaren Zahlentheorie wird 
gezeigt, daß für eine Primzahl g und einen Modul m dann und nur dann jede Rest- 
klasse eine g-te Potenz ist, wenn m ein Produkt von lauter verschiedenen Primzahlen 
=#°] (mod g) ist. Hieraus wird in üblicher Weise unter Benutzung des Dirichletschen 
Primzahlsatzes abgeleitet, daß dann und nur dann für eine gegebene natürliche 
Zahl s und unendlich viele Moduln m jede Restklasse eine s-te Potenz ist, wenn s un- 
gerade ist. Siegel (Princeton). 

Hua, Loo-Keng: Improvement of a result of Wright. J. London math. Soc. 24, 
157—159 (1949). 

Let w (k, s) denote the least integer j for which there are integers x,,1 <ı <j, 
1<u<s, satisfying 

g ü ; ; 
Zeh =- u (<h<h, Zi + u 
for allp2,9g, p=#gq. E.M. Wright (this Zbl. 33, 351) obtained an upper bound for 
w (k, s)nterms of s. Inthis paper the author improves onWright’s result by showing 
that w(k,s) <(k + y( nl] r 1), an estimate which is independent of s. 
K.@. Ramanathan (Princeton). 

Erdös, P.: On almost primes. Amer. math. Monthly 57, 404—407 (1950). 

Unter Fastprimzahlen versteht Verf. zusammengesetzte natürliche Zahlen n 
mit 2° = 2 mod n. Er beweist folgenden Satz: Für hinreichend große x erfüllt 
die Anzahl f(x) aller ungeraden Fastprimzahlen <x die Ungleichung: 

f(x) < x exp {(— log? x)/3}. 
Gerade Fastprimzahlen scheinen sehr selten zu sein. Nach einer Mitteilung von 
D. H. Lehmer gibt Verf. die Zahl n = 1610388 = 2:73 1103. Holzer (Graz). 

Selberg, A., P. Erdös et J. 6. van der Corput: Demonstration &l&mentaire du theo- 
reme sur la distribution des nombres premiers. Scriptum, Math. Centrum, Amster- 
dam 1948, Nr. 1, 32 S. (hektographiert). 

Dieses hektographierte Heft ist von J. G.vander Corput nach Vorlesungen 
von P. Erdös, gehalten im Jahre 1948 in Amsterdam, abgefaßt; das war die erste 
im Druck erschienene Mitteilung des elementaren Beweises des Primzahlsatzes 


(1) (x) u (r(x) = Anzahl der Primzahlen < x) 


von A. Selberg und P. Erdös. [Seitdem sind die Arbeiten von A. Selberg (dies. 
Zbl. 36, 306) und von P. Erdös (dies. Zbl. 34, 314) erschienen.] ‚‚Elementar‘ heißt 
hier, daßdie Methodender höheren Analysis nicht benützt werden und insbesondere der 
Satz &(1 + it) +0 für t+# 0 reell, welche dem Primzahlsatz im gewissen Sinne äqui- 
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valent ist, nicht vorausgesetzt wird. Lange Zeit dachte man, daß dies unmöglich ist; 


die hervorragende Leistung von A. Selberg und P. Erdös war eine große Über- 


raschung. — Der Beweis besteht aus zwei Teilen: 1. Beweis der Formel von 
A. Selberg: 
(2) %a)lnx +2 29 ()np2xinz+o(elne), 

PpSs® p 


wo 9x) = A > Inp und p über Primzahlen läuft. [In der Tat hat Selberg auch 


gezeigt, daß statt o(xInx) auch O(x) gilt, aber das ist für den Beweis von (1) 4 


nicht nötig.] Der Beweis von (2) beruht auf den folgenden Formeln: einerseits ist 
da)ax +2 5 3) Inp= E f(m) +0 (xina), 
pPpS% p MmS® 


wo f(m) = 2 u(d) In? —; andererseits erhält man durch leichte Umformung 


> Im) x DEN nF +o(ein a) 
dSS 


MSE 


und endlich 
Zedn®— 2lnxz-+o(lne). 
dsz d d 


2. Der zweite Teil des Beweises besteht vom Schluß aus (2) zu (3) lim 
>00 


de) 


was bekanntlich mit (1) äquivalent ist. Dieser Schluß ist vom Typus eines ‚‚nicht- 


linearen“ Tauberschen Satzes (und erinnert etwas an den Satz von Mercer); in der 


Tat hat seitdem P. Erdös in einer anderen Arbeit (dies. Zbl. 34, 315) einen allge- 


— 


meinen Tauberschen Satz bewiesen, der den obigen Schluß enthält. Der Anteil der 


beiden Mathematiker an dem zweiten Teil des Beweises (der erste Teil ist ausschließ- 

lich von Selberg gefunden) ist in der vorliegenden Arbeit nicht erörtert; aus der 

Arbeit von Erdös (a. a. ©.) erfahren wir, daß, nachdem Selberg (2) bewiesen und 

Erdös mitgeteilt hatte, Erdös, von (2) ausgehend, die Relation lim »,,./P?, =1 
Nn—>00 


(?„ bedeutet die n-te Primzahl), und noch mehr, nämlich, daß für jedes e >0 


(e) 


a(1 +2) —n (x) a. mit K(e) >0 


gibt [aber nicht (1) bzw. (3)], elementar bewiesen und seinen Beweis Selberg mit- 
geteilt hat; die Gedanken von Erdös benutzend und weiterentwickelnd hat Selberg 
(3) bewiesen; später haben Selberg und Erdös den Beweis von Selberg noch 
vereinfacht. — Der zweite Teil des Beweises operiert wie folgt: es kann elementar 
bewiesen werden, daB a=liminfd (z)/« >0 und A = limsup Y(x)/x <co 


(Sätze von Tchebyscheff). Aus (2) folgt erstens, daß «a + A= 2, weiter wird 


folgendes „Kompensationsprinzip“ angewandt: wenn für ein 2 >x, ®(x) „groß“, 
d. h. nahezu A «ist, so muß für die „meisten“ p<x d(x/p) „klein“ (d.h. nahezua x/p) 
sein; wenn aber 9(x/p) für nicht zu großes p < x „klein“ ist, so erhält man durch 
nochmalige Anwendung desselben Kompensationsprinzips, daß 9(x/pgq) (q prim) für 
die „meisten“ qg <x/q „groß“ (d.h. nahezu A a/pg) ist. Auf diesem Weg wird die 
Unmöglichkeit von A -+a und somit A=a=1 bewiesen, was mit (3) bzw. (1) 
äquivalent ist; für die Details des Beweises muß auf die Arbeit selbst vergewiesen 
werden. A. Renyi (Budapest). 

Erdös, P. and A. Rönyi: Some problems and results on eonsecutive primes. 
Simon Stevin, wis. natuurk. Tijdschr. 27, 115—125 (1950). 

In Verschärfung eines Satzes von A. Renyi (vgl. dies. Zbl. 36, 162) wird ge- 
zeigt: Es ist log N <@ <c,logN. Damit ist die wahre Größenordnung von @ 
bestimmt. Der Beweis, welcher die Brunsche Siebmethode verwendet, ist elementar, 


} 


Dabei folgt noch als Nebenresultat 
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‚aber verwickelt. Dann wird weiter gezeigt: Ist d, = p,—P,_,, h eine feste ganze 
Zahl, dann ist die Anzahl der Lösungen von p, <N, d,,,—=d,-+ h höchstens 
‚ e N/(log N)®'?2. Weiter wird, in Verschärfung eines Satzes von W. Sierpihski 


[Remarque sur la repartition des nombres premiers, Colloq. Math. 1,193—194 (1948)], 


‚der besagt,daß lim (1/d, + 1/d,,,) = ist, gezeigt: Zu jeder ganzen Zahl N und jedem 


N 00 


7 <cyVlogN gibteseine Primzahl p, <N, sodaß d,,,2 EN G=0,1,..,r—)). 


r2 


1 eN loglog N 


ne d, log? N ? 


" während nach unten die Verff. nur >cN/log? N zeigen können. Könnte man hier 


ein y(n) mit y(n) > 00 hinzufügen, so würde daraus lim d,/logn =0 folgen. 


£ n>Xo 

Eine Tabelle der Werte von d, für alle n <599 beschließt die inhaltsreiche und 

‚bedeutende Arbeit, welche leider sinnstörende Druckfehler aufweist. Hlawka. 
Shapiro, Harold N.: On a theorem of Selberg and generalizations. Ann. Math., 


' Princeton, II. S. 51, 485—497 (1950). € 
=* Verf. gibt einen schönen einfachen Beweis der Selbergschen Formel 
(1) SE lo2p + 5 logploggqg =2xrlogx +0(x), 
p<z pIı<® 


die die Grundlage des elementaren Beweises des Primzahlsatzes bildet. Die bekannte 


Umkehrformel f(z) = N u(n) (-) WERL, Id t&) wird nach- 
nS% % NnS% » 


. einander auf die Funktionen f(x) =1, x, log x angewendet und führt zu den Be- 


ziehungen DEM _ of, DEIN, DER 0922 = 210gx+0(1). 
Nn<T 2 Nn<XE X i“ Nn<EC 2 2 


Hieraus wird (1) gewonnen, indem auf beiden Seiten der Identität 
IE = (E JE) + (2/8) die Koeffizientensummen der zugehörigen Dirichletschen 
Reihen bestimmt werden. Es wird dann noch eine Verallgemeinerung diskutiert, 
die der Multiplikation jener Identität mit einer Potenz von £’/& entspricht. Siegel. 

Wiener, Norbert and Leonard Gellert: Some prime-number consequences of 
the Ikehara theorem. Acta Sci. math., Szeged 12 B, L. Fejer et F. Riesz LXX 
annos natis dedic., 25—28 (1950). 

Verff. versuchen, das Gelingen des elementaren Beweises des Primzahlsatzes 
(vgl. A. Selberg, dies. Zbl. 36, 306) aus analytischen Zusammenhängen zu erklären, 
indem sie den Ikeharaschen Satz auf das Integral der Funktion £’JE = (&'/O’ + (€'/8)? 
anwenden, um damit die Annahme der Existenz einer Nullstele 1+:.A von 
£(s) auf « =1 ad absurdum zu führen. Hierbei benutzen sie als weiteres Hilfs- 
mittel das Verhalten der Funktion — = (s) — ze = (8 iA) — 35 (s— iA) auf 
oc =1; da die zugehörige Dirichletsche Reihe lauter reelle, nicht-negative Koeffi- 
zienten hat und die Funktion bei s=1 regulär ist, so wird auf Regularität längs 
o —=1 geschlossen. Ref. bemerkt hierzu, daß sich dann bereits sofort durch Be- 
trachtung dieser Funktion bi s=1-+iA% ein Widerspruch ergibt, indem 
s=1-+2i} ein Pol von £(s) sein müßte. Siegel (Princeton). 

Ortega Costa, Joaquin: Die explizite Formulierung der Primzahlfunktion (x). 
Rev. mat. Hisp.-Amer., IV. S. 10, 72—76 (1950) [Spanisch]. 


27 N m—1l m—1i 
al i ; 
z(n)=n Ey, Mi a cos (#7 ei m) dw. Ernst Witt. 


Sierpinski, W.: Remarques sur la d&composition des nombres en sommes des 
carr6s de nombres impairs. Collog. math. 2, 52—55 (1949). 
Verf. bemerkt, daß aus dem Gaußschen Satz (G): Jede natürliche Zahl =3 
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(mod.8) ist eine Summe von 3 ungeraden Quadraten, unmittelbar elementar ge- 
folgert werden kann: (T) Jede natürliche Zahl ist eine Summe von höchstens 10 
ungeraden Quadraten. Umgekehrt ist auch (G) eine fast triviale Folge von (T), I 
weilaus 8k+3=n? +n3+::-+n?, 1<sr <10 mit ungeraden n, folgt, daß | 
r=3 (mod 8), also r—=3 ist. Verf. beweist weiter, daß aus dem Lagrangeschen 
Satz, daß jede natürliche Zahl eine Summe von 4 Quadraten ist, die Gültigkeit von | 
(T) für Zahlen = 3 (mod 8) in elementarer Weise folgt, sowie daß jede natürliche Zahl 
eine Summe von 11 Trigonalzahlen 4k (k-+1) ist. H.D. Kloosterman (Leiden). _ 

Davenport, H.: Sums of three positive eubes. J. London math. Soc. 25, 339— 
343 (1950). 

Verf. hat in einer früheren Arbeit gezeigt [C.R. Acad. Sci., Paris 207, 1366—1368 
(1938); dies. Zbl. 19, 395]: Ist R(N) die Anzahl der verschiedenen Zahlen <N, 
welche als Summe von drei Kuben natürlicher Zahlen darstellbar sind, so ist für 
jedes &e>0 R(N) > Ne-®, für genügend großes N, wo oe = 13/18. Verf. zeigt jetzt, 
daß die obige Abschätzung für das etwas größere o — 47/54 gilt. Hlawka (Wien). 


Jones, Burton W.: Representations by quadratie forms. Ann. Math., Prince- 
ton, II. S. 50, 884—899 (1949). 

Es seien fund g zwei quadratische Formen mit m und n Veränderlichen (m > n), 
deren Matrizen ganze rationale Koeffizienten und von 0 verschiedene Determinanten 
dund qhaben. In einem von Ref. (Ann. Math., Princeton, II. S. 36, 527—606 (1935) 
und 37, 230—263 (1936); dies. Zbl. 12, 197, 14, 8] gefundenen Satz werden die Darstel- 
lungen von g durch f mit Gewichten gemessen, die im indefiniten Fall durch die 
Volumina der Fundamentalbereiche von gewissen Einheitengruppen bestimmt sind, 
wobei dann auch nur nicht-assoziierte Darstellungen gezählt werden, die also nicht 
durch eine f invariant lassende ganzzahlige lineare Variabelntransformation in- 
einander übergeführt werden können. Demgegenüber verfolgt Verf. das Ziel, für 
die nicht-assoziierten Darstellungen durch die verschiedenen Klassen derselben 
Determinante oder desselben Geschlechtes die Anzahl selber zu bestimmen. Der von 
ihm hergeleitete Ausdruck für diese Anzahl erscheint als Summe über rationale 
Zahlen, die wieder mit jenen Einheitengruppen zusammenhängen und für n=m—1 
ohne weiteres angegeben werden können. Weiterhin wird der Fall n—=1 näher 
betrachtet, also die Darstellungen von Zahlen g durch f, und das Resultat unter der 
Einschränkung (g,2d) = 1 vereinfacht. Hieraus gewinnt schließlich Verf. für 
ternäre Formen (m = 3) explizite Ausdrücke für die gesuchten Anzahlen, in denen 
die Klassenzahlen binärer quadratischer Formen auftreten, wie es speziell für die 
Summe von drei Quadraten bereits von Gauß gefunden worden ist. Siegel. 


Vinogradov, I. M.: Additive Probleme der Primzahltheorie. Akad. Nauk SSSR, 
Jubil. Sbornik 1, 65—79 (1947) [Russisch]. 

Verf. gibt eine meisterhafte kurzgefaßte Übersicht über die Entwicklung der 
additiven Zahlentheorie seit Fermats Zeiten bis zum heutigen Tag. Alle erwähnten 
Probleme (Anzahl der Gitterpunkte im Kreise und in allgemeineren zwei- und mehr- 
dimensionalen Bereichen; Darstellbarkeit von ganzen Zahlen durch quadratische 
Formen und Formen höheren Grades; Waringsches, Goldbachsches, Waring-Gold- 
bachsches Problem und mannigfaltige Verallgemeinerungen dieser Probleme, z. B. 
verschiedene „reine“ und „gemischte“ Darstellungsprobleme usw.) können als 
Spezialfälle des folgenden Problems aufgefaßt werden: Es sei 2 eine Menge von 
(ganzzahligen) Gitterpunkten (x, %,...,x,) des r-dimensionalen Raumes und 
(x, %, . - ., %,) eine auf 2 ganzwertige Funktion; es wird (in verschiedenen Formen) 
nach der Verteilung des Wertevorrats von f(x, %,...,x,) auf Q gefragt. Neben 
einem historischen Überblick über die wichtigsten Etappen der Entwicklung und 
neben der Formulierung der wichtigsten Resultate im erwähnten Problemkreis 
werden auch einige offene Probleme und Vermutungen erwähnt (z.B., daß im 


user 
De 
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Waringschen Problem G@(n) <cn mit absolut konstanten c gilt). Endlich wird 


' das klassische Verfahren für den Goldbachschen Satz für ungerade Zahlen skizziert. 


A. Renyi (Budapest). 

Corput, 3. G. van der: La deuxiöme perle de la theorie des nombres. Actual. 
math. Centrum, Amsterdam, Scriptum Nr. 4, 14 S. (1950). 

Wiedergabe von Vorträgen in Straßburg und Bordeaux über Untersuchungen, 
die Verf. gemeinsam mit J.H.B. Kemperman veröffentlicht hat (dies. Zbl. 36, 
25—26). Rohrbach (Mainz). 

Bruijn, N. 6. de: On bases for the set of integers. Publ. math., Debrecen 1, 
232—242 (1950). 

The following problem suggested by the reviewer is treated: There are to be 
found all „bases‘‘ for the set of integers i. e. all sets {by, bj, ....} of integers giving 

[ee] 


an arbitrary integer x in a uniquely determined expansion = N &,b,(,;=0 
i=0 


[0,0] 
orl, 8 ge, < 00). A characteristic example is b,= (—2)! i=0,1,...). The author 
i=0 


proves first the conjecture of the reviewer by which every base has the form 
{dgt2d,,2?d,,...} where the d, are odd numbers. A sequence [d,d,,...] 
of odd numbers is called a „‚basic sequence“ whenever {d,, 2d,, 22d,,.. . .} is a base. 
The author gives some necessary and some sufficient conditions for a sequence to be 
basic. The main result of the paper is an algorithm which enables one to decide in 
a finite number of steps whether a periodic sequence [d,,d,...] (d,,, = d, for 
some s > and all i) is or is not basic. Further a more detailed discussion of the 
case s—2 is giveni. e. the basic sequences [a,b,a,b,...] = [a,b] are studied. 
For instance, the sequence [13,—7] is shown to be basic, which disproves the 
further conjecture of the reviewer according to which any basic sequence contains 
— 1 infinitely often. The author shows that there are infinitely many basic sequences 
of the periode 2, for instance [2%+1—1,—1] is basic for every k >0. There is 
also a complete list given of all basic sequences [a,b] asfaras 100 2a >—b>0. 
An especially important result of the paper is that from any arbitrary sequence of 
odd numbers one can make a basic sequence, by interpolation of sufficiently long 
sequences of terms 1 or —1 at infinitely many places. Finally some generalizations 
and some interesting related conjectures on finite abelian groups are discussed. 
T. Szele (Debrecen). 
LeVeque, W. J.: On representations asa sum of eonseeutive integers. Canadian 


J. Math. 2, 399—405 (1950). 
Verf. betrachtet die Anzahl y(m) der Darstellungen der natürlichen Zahl m als 


- Summe von aufeinanderfolgenden natürlichen Zahlen. Schreibt man m in der Form 


2°-1 m (m ungerade), so wird gezeigt, daß y (m) = 7 (m) ist [7 (n): Anzahl der Teiler 
von n]. Daraus kann mit den klassischen Methoden von Dirichlet leicht hergeleitet 
werden: 
(1) En 53 lm) = I jog n - (e - log : 5) -.O.(n=}), 

1 = [4 


N m= 


Unter Benutzung einer Methode von Kac [Bull. Amer. math. Soc. 47, 815—817 


(1941)] gilt ferner: Ist » reell, beliebig, s, (») die Anzahl der Zahlen m <.n, für die 


[07 


y(m) <2°[a=log,n + (log,no — 1], dann ist s, (wo) er ji ern 


V2r — oo 
Verf. verallgemeinert nun seine Untersuchungen dahin, daß er die Anzahl y (m, s) 
der Darstellungen von m als Summe von aufeinanderfolgenden positiven Gliedern 
einer arithmetischen ganzzahligen Reihe mit der Differenz s betrachtet. Hier ist 
die asymptotische Bestimmung des Mittelwertes schwieriger. Das Resultat unter- 
scheidet sich von (1)dadurch, daß jetzt log $ durch log s/2 zu ersetzen ist. Hlawka. 
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Reni (Renyi), A.: Über die Darstellung der geraden Zahlen als Summe einer 
Primzahl und einer Fast-Primzahl. Izvestija Akad. Nauk SSSR, Ser. mat. 12, 
57—78 (1948) [Russisch]. 

The author made a good progress on Goldbach problem. He proved that every 
even integer is a sum of a prime and an integer with bounded number K of prime 
factors, and that there exist infinitely many of primes psuch that p+2 hasa 
bounded number K of prime factors. The constant K is absolute, but the author did 

not determine it explieitely. The results were proved by Estermann [J. reine 
.angew. Math. 168, 106—116 (1932); this Zbl. 5, 153] under the assumption of the 
truth of the grand Riemann hypothesis. The author gets rid of this assumption by 
adapting Linnik’s „large sieve‘“‘ method [Doklady (C.r.) Akad. Nauk SSSR, n. 8. 
30, 290—292 (1941); this Zbl. 24, 293]. Hua (Peking). 


Shapiro, Harold N. and Jack Warga: On the representation of large integers 
as sums of primes. I. Commun. pure appl. Math., New York 3, 153—176 (1950). 

Nachdem Schnirelmann 1930 auf elementarem Wege gezeigt hatte, daß für 
eine geeignete Konstante k jede natürliche Zahl n >1 als Summe von höchstens. 
k Primzahlen dargestellt werden kann, wurde durch genauere Durchführung einiger 
Abschätzungen von Heilbronn, Landau und Scherk nachgewiesen, daß für ge- 
nügend großes n schon höchstens 71 Summanden ausreichen, und diese Anzahl 
wurde von G. Ricciauf 67herabgedrückt. Verff. beweisen, daß jede genügend große 
natürliche Zahl als Summe von höchstens 20 Primzahlen geschrieben werden kann. 
Das wesentliche neue Hilfsmittel ist die verfeinerte Siebmethode, welche allgemein 
von A. Selberg [Norske Vid. Selsk. Forhdl. 19, Nr. 18, 64—67 (1947)] angegeben 


worden ist und hier zu der Abschätzung lim - Ne) PEN ı= 16 II(ı (1- p—-1% De) 


2>0_* p>2 


log?x „2 SD 5 
für die Anzahl N,(x) der additiven Zerlegungen a x in zwei Primzahlen führt. 
Dabei werden soll. ziemlich mühsam, aber elementar abzuleitende Hilfs- 
sätze über gewisse Summen benötigt, deren Glieder mit quadratfreien Zahlen in 
Beziehung stehen. Ref. bemerkt, daß das Ergebnis der Verff. auch unabhängig 
von A. Selbergals Beispiel zu seiner Methode in einer im Frühjahr 1950 in Princeton 
abgehaltenen Vorlesung gewonnen wurde. Siegel (Princeton N. J.). 


Levin, V. L: Zu einem Problem von 8. Ramanujan. Uspechi mat. Nauk 5, 
Nr. 3 (37), 161—-166 (1950) [Russisch]. 


Bel l,.(2) = = wmf ( k=1,2,...) (8. Ramanujan, Collected papers, Cam- 
n= 


bridge 1927, XXV und 337). Verf. beweist, daß 


_4ık- 
(5) =! nn logk 2 + PX ae Clock 


wo 


Mr 1 a u—1 1 dy 
| 0g ( Palin, 


4) =log2 und Z,(4) = n?/12— 41log?2 sind einfache Resultate; Ramanujan 
: 1 1 2 es 
bewies, daß £, (z) = ; log? De log 2 + N >@2 m—1)-? ist. Verf. gibt zwei 


c=%l) u=2,3,...). 


neue Beweise für diese Formel und fragt: O,ledı — 1/2, O,/f;(1) = 7/8; ist‘ 
O,/&ud) (u >4) rational? — Die Beweise sind auf Ks Transformation 
d 1— x h k 1—% 


IE f log® (x + DE en f logt tw + 9) (IE 
gegründet. Gal (Princeton N. J.). 


= 


55, 906-913 (1949). 


wi. 
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Rosser, J. Barkley: Real roots of Dirichlet Z-series. Bull. Amer. math. Soc. 


Verf. betrachtet L(s,x), wobei % eine reeller Charakter mod k, aber nicht 


' Hauptcharakter ist. Es wird gezeigt, daß L(s,y) #0 für reelles positives s und 


2<k<67. Die Methoden des Verf. sind nach seinen Angaben auch für 67 <k < 227 
anwendbar, mit Ausnahme von k=148 und k=163. Diese Ausnahmefälle 


‚werden vom Verf. weiterhin untersucht werden. Da das Fehlerglied in der asym- 


ptotischen Entwicklung für x(k, l; x) wesentlich von den reellen Nullstellen von 
L (s, x) abhängt, ergibt sich aus den Untersuchungen des Verf. für die angegebenen 
k eine Verbesserung der bisherigen Resultate [vgl. A. Page, Proc. London math. 
Soc., II. S. 39, 116—141 (1935); dies. Zbl. 11, 149]. — Im einzelnen wird gezeigt, daß 


L(s,x) re 78),0%, Oo =, (n) (k — 2n)*, 


wobei f(s,k,a) >0 für reelles s>0. Für großes & ist dann o, > 0, so daß aus 


0% Z0 für Z1 auch L(s,y) >0 für s >0 folgt. Beider Betrachtung positiver 
Nullstellen von Z(s, x) genügt es, sich auf primitive Charaktere zu beschränken. 
Für,diese folgt o, 0 für x >1, wenn k <67 und k #43 ist, durch geeignete 
Zusammenfassung der Summanden in o,. Für k=43 und k = 67 ist 03 <0; 80 
daß in diesen Fällen spezielle Untersuchungen nötig sind, um zu zeigen, daß die 
positiven Glieder der unendlichen Reihe die negativen überwiegen. Verf. führt 
dieses für k = 67 im einzelnen durch und gibt an, daß es sich für k—= 43 ent- 
sprechend verhält. Hel Braun (Göttingen). 

Cudakov, N. @. und K. A. Rodosskij: Über einen verallgemeinerten Charakter. 
Doklady Akad. Nauk SSSR, n.S. %3, 1137—1139 (1950) [Russisch]. 

h (n) bedeutet eine vollkommen multiplikative Funktion, nicht identisch null 
und mit beschränktem $ (z) = = h(n). Das ist eine naturgemäße Verallgemeine- 

n c 


‚ rung Dirichletscher Nichthauptcharaktere. Basis von h heißt die Gesamtheit aller 


g 


p mit h(p) =0. Sie braucht nur ein Element zu enthalten; enthält sie mehr, so 


' ist sie unendlich. h(n) heißt abgeleiteter Charakter, wenn h(n) =x,(n) h, (n) 
; gilt, wobei h, wieder ein Charakter, aber mit breiterer Basis und x, (rn) ein Dirich- 


letscher Hauptcharakter ist. Andernfalls heißt A (n) primitiv. Es wird vermutet, 
daß die Menge solcher h (n), deren Basis aus allen p (bis auf endlich viele) besteht, 
mit der Gesamtheit der Dirichletschen Nichthauptcharaktere zusammenfällt. Die 
verallgemeinerten L-Funktionen L= N h(n):n"® sind regulär in R (s) > 0. Ist 
h (n) reell, so gilt L(1) > (14 M)! mit M= max |S (x)|.—Sind h, h, und h-h, 
les} 

solche Charaktere, M, M, und M, die zugehörigen M-Größen, so gilt für 

D(s)=L£(s)L(s,;h) L(s,h)L(s,;hh)undy=L(L,A)L(,h)Li,hh,) 
und ein a aus (0,1) mit b=2(2—a) <1 die Ungleichung 

Ds) >4— c, MUIY(L— Ss)! (a <s <I1,co=(-Igbyt,c,=c,(a)) 
Methodisch lehnt sich die Arbeit an Estermann (dies. Zbl. 34, 313) an. 

Hoheisel (Köln). 

Whiteman, Albert Leon: A sum connected with the partition funetion. Bull. 
Amer. math. Soc. 53, 598—603 (1947). 

Es sei ((x)) =x— [x] —} für nichtganze, und ((x)) =0 für ganze x, 


k 
s (h,k) = > (2) ()) (h und k ganz), ferner @,,„—exp (imws(h,k)) und 
—a! . 
endlich A, (n) = BE ©, „.exp(2rihn/k). Verf. gibt einen neuen und teil- 
(h,k)=1Ih<k ' 
weise einfacheren Beweis der Formel von D. H. Lehmer [Trans. Amer. math. Soc. 
43, 271—295 (1938); dies. Zbl. 18, 107] für A a (n) (p Primzahl, « 1). 
A. Renyi (Budapest). 


Fa ae 
rar, 
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Nosarzewska, M.: Evaluation de la difference entre l’aire d’une region plane 
convexe et le nombre des points aux coordonn6es entieres couverts par elle. Collogq. 
math. 1, 305—311 (1948). 

En r&ponse ä une question posee par M. H. Steinhaus l’A. demontre le theo- 
reme que voici: Soit J un domaine convexe dans le plan; a designe l’aire de J, I la I 
longueur de sa frontiere et w le nombre des points & coordonnees entieres situes 
dans J. On a l’inegalite suivante — (41+1) <a— w<$1 oü les constantes sont 
les meilleures possibles. (Cf. la note de Steinhaus, resumee dans ce Zbl. 37, 316.) | 

Fary (Paris). 

Hartman, $.: Sur une condition suppl&mentaire dans les approximations 
diophantiques. Colloq. math. 2, 48—51 (1949). j 

Wie A. Hurwitz zeigte, läßt sich jede reelle Irrationalzahl & durch unendlich 
EN ist. Verf. unter- 

v5» | 
sucht die Approximation von £ durch Zahlen «/v, wobei jetzt u, v natürliche Zahlen | 
aus einer arithmetischen Progression sind. Er beweist: Sei& >0 eine Irrational- 
zahl und seien a >20, b >20 und s >0 vorgegebene ganzrationale Zahlen, so 


viele rationale Zahlen w/v derart annähern, daß | & az 
V 


2 F 
gibt es unendlich viele rationale Zahlen u/v mit |&E — a = = und w=a (mod s), 


v= b (mod s). — Der Beweis beruht auf der Tatsache, daß es unter den Näherungs- 
brüchen »2,/4, @=1,2,...) der Kettenbruchentwicklung von & unendlich viele 
mit E- n . gibt. — Als Anwendung wird gezeigt, daß 
i i 
lim inf (sin « n)* = lim inf (cos «n)" = —1 
Nn> 00 NO 
ist, falls die reelle Zahl x und z inkommensurabel sind, was bereits, wie Verf. er- 
wähnt, V. Jarnik [Collog. math. 1, 331, P15, R2 (1948)] bewiesen hatte. 
Kasch (Göttingen). 
Schneider, Theodor : Zur Annäherung der algebraischen Zahlen dureh ratio- 
nale. J. reine angew. Math. 188, 115—128 (1950). 
Es seien Z eine reelle algebraische Zahl von Grade >1, u eine positive Kon- 
stante und Pp=p,94= m =1,2,...;9, SG S:::) unendlich viele Lösungen 
der Ungleichung |{—p/q| < Y* in ganzen rationalen Zahlen p, qg(g >0). In 
Verbesserung eines vom Ref. früher angegebenen Resultates zeigte Verf. [J. reine 
angew. Math. 175, 182—192 (1936); dies. Zbl. 14, 205], daß für jedes u. >2 die 


Beziehung (1) lim eaatı = co erfüllt ist, und K. Mahler [Proc. Akad. Wet., 
N >00 N 

Amsterdam 40, 421—428 (1937); dies. Zbl. 17, 156] bewies analog, daß diese Be- 

ziehung bereits für jedes u >1 gilt, wenn sämtliche Primteiler der q, irgendeiner 

festen endlichen Menge M angehören. Diese Ergebnisse werden folgendermaßen 

verallgemeinert: Man zerlege p, = p}, pP), 9, = 4, Q,, wobei die Primfaktoren von 


7 = . a 5 109,9, EEE x 
p„ und q, sämtlich zu M gehören, und setze lim Fr — NR log qn — 
08P 
Nn>& n 


Siegel (Princeton). 
Negoeseu, Nicolae: Theor&mes sur des approximations asyme6triques. C. r. 
Acad. Sci., Paris 226, 1664—1666 (1948). 
Zwei Zahlen, die durch eine gebrochen lineare Beziehung mit ganzen rationalen 
Koeffizienten miteinander verknüpft sind, heißen eigentlich äquivalent, falls die 
Koeffizientendeterminante gleich 1 ist, während sie, wenn die Koeffizientendeter- 
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minante den Wert —1 hat, uneigentlich äquivalent genannt werden. Sei © reell 
_ und irrational, 7 positiv, so bezeichne £ eine solche positive Zahl, daß die Ungleichung - 
T 
sq? 
unendlich viele Lösungen in rationalen Zahlen p/q besitzt. Die obere Grenze der - 
‚ Menge aller & werde mit M (©,r) bezeichnet. Sei die regelmäßige Kettenbruch- 
entwicklung von © mit [ay @y.-..,@,...], der Abschnitt [a 9. .,-0,]; mit 
Pn/9n, der Rest [a,;1,@,49,...] mit O,,, und 9,41 + 9,.1/@, mit 0, bezeichnet. 
Dann werden in der Note ohne Beweis 6 Sätze angegeben, von denen der erste be- 


1 
ae 
sq q 


sagt, daß für die zu O = [a,@,4,,...] eigentlich äquivalenten Irrationalzahlen 
«& die Funktion M (a,r) = max (lim 02,,T lim 09, + ı) und für die zu © uneigent- 
v’>00 v—>00 


lich äquivalenten ß der Wert M(ß,r) = max ( lim Di t lim 2) ist. Satz 2 
/ v’—>00 v>00 
und 3 machen über M (©, r) für spezielle Kettenbrüche © und dazu spezielle Werte 
von Tr Aussagen. Satz 4 lautet: Die notwendigen und hinreichenden Bedingungen 
' dafür, daß für alle y <i nur eine endliche Anzahl von Brüchen »/g existiert, die 
den Ungleichungen 
® 

r. rer ee rege 
| E $ q q q q 
_ genügen, sind 
| lm. 05, = © Ymiay,rı —1.bzw, lim a,—1, Im 0,11 © 


v„—>00 v>00 v’—>00 v—>00 
Die Sätze 5 und 6 beziehen sich auf Aussagen über Mächtigkeiten von M (©, r), 
bzw. ©, die gewissen Bedingungen genügen. Th. Schneider (Göttingen). 


Fel’dman, N. I.: Über simultane Annäherungen einiger Logarithmen algebra- 
ischer Zahlen durch algebraische Zahlen. Doklady Akad. Nauk SSSR, n.S. 75, 
777—778 (1950) [Russisch]. 


Let &,,...,&, be algebraic numbers such that loga,,...,log«, are linearly 
independent over the rational field; let &,,...,&, be algebraic numbers of heights 
H,,...,H,, respectively; let H = max (H,,..., H,); and let the field generated 


by &,...,&, be of degree n over the rational field. It is possible to determine 
 effectively a constant A >0 independent of the &’s such that 
log n—&| ++ |loga,—8,| 2 exp —A m!+tr t (log t)V2), t=log H +nlogn +2. 
; A similar result holds for sums of the form 
IPı (log a) | + ++ + |P, (log a,)| 

where the P’s are polynomials with integral coefficients. The case r =1 was 
already earlier published by the author (this Zbl. 38,29). Mahler (Manchester). 

Chabauty, Claude et Elisabeth Lutz: Approximations diophantiennes lindaires 
reelles. II. Probleme non homogene. C. r. Acad. Sci., Paris 231, 938—939 (1990). 

Let L,&)=o,% +40, tW,(=1..,2;p+q=m be real 
linear forms in the variables X = (z,,...,,) and u,. Then there is shown to exist 
a real X, = (%n - - > %0,) Such that the inequality 

Max |L,(X + X,)| <f(p, n) (A (X) ei? 

has no solution in integerss X and «, where H(X) = Max |x,| >0 and 
f(p,n) =2 (3 p) (An) Ir, Further, if o(t) is an arbitrary function of t decreasing 
monotonically to zero, there is a pure set of forms (in the nomenclature of the first 
part; this Zbl. 37, 170) such that the inequalities Max |L,(X + X,)| <p(H (X) 
or Max |L,(X + X,)| <p(H (X)) {H (X)} (DI? respectively have only a finite 
number of integer solutions when 4 (n +2) <p<n or L<p <tn respectively. 
These results generalise some of Khintchine, Morimoto, Blichfeld [ef. J. F. 
Koksma ‚„Diophantische Approximationen“ Berlin 1936, p. 78, Th. 6; p. 82, Th. 5; 
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p. 86, Th. 6; this Zbl. 12, 396] and Davenport (this Zbl. 37, 171). The proofs 
are related to that by Mahler of the Übertragungsprinzip for linear forms. [Casopis 
Mat. Fys., Praha 68, 85—92 (1939); this Zbl. 21, 104]. Cassels (Cambridge). 


Mahler (Maler), K.: Über einen Satz von Dyson. Mat. Sbornik, n. 5.26 (68), 
457462 (1950) [Russisch]. 

Verf. gibt eine Verallgemeinerung des Übertragungssatzes von A. Khint- 
chine, welche auch das Resultat von F.J. Dyson als Spezialfall einschließt 
[Rend. Cire. mat. Palermo 50, 170—195 (1926) und dies. Zbl. 32, 400]. Die Beweis- 
methode ist ähnlich dem Beweis von zwei früheren Ergebnissen des Verf., d.h, 
Verf. führt däs Problem auf den Linearformensatz von Minkowski zurück [Mat. 
Sbornik, n. $. 1, 961-962 (1936); dies. Zbl. 16, 155 und Casopis Mat. Fys., Praha 
68, 85-92 (1939); dies. Zbl. 21, 104]. Das Resultat ist das folgende: Befriedige 


Ro en 0,5, under) = 2 b,,Y%, (k= 13, on); nz 2 diesDedum 

— il 2 

gungen: d,, (Klar ym nel, 2,n)Rund 5 G,5 dir (kb, kl, 
h=1 

sind ganze Zahlen, weiterhin |b,,| = +1 (= Determinante). Sei a,..,„0, 21, 


0 <ay4»:..,@, 1; mansieht leicht, daß Ant max (1,a,/z) u min (1,a,?2) =L 
ı} m+1 B 


eine min a,<z< max a, befriedigende Lösung hat. — Satz: Wenn das 

m<h<n ı<h<m 3 
Ungleichungsystem (*) |f,(@)| <1/fa,(k=1,...,n—1), |f(z)| = 1/a, in ganzen 
(2% :.:.,%) $ (0,...,0) lösbar ist, dann ist auch das System 


I,(y)| < min (1,a,2) (m <h <n), 
lösbar. [Wenn IT a, <]1, bedeutet (**) einfach den Linearformensatz, d.h. es 


ist unabhängig von der Lösbarkeit des Systems (*)]. d@al (Princeton N. J.). 


Kuipers, L. and B. Meulenbeld : Uniform distribution (mod 1) in sequences 
of intervals. Proc. Akad. Wet., Amsterdam 53, 1038—1048; Indag. math., Amster- 
dam 12, 382-392 (1950). 

In früheren Arbeiten (dies. Zbl. 36, 312) nannten die Verff. eine Funktion 
„O-gleichmäßig-verteilt“, falls für alle «,ß mit 0 <x <ß<1 gilt ea. 


lim TIM (,ß) =ß—a. 
To 


Hier ist M (&,ß) das Maß der Punktmenge t im Intervall 0 <t<T für die 
I zx <sf(l) <ß <1(mod 1). Sie verallgemeinern jetzt diesen Begriff, indem sie 
das Intervall 0 <t<T, wo T—oo, ersetzen durch eine Folge von Intervallen 
OSt<sT,(k=1,2,..., wo T,>%&, oder eine Folge von Intervallen | 


0<8,.stisT,„ ww n—->&: H. D. Kloosterman (Leiden). 


Kuiper, N. H.: Distribution modulo 1 of some continuous funetions. Proc. 

Wet., Amsterdam 53, 1390—1396; Indag. math., Amsterdam 12, 460466 

Verf, beweist: Es sei f(x) differenzierbar für x > x, und f (e) co Ko vi 

falls 2 >00, wo &>0 ist. Für meßbare Mengen S von reellen Zahlen bedeute 

5 (x) das Lebesguesche Maß des Durchschnittes von S mit dem Intervall (0, 2)8 

Weiter sei S* die Menge aller reellen Zahlen £, für die ftt)ES. Aus lim S(H&))/f)—v 
x >00 


folgt dann lim 8*(x)/e =» und umgekehrt. Als Anwendung beweist er einige 
0X 


Sätze über die asymptotische Verteilung mod 1 und Gleichverteilung mod 1 von 
den Werten gewisser Funktionen einer reellen Veränderlichen. H._D. Kloosterman. 


| S(&,= 3 1-—-N?2xa. Then (Fsup |R(e) } <12 (5 ;sup |S (a ))- 
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ä Cassels, J.W.S$.: A theorem of Vinogradoff on uniform distribution. Proc. 
Cambridge phil. Soc. 46, 642—644 (1950). 


- "The author gives a simpler proof of the theorem due to Vinogradoff [Izvestija 


Akad. Nauk SSSR, Ser. mat. 21, 585-600 (1926)]. Let {a} denote the fractional 
‘ part of a real number &. Let a,@,,...,ay be N real numbers and let b,,..., dx= 
be the numbers a,„,-—a,, ne, 2 ENDE ER er AN N 


{An} <a 


{On} <a 
L. K. Hua (Peking). 
Koksma, J. F.: An arithmetical property of some summable functions. Proc. 
Akad. Wet., Amsterdam 53, 959—972; Indag. math., Amsterdam 12, 354—8367 


\ (1950). 


Sei g(z)EL; g@ +1) EIKE I: a2 ganz. Es ist bekannt, daß 


1 
lim 1° ar ® — [ y(t) dt 
Ö 


N>0 


für fast alle x gültig ist [D. er Mat. Sbornik, n. S. 1, 337—384 (1936); dies. 


Zbl.,14, 274]. M.Kac, R. Salem, A.Zygmund (dies, Zbl. 32, 274) und neuer- 
dir&s P. Erdös (dies. Zbl. 34, 72) haben die Behauptung verallgemeinert. Zu dem 


) Zwecke einer weiteren Verallgemeinerung untersucht Verf.die Gültigkeit der Relation 


N 1 
© lim 2 Dglf,(0) = S gi) at 
N>o 1 0 
Die Bedingungen sind: f,(@) O<xr<I) ist stetig; (2) Ka) S5>0 für 
alle n=1;2,..7 und’ z n <x<1); f,(%)—f,(%) ist nicht-abnehmend 
(nicht- zunehmend): (3) (ee „,)|265>0 füralle ,n+#n, und alle x. 
g(z)EL?; ge + ee — 0%); KR Fourierreihe von g(x) konvergiert hinlänglich 


stark, d.h. = (a? + 52) =O(n(N)), wo Sn (NN <0o0o. Unter diesen 
N+1 1 


Bedingungen gilt (1) für fast alle x. — Verf. gibt noch eine allgemeinere 
Form des Satzes, wo (2) und (3) durch schwächere, aber viel kompliziertere Be- 
dingungen ersetzt sind. Aus einem Gegenbeispiel von P. Erdös [loe. cit.] sieht 


‘ man, daß die Bedingung g(z)€EL?; g(«-+1)=g(x) allein nicht hinreichend ist. 


Der Beweis besteht aus der Rechtfertigung von 


1/M+N 2 
(4) h | 2 Ra) de =O(N?n(N)) 
o \M+ı 


woraus (1) mit Hilfe eines Lemmas sofort folgt [1.S. Gäl und J.F. Koksma, 
Proc. Akad. Wet., Amsterdam 53, 638—653 (1950)]. Zu diesem Zwecke beschäftigt 
1 1 


" sich Verf. mit [£6W- Cl. x))) de und RE @G(f,, ))’ dx, wo 
ö ö 


1 %& 
GIE48) = N g(x 


' Beide Integrale kann man unter den Bedingungen abschätzen: Das erste Integral 
1 


wird durch f (3 (9 (2) —@ (x, )))" dx abgeschätzt; im zweiten Fall bemerkt man, 
ö 

e die Fourierreihe von @(x, x) gleichmäßig konvergiert, und so kommt man zu 

/ |Yexp2rihf,(«)®dx, das schon in einem früheren Artikel von Verf. unter- 


Sucht worden ist [Compositio math., Groningen 2, 250-258 (1935); dies Zbl. 12, 
14]. Gal (Princeton N. J.). 
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Straus, E. 6.: On entire funetions with algebraie derivatives at certain alge- 
braie points. Ann. Math., Princeton, II. S. 5%, 188—198 (1950). | 
Es sei f(z) eine ganze transzendente Funktion mit der Eigenschaft, daß sämt- 
liche Ableitungen f®(z), n= 0,1,2,..., in endlich vielen Punkten 2=ÜJ 
&y:: &%, einem algebraischen Zahlkörper K vom Grade r angehören. Auch die a, | 
mögen Zahlen von K sein. Weiter sei qx eine positive ganze rationale Zahl, derart 
daß quf®() für z=0, &%,...,%-1 und n=0,1,..., N ganz algebraisch ist, 
Das Maximum der Absolutbeträge der Konjugierten von f(® (2) inz=(, %,... &-ı 
sei O((A + e)* n°*) undesseig, =O ((B + 8)" n'n). Verf. beweist für die Ordnung 9 
der ganzen Funktion f (z) die Ungleichungo > ko, we, '=(l+s+h(r-1)+!+1. 
Falls die Ordnung o gleich ko, ist, gibt er ebenfalls eine Abschätzung nach 
unten für den Typus von f(z). Verf. zeigt, daß dieser Satz für Transzendenzbeweise 
benutzt werden kann, und zeigt dies, indem er die Transzendenz von z und e* 
(x algebraisch + 0) beweist und außerdem einige weitere Spezialfälle betrachtet, 
in denen er noch voraussetzt, daß f(z) einer algebraischen Differentialgleichung mit 
algebraischen Koeffizienten genügt (vgl. auch T. Schneider, dies. Zbl. 34, 317.). 
H._D. Kloosterman (Leiden). _ 


Popken, J.: An arithmetieal theorem concerning linear differential equations 
of infinite order. Proc. Akad. Wet., Amsterdam 53, 1645—1656; Indag. math., 


Amsterdam 12, 522—533 (1950). E 
Ist y(z) eine ganze Funktion und sind die Zahlen & und y(£) beide algebraisch, so nennt 


Verf. & einen „exceptional point“ von y(2). Sind &, y(&),..., y (€) algebraisch, aber y (&) || 
transzendent, so heißt u die Vielfachheit des ‚„exceptional point“. Falls &, y(&), y’(&), ... alle 
algebraisch sind, wird u = oo gesetzt. — Verf. zeigt in Satz I: Die ganze Funktion 


oo i gen 
UNE WEIIC, — mit lim sup /lc,| <q, wobei q eine positive Zahl ist und alle Koeffizienten c; 
i=0 = io 
algebraisch sind, genüge einer linearen Differentialgleichung unendlicher Ordnung 
vy)tay@d)rt=0 

mit nicht sämtlich verschwindenden, konstanten Koeffizienten. Die zugehörige charakteristi- 
sche Funktion + a,2+... seiregulär im Kreise |t| < qg und mit v werde das Maximum der 
Vielfachheiten ihrer Nullstellen für 0 < jt|< q bezeichnet. Dann gilt: 1. Ist die Anzahl der 
„exceptional points“ von y(z) größer oder gleich v, wobei jeder Punkt mit der Anzahl seiner 
Vielfachheit gezählt wird, dann ist y(z) ein Polynom mit algebraischen Koeffizienten; 2. Ist 
‘4, # 0, so ist jeder von Null verschiedene ‚‚exceptional point‘ der Vielfachheit x eine Null- 
stelle von y(z) der gleichen Vielfachheit. — Aus diesem Satz folgt unmittelbar: Erfüllt die 
transzendente Funktion y(z) die Voraussetzungen von Satz I und hat ihre charakteristische 
Funktion a,+ a,t-+... nur einfache Nullstellen (v = 1), dann ist y(£) für jede algebraische 
Zahl & = 0 transzendent. Ferner wird gezeigt, daß Satz I eine Verallgemeinerung eines Er- 
gebnisses von T. Itihara und K. Oishi [Töhoku math. J. 37, 209 (1933), Satz 1; dies. Zbl. 7, 
301] darstellt und daß aus Satz Iein Satz von V. E. Dietrich und A. Rosenthal [Bull. Amer. 
math. Soc. 55, 954—956 (1949)] und ein Satz von R. Rado [J. London math. Soc. 23, 267—271 
(1949)] folgen. Schließlich wird an folgendem Beispiel nachgewiesen, daß Satz I. herangezogen 
werden kann, um Aussagen über die Lösungen gewisser Funktionalgleichungen zu gewinnen. 


SS : 
Satz II: Die ganze transzendente Funktion y(e) = N mit c, = O(g°), wobei g eine posi- 

* . . . i = 0 b Y F 
tive Zahl und die c, algebraisch sind, genüge einer Differenzen-Differentialgleichung 


m N 
ee, ya @+w)=0 
i=0 jI=0 
mit konstanten A,,, die nicht alle verschwinden, wobei w,, %,, ....., w, verschiedene Zahlen sind. 
ae ist y(£) transzendent für jedes algebraische & bis auf endlich viele Ausnahmen. Ist 


= Ay; +0, dann sind diese „‚exceptional points“ Nullstellen von y(z), sofern sie selbst ungleich 
= 

Null sind. — Zur Herleitung von Satz I beweist Verf. zunächst den folgenden Hilfssatz, bei 
dessen Beweis wesentlich ein Satz von F. Schürer [Ber. Verh. Sächs. Akad. Wiss. Leipzig, 
math.-phys. Kl. 70, 185—240 (1928), Satz VI] herangezogen wird. Hilfssatz: Voraussetzungen 


n 
. ” t ” 33 Kl Tiz . . . 
wie bei Satz I. Dann ist y(2) = SZ Pı@) e”, wobei r,, ..., r„ verschiedene algebraische 


\ 
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Zahlen, Nullstellen der Funktion a + a,t-++--- im Kreis |< g, sind und jedes P,(z) ein 


Polynom mit algebraischen Koeffizienten und von einem Grade < v,— 1 darstellt, wenn v, 


die Vielfachheit der Nullstelle r,; ist. — Aus diesem Ergebnis wird unter Verwendung des Linde- 


ı mannschen Satzes die Behauptung von Satz I hergeleitet. Kasch (Göttingen). 


Gel’fond, A. 0. und N. I. Fel’dman: Über das Maß der gegenseitigen Trans- 
zendenz gewisser Zahlen. Izvestija Akad. Nauk SSSR, Ser. mat. 14, 493-500 
(1950) [Russisch ]. 

In a previous paper (dies. Zbl. 38, 30) Gel’fond had proved that if x is a 
cubic irrational and «+0, -+1 is any algebraic number, then a* and a°” are 
algebraically independent. In the present paper, the proof is strengthened so as 
to give the inequality 


IP (as, a>?)| > exp (> eo***) ; 


| Here e>0 is arbitrarily small; P(x, y) is a polynomial with integral coefficients, 


of degrees n, and n, in x and %, respectively, and of height 4; and 
o = max (n] + n,, log H) 
is assumed greater than a positive number depending on a, a, and e. Mahler. 


a Analysis. 
Mengenlehre: 


Wendelin, Hermann: Untersuchungen zur Mengenalgebra. J. reine angew. 
Math. 188, 78—99 (1950). 

Zum Studium verwickelterer, mit den üblichen Mengenverknüpfungen der Ver- 
einigung, des Durchschnitts und der Differenz an endlich vielen Mengen A,,..., 4, 
gebildeter Ausdrücke werden diese in Normalform übergeführt, wie solches auch 
im Aussagenkalkül der Logistik geschieht. Das Operieren mit Normalformen wird 
auch als ein Kalkül mit einreihigen Matrizen gedeutet. Dieser ist seiner Natur nach 
nichts anderes als das bekannte Rechnen mit den charakteristischen Funktionen 
auf der Menge der „Konstituenten“ Atı.-- An, ,=0,1, i=1,...,n (X=-X 
und X!=4A, +::-+4+4,— X) des Systems A,,...,A,. Analoge Überlegungen 
sind auch bei unendlichen Mengensystemen möglich. Aumann (München). 

Morse, Anthony P.: Squares are normal. Fundam. Math., Warszawa 36, 
35—39 (1949) 

Verf. entwickelt einen Beweis ohne Benutzung des Auswahlaxioms für den 
Satz, daß jede beschränkte ebene Punktmenge M mit inneren Punkten nicht paradox 
ist, d. h. nicht in zwei Mengen M,, M, zerlegbar ist, so daß M, und M zerlegungs- 
gleich, d. h. in je endlich viele paarweise kongruente Teile zerlegbar sind, = 1, 2. 
Die Methode ist verallgemeinerungsfähig auf beliebige Mengen, in welchen eine 
lösbare Gruppe von 1-1-deutigen Abbildungen definiert ist. Aumann. 


Ljapunov, A. A.: Einleitung. (Zyklus von Arbeiten zur deskriptiven Mengen- 
lehre.) Uspechi mat. Nauk, Moskva 5, Nr.5 (39), 11—13 (1950) [Russisch ]. 


Eine Programmauslegung über die deskriptive Mengenlehre als die Lehre vom Kontinuum 
und die Methoden, wie aus einfachen Mengen kompliziertere gebildet werden und inwieweit 
besondere Eigenschaften dadurch nicht verlorengehen; so werden z. B., ausgehend von Inter- 
vallen der Zahlengerade, durch abzählbare Summationen und Multiplikationen die B-Mengen, 
von da aus durch stetige Abbildungen A-Mengen gebildet, dann OA-Mengen als Komplemente 


der A-Mengen usw. Nun man kann beweisen, daß die Eigenschaft des Intervalles, eine perfekte 
- Menge zu enthalten, erhalten bleibt bei jeder unabzählbaren B-Menge (Alexandroff-Haus- 


dorffscher Satz) und jeder unabzählbaren A-Menge (Suslin), aber die Frage, ob dem auch 
so sei für CO A-Mengen (Lusinsches Problem), gehört zu den schwierigsten Problemen der Mengen- 
lehre (wie auch schon die Lusinsche Frage über die Mächtigkeit der (A-Mengen). — Dieser 
erste Teil des Zyklus, bestehend aus Artikeln von Stegol’kov, Arsenin-Ljapunov und 
Ljapunov (s. unten) beschäftigt sich mit A- und B-Mengen und deren Anwendungen auf 
implizite Funktionen und enthält die Hauptresultate, welche auf diesem Gebiet speziell in der 
Moskauer Schule des verstorbenen Lusin in der Zeit von 1915 an gefunden worden sind. Einige 
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Resultate sind in Lusins Lecons sur les ensembles analytiques (Paris 1930), Hausdorffs Mengen- 
lehre (2. und 3. Auflage, Berlin, 1927 resp. 1935) und Kuratowskis Topologie I(Monografie mate- 
matyczne. T.III. Warszawa 1933, 2. Aufl. 1948) enthalten. — Symbolik. Wir werden von 
folgenden Bourbakischen Bezeichnungen Gebrauch machen: Wenn A, B Mengen sind, sei 
A x B die Menge aller geordneter Paare (a,b) (ae A,bEDB). Wenn ECAx BundacA4, 
dann wird durch E(a) die Menge aller b € B bezeichnet, welche so besch affen sind, daß (a,b) €E. 
Die erste Projektion von E, symbolisch pr, E ist die Menge aller a€ A mit der Eigenschaft, 
daß E(a) # 0; die zweite Projektion pr, # wird als die erste Projektion von E"! definiert. 
[E-! ist die Menge aller (b, a), wenn (a, b) die Menge E durchläuft]. — Mit C, werden wir das. 
Kontinuum der reellen Zahlen bezeichnen. Kurepa (Zagreb). 

Stegol’kov, E. A.: Elemente der Theorie der B-Mengen. (Zyklus von Arbeiten 
zur deskriptiven Mengenlehre.) Uspechi mat. Nauk, Moskva 5, Nr. 5 (39), 14—44 
(1950) [Russisch ]. 

Die Arbeit ist eine sehr klare und übersichtliche, mit vollständigen Beweisen 
versehene Darstellung der Hauptresultate der (Borelschen) B-Mengen, welche, nach 
Lusinschen Vorbild, den Baireschen Räumen angehören. Der Inhalt ist aus den 
folgenden Paragraphenüberschriften zu entnehmen: $ 1 Bairescher Raum; 
$2 B-Mengen; $3 Klassifikation der B-Mengen; $4 Struktur der Klassen; 
$5 Trennbarkeit; $6 Bedingungen über die Nicht-Erhöhung der Klassen; 87 
Bairesche Eigenschaft; $ 8 Parametrische Darstellung, Mächtigkeit; $9 Topolo- 
gische Invarianz von Klassen; $ 10 Hausdorffsche Klassifikation. — Im $ 3 werden. 
die B-Mengen (wie in Lusins Buch) in „Lusin-de la Vallee Poussinsche Klassen“ 
KyKı:: Ku... (& <@,), eingeteilt und dann im $ 10 mit den Hausdorffschen 
Klassen verglichen. Die Existenz der Klassen K, wird mit Hilfe des folgenden 
„Cantorschen‘“ Hilfsatzes bewiesen. Wenn eine ebene Menge E bezüglich eines 
Systems N von linearen Mengen „universal“ ist [d. h. X ist identisch mit den zweiten 
Projektionen der Mengen E(x), («€ C})], dann gehört die zweite Projektion der 
Durchschnittsmenge von E mit der Geraden y = x nicht zu X. — In diesem Artikel 
(wie auch in den übrigen des Zyklus) wird den Trennbarkeitsproblemen besonderes 
Interesse gewidmet. — Im $ 5 werden die folgenden Lusin-Novikovschen Sätze be- 
wiesen (Lusin hat den Fall von 2 Mengen betrachtet): I. Eine höchstens abzähl- 
bare Familie von ‚Elementen‘ der Klasse K, ohne gemeinsamen Punkt ist ab- 
trennbar durch Mengen der „Basis“ B, [,,Element“ in X, ist jedes X € K,„, welches. 
gemeinsamer Teil von Gliedern aus Klassen <xa ist; alle „Elemente“ von K, 
welche ‚erreichbar von unten“ sind (d.h. welche Summen von Gliedern aus Klassen. 
<a sind), bilden die „Basis“ B, von K,]. II. Wenn von den Gliedern einer 
höchstens abzählbaren Familie von „Elementen“ aus K,„ ihr gemeinsamer Teil 
abgesondert wird, können die Restmengen durch die von „unten erreichbaren“ 
Mengen aus K, abgetrennt werden. (Nach Novikov sagt man, daß die Familie F 
durch die Glieder der Familie K abgetrennt werden kann, wenn jedes XE% zu 
einem oX € K gehört, so daß N pX = 0.) — Das Literaturverzeichnis am Ende 


der Arbeit ist nicht vollständig. Kurepa (Zagreb). 


Arsenin, V. Ja. und A. A. Ljapunov: Theorie der A-Mengen. (Zyklus von 
Arbeiten zur deskriptiven Mengenlehre.) Uspechi mat. Nauk, Moskva 5, Nr. 5 (39) 
45-108 (1950) [Russisch]. E 

Die Arbeit ist eine Auseinandersetzung von 38 Sätzen über A-Mengen (Sus- 
linsche Mengen), welche als Projektionen von B-Mengen definiert werden; es werden 
aber auch gewisse charakteristische Eigenschaften (also Definitionen) von A-Mengen 
in Betracht gezogen (als Resultat der A-Operation über die Baireschen Intervalle 
als stetige Abbilder des Baireschen Raumes, die Resultate der Siebungen durch 
„elementare Siebe“ usw.). Außer den wohlbekannten Resultaten über A-Mensen 
welche in den bekannten Büchern von Lusin, Kuratowski und Hausdorff on 
halten sind, wird besonderes Interesse den Trennbarkeits- und Uniformisierungs- 
problemen zugesprochen. Eine ebene Menge E ist uniform (eindeutig), wenn für 
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jeden Abszissenwert x die Menge E(x) höchstens ein Element hat. Man sagt (nach 


Lusin), daß eine ebene Menge E durch die ebene Menge M uniformisiert wird, wenn 


. M uniform ist und pr, M=pr,E. Es wird die Existenz von ebenen B-Mengen E be- 


wiesen, welche durch keine A-Menge uniformisiert werden können (es ist hinreichend, 


. daß pr; E keine B-Menge ist); aber jede ebene A-Menge (resp. B-Menge) kann durch 


eine A,s5-Menge (resp. © A-Menge) uniformisiert werden, welche sogar der Graph einer 


' meßbaren und mit der Baireschen Eigenschaft behafteten Funktion ist (Lusin- 
 Jankov) [die A, sind dabei Differenzen von zwei A-Mengen; Ags = (Av) usw.]. 


Nach S&egol’kov (s. Satz 38) kann eine ebene B-Menge E, wenn jede Gerade «= x 
mit E eine F,-Menge gemeinsam hat, durch eine B-Menge uniformisiert werden. 
$ 12 enthält einige Novikovsche Resultate über Siebe, mit Hilfe deren bewiesen wird: 
1. der Satz von Lusin: Wenn A,, A, zwei A-Mengen sind, sind die Mengen 
A,—-A,NnA, A,—4A,N A, durch OA-Mengen abtrennbar, sowie 2. der tief- 
liegende Satz von Novikov über die Existenz zweier disjunkten OA-Mengen, welche 
durch B-Mengen nicht trennbar sind. — In $$ 13 und 14 werden die Projektionen 
einer beliebigen ebenen B-Menge E untersucht; es wird der schöne Satz 36 (Arsenin) 


| bewiesen: wenn P die Menge aller Zahlen x bedeutet, so daß E(x) eine F,-Menge ist, 


dann ist P eine OA-Menge. [Der Fall, daß E(x) einpunktig resp. abgeschlossen ist, 
wugde durch Lusin resp. Novikov betrachtet; in beiden Fällen kann man so be- 
liebige lineare OA-Mengen bekommen]. Der Beweis des Satzes beansprucht mehr als 
8 Seiten! Kurepa (Zagreb). 


Ljapunov, A. A.: B-Funktionen. (Zyklus von Arbeiten zur deskriptiven Mengen- 
lehre.) Uspechi mat. Nauk, Moskva 5, Nr. 5 (39), 109—119 (1950) [Russisch]. 

Abschließende Arbeit dieses ersten Teiles des Zyklus (s. vorsteh. Referate). 
Paragraphenüberschriften: $1 Abbildung eines Baireschen Raumes auf einen ande- 
ren, $2 Abbildung eines topologischen Raumes auf einen metrischen Raum, $3 
Konvergenzmengen (von Funktionenfolgen), $ 4 Abbildung des Hilbertschen Raumes 
auf den von Baire, $5 Implizite Funktionen, $6 Bildung der B-Funktionen. — 
Sei f eine Abbildung des Raumes X auf den Raum Y. Die Familie der Mengen 
E [f(x2)&e HJ (H durchläuft die F- und @-Mengen von Y) heißt die „Klasse der 


7 

Lebesgueschen Mengen bezüglich der Funktion = f(x)“. Wenn diese Mengen 
B-Mengen (Borelsche Mengen) sind, so heiße f eine B-Funktion. Wenn die Menge 
aller (x, f(x)) («€ X) eine B-Menge des Raumes X x Y ist, so heiße feine „quasi 
B-Funktion“. Im Falle X = Y = dem Baireschen Raum ist die Klasse der B- 
Funktionen identisch mit der Klasse der Baireschen Funktionen (Lebesgue) resp. 
mit der der quasi B-Funktionen (Lusin). — Man geht von einer bestimmten Klasse 
K, der Abbildungen von X in Y aus und man definiert induktiv die Klassen K, 
(x <@,):K„ besteht aus Grenzwerten der konvergenten Folgen, deren Elemente 
aus Klassen K: (£ <x) genommen sind. Die so gewonnenen Funktionen heißen 
Bairesche Funktionen. Die B-Mengen werden analog klassifiziert. Verf. stellt dann 
die Beziehungen zwischen den Klassen der B-Mengen und denen der Baireschen 
Funktionen und der B-Funktionen dar. Sehr interessant ist der $5 über implizite 
Funktionen. Man nimmt an, X, Y, seien vollständige metrische Räume mit ab- 


 zählbarer Basis; wenn dann (x, y) eine reelle B-Funktion im X x Y ist, so 


werden u. a. folgende Theoreme bewiesen: die implizite Funktion y = f(x), welche 
durch (x, y) = 0 definiert wird, ist eine quasi B-Funktion. Der Definitionsbereich 
von f (als Projektion einer B-Menge) ist eine A-Menge (und sogar eine B-Menge, 
wenn f in jedem Punkte höchstens abzählbar viele Werte annimmt). — Wenn f 
eindeutig ist, ist feine B-Funktion. Wenn aber f nicht eindeutig ist, ist [ nicht immer 
eine B-Funktion und kann durch keine B-Funktion ‚uniformisiert‘“ werden: im 
allgemeinen Falle gibt es keine eindeutige B-Funktion g mit demselben Definitions- 
bereich wie f und so, daß o(z,9)=0 wird (Novikov); damit hängt der oben 
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zitierte Satz zusammen, daß es zwei disjunkte 0 A-Mengen gibt, welche durch B- 
Mengen nicht trennbar sind. Kurepa (Zagreb). 

Kozlova, Z. L.: On coverings of some A-sets. Izvestija Akad. Nauk SSSR, | 
Ser. mat. 14, 421—442 (1950) [Russian]. ; 

Problem: Let Z be an A-set of the square J? of the Baire’s space J, if for every 
x€J the set E (x) has a certain property P, does there exist a B-set, HDE so 
that the sets H(x) (x€J) have the same property P? The following cases of P 
had been considered and solved affirmatively [k X denotes the cardinal of X; E (=) 
.denotes all points of E with x as abscissa]: 1. kE(x) <1 (Glivenko), 
2. kE(x) = NS, (Lusin); 3. kE(x) <n, n being any natural number (Novikov), 
4. kE(x) <s, (Ljapunov), 5. The sets E(x) are well ordered and <a <a, 
[Kozlova, Izvestija Akad. Nauk SSSR, Ser. mat. 4, 479—500 (1940); this Zbl. 
24, 302]: 6. There is an «x <w, so that the derivative of order « of every E(x), 
(x€eJ) is void (Kozlova, ibid.), 7. All E(x) are dispersed of order x <a 
(Kozlova, ibid.), 8. E(x) is compact (Kozlova, ibid.). Pursuing the researches 
of the above mentionned paper the authoress solves the problem affirmatively for the 
following two cases of P: I. E(x) is „absolutely of the first class of subelass <a‘; 
II. E(x) is union of a ‚„dispersed system of sets with compact closure, and of height 
.@““ [according to T. II, in this case there is a B-set H so that H(«) is absolutely of 
the first class of order <«; the proof takes more than 13 pages]. In both cases « is 
‚any ordinal <@,. — Definitions. Sis absolutely of the first class, if every com- 
pact set X with XnS=-0 contains a compact portion of 8. ESG =&, 
seo= N 8%, Set = result of suppression in S{* of all compact por- 


E<oaw 
tions of S{*), then the first ordinal x such that St) = 0 is called ‚subelass“ 
of 8. — A system © of sets is „‚dispersed“, if in every non void MC © thereisa 
SEM separable from the sum of all other elements of M by means of a portion or a 
zero class set. [ L=UX_(X€6) and if LO=L, Lo)= nm L®, Le+2 


e<am 
— result of suppression in L(® of every isolated compact portion of L(), then the 
lowest ordinal ß so that LP —0 is called „index“ of Z. If for every x€J the 
index of E(x) is defined, the smallest number & so that for every x€J the index 
of E(x) is <a is called „height“ of E. Kurepa (Zagreb). 


Tajmanov, A. D.: On rough bases of ös-operations. Izvestija Akad. Nauk 
SSSR, Ser. mat. 14, 443—448 (1950) [Russian]. 

Denote Na system of infinite subsets of natural numbers. The author defines the 
„rough“ part N, of N as the system of all NEN contained in no smaller element 
ANENZ-AN—N, onehas VEN, U N,. Öös-operation carries every sequence 
E,&y... into the set Du (E,E,...)=-UNE, MenneN%. Lea 
Mi nn 
R—Dy (0), O3...) (completed form of N) C, denoting all neN with ne nah N, a 
NV, is called ‚„‚rough base“ of the ös-funetion Dy [O&an, Mat. Sbornik, n. S. 10 
(52), 157—163 (1942)]. There is a ös-operation having no rough base; e. Past: 
N (24,6... ., 2, 0) (BA ao eo 2, 
M is „rough“, but if By (E, By...) =OOy(cH,c B,,...), Me is not rough., 
The author uses a certain homeomorphie mapping, say f, of N into [0, 1] and proves 
the existence of such a N that {N be an A-set, but N, be not A-set (in any case 
IN,isan A,-set). The proof is based on the following theorem of author’s Thesis (On 
quasi-components of non connexe sets, Moscow University; no reference year is 
indicated): Let HE be an A-set of the euclidian square Q; the system of all closed sets 
CE each of which is contained in a single quasi-component of Eis an A-set in the 
space 2@ (notation and terminology as in Hausdorff’s Mengenlehre, 1914). 


Kurepa (Zagreb). 


] 
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Sierpinski, Waclaw: Sur un probleme de M. Lusin eoneernant les compl&ömen- 


\ taires analytiques. Fundam. Math., Warszawa 36, 44-47 (1949). 

I. Disons qu’une famille ® d’ensembles jouit de la propriöte m, si Ess ss 
| etant n ensembles quelconques de ®, il existe toujours n ensembles Hy Ho 
' de ® tels que 
Fa) 2,4, -.H,=0, (2) B,—E,B,:--E„CH, pour k=1,2%,..,n. 


ft L’A. d&montre par induction le theoreme suivant: „Si la famille © est additive et 
“ multiplicative et si elle jouit de la propriet& r, elle jouit de la propriete zz, quel que 
J soit n.“ — Applications: la famille des complömentaires analytiques dans un espace 
4 complet et separable possede ,, elle possede done aussi ,, se qui repond & une 
” question de M. Lusin [C.r. Acad. Sci. USSR. n. S. 2, 280—284 (1934) p. 283]. 
La m&me chose est vraie de la famille des PC(A). Un contre-exemple prouve qu’une 
* famille additive et multiplicative peut posseder w, pour tout n sans posseder la 
 propriete 7%, La question demeure ouverte de savoir si la famille des compl&men- 
* taires analytiques possede la propriete z,,. L’A. termine en donnant un exemple de 
3 ensembles analytiques qui, lorsqu’on leur enleve la partie qui est commune aux 
" trois, donnent des ensembles restants qui ne sont pas s&parables-B, se qui repond 
'& wife autre question de M. Lusin. Revuz (Paris). 


| Fodor, G. and I. Ketskemety: Some theorems on the theory of aggregates. 
) Portugaliae Math. 9, 145—147 (1950). 

Let $ be any non void set. The paper is dealing with set-functions @1 inverse 
“ of any mapping p by which to every non void subset X of $ is associated a point 
" @X of X. The authors prove the following results: I. Let, for a cardinal number n, 
. 8, be the set of all points x of $S so that g!(x) represents lor 2or....orn different 
© subsets of S;then #—1<<kn (k= cardinal of 8,). Thus, if n=1, 2, 3, 4, > 5 respec- 
X tivelythen k<1 (T.J, k<2(cf T.II), k<3,k <4and k< nrespectively. — 
} II. The cardinal of the set of all points of S each of which is associated to a subset 
2ofSofcardinal Sn is <n (ef.T.V). Kurepa (Zagreb). 


Helson, H. and E. Marezewski: On the symmetrie difference of sets. C.r. 
' Soc. Sei. Lett. Varsovie, Cl. III 41, 41—42 und engl. Zusammenfassg. 42 (1950) 
[Polnisch ]. 
The authors prove that, in some classes of operations, the symmetric difference 
is the only group operation (E. Marczewski, this Zbl. 38, 31; H. Helson, this 
Zbl. 38, 31). (Autoreferat.) 


nz 
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Alda, Väclav: Bemerkung über zwei Übungen in Öech’s Mengenlehre. Casopis 
Mat. Fys., Praha 73, D1i—D3 (1948) [Tschechisch ]. ’ 

Durch Gegenbeispiele wird bewiesen, daß die folgenden zwei Sätze (Übungen 
' 18.21 und 18.22 in Öechs Buche, p. 134) nicht richtig sind: 18.21 Sei #0 ein 


Mengensystem und MENU; es sei YA =E[XCM, XeW]; es ist dann 
& 


EX) =EKXCM,ZetW, AN) =EIXCM,XerN); 
= 2 


no) 


dabei bedeutentX bzw. rA den kleinsten Mengen-, bzw. o-Mengenkörper über U. — 
118.22 Sei. MEN, M,EeB U*=E(XCM, ZEN, 9%* Tees: YEeB); 


5 
(U, 8) sei das System aller A x Bmit AEW, BEB; es ist dann 
| 2%, 8*)=E[IZCM, x M,Zei (U, B)];7(A*, 9%) = D (ZCM, x M,„,ZEer (U, 8)]. 
zZ 
— Es wird aber bewiesen, daß die Bedingung ‚wenn AEW, dann MN AE L (A*) 
| bzw. Mn AEr(A*)“ notwendig und hinreichend ist, damit der Satz 18. 21 richtig 
} sei. Für die Richtigkeit vom 18.22 wird ebenso eine notwendige und hinreichende 


Bedingung angegeben. Kurepa (Zagreb). 
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Sierpinski, W.: Sur une proposition de A. Lindenbaum @quivalente a Paxiome 
du choix. €. r. Soc. Sci. Lett. Varsovie, Cl. III 40, 1—3 und polnische Zusammen- 


fassg. 3 (1948). | 
A.Lindenbaum et A.Tarski [C.r. Soc. Sci. Lett. Varsovie, Cl. III 29, 


299330 (1926), en particulier Th. 82 (L) A,] ont enonce sans demonstration que | 


l’axiome de choix etait equivalent & la proposition P que voici: P.m et n etant 
deux nombres cardinaux non nuls quelconques, ou bien chaque ensemble de puis- 
sance m est l’union de n ensembles non vides disjoints ou bien chaque ensemble 
de puissance n est l’union de m ensembles deux & deux disjoints. — L’A. en donne 


une d&monstration prouvant que P entraine une bonne ordination de tout ensemble. | 


Kurepa (Zagreb). 
Sierpinski, W.: Sur une famille d’ensembles lin&aires singuliers. C. r. Soc, 
Sci. Lett. Varsovie, Cl. III 40, 17—21 und polnische Zusammenfassg. 21 (1948). 
En generalisant un th6oreme de M. Kuratowski [Fundam. Math., Warszawa 
8, 201—208, p. 207 (1926)] I’A.prouve, en se servant d’une bonne ordination du 


ö ERS R 5 e a No we 1 
continu linsaire, qu’il existe une famille D de puissance 2? d’ensembles lin&aires 


distincts de puissance 28° telle que, quelles que soient HE® et la transformation 
biunivoque continue f de E en #, on ait fa)=x (x€E). L’A. en deduit le 
theoreme de M. Kuratowski (l.c., p. 203) disant qu’il existe une famille Y de 


& No er B h 
puissance 2? d’ensembles lineaires ayant, tous, les types de dimension au sens | 


de M. Frechet distincts. Kurepa (Zagreb). 
Sierpinski, Waclaw: Dernieres recherches et problemes de la theorie des en- 
sembles. Mat., Catania 5, 3—14 (1950). 
Der Aufsatz enthält einen zusammenfassenden Bericht über die Ergebnisse der 


folgenden, zum Teil weiter zurückliegenden, zum Teil in den letzten Jahren er- 


schienenen Arbeiten aus dem Gebiete der Mengenlehre: Kuratowski und Tarski 
[Fundam. Math., Warszawa 17, 240—248 (1931); dies. Zbl. 3, 105], Sierpinski 
[Fundam. Math., Warszawa 35 (1948), 36 (1949); zu 35 vgl. dies. Zbl. 31, 205, 385, 
386, 32, 52, 34, 180; C.r. Soc. Sci. Lett. Varsovie, Cl. III. 19, 25—35, 283—284 
(1926)], Kuratowski (dies. Zbl. 31, 290), Banach und Tarski [Fundam. Math., 
Warszawa 6, 244—277 (1924)], R.M.Robinson (dies. Zbl. 32, 403), Fraisse& [C. r, 
Acad. Sci., Paris, 226, dies. Zbl. 34, 176], Ben Dushnik und Miller [Bull. Amer. 


math. Soc. 46, 322—326 (1940); dies. Zbl. 24, 301], Wakulicz [C. r. Soc. Sci. 


Lett. Varsovie, Cl. IIT 42 (1951); Fundam. Math., Warszawa 36, 254—266 (1949)]. 
Die Ergebnisse dieser Arbeiten beziehen sich in der Hauptsache darauf, daß man 
unter Benutzung eines bekannten Satzes von Gödel zeigen kann, daß die Existenz 
gewisser singulärer Mengen mit den mengentheoretischen Axiomen nicht im Wider- 
spruch steht, ferner auf Theoreme über die Vergleichung von Ordnungstypen und 
über die Anzahl der verschiedenen Ordnungszahlen, die man erhalten kann, wenn 
man bei einer endlichen Summe von Ordnungszahlen die Reihenfolge der Summan- 
den vertauscht. Wilhelm Ackermann (Lüdenscheid). 

Zarankiewiez, K.: Sur les relations symötriques dans P’ensemble fini. Colloq. 
math. 1, 10—14 (1948). 

Sia A un insieme finito composto din elementi a,,@,,...,qa, qualunque. Una 
relazione o definita per alcune (non necessariamente tutte) coppie di elementi di A, 
antiriflessiva (cioe tale che a, non pa, per ogni i—=1,2,...,n) ma simmetrica 
(cioß tale che se a,oaj- viceversa awoqa, per ogni Vi", V=1, A . 
i=1,2,...,n) &dettaalmeno K-voca se esistono in A per ognii=1,2,...,n 
almeno K elementi distinti @,,@,....@, tali che a; 00, EI 
L’A. pone il problema: Esiste in A un sottoinsieme A* di p elementi in relazione 
o due a due? Si risponde affermativamente non appena la multivocitä K & ab- 
bastanza elevata. Piü precisamente l’A. dimostra che le due proposizioni: I: Dati 
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u tre numeri interi n>K>0 ep>1, in ogni insieme A di n elementi esiste, 
_ qualunque sia la relazione almeno K-voca p in essa definita, almeno un sottoinsieme 
e 4* di p elementi legati due a due dalla relazione oe, II: Siha K > 2 n, Sono 
| equivalenti. — Seguono alcune osservazioni e due interessanti anpliedriom del 
% teorema. Una di queste applicazioni assicura che, dato un insieme A di n punti in 
uno spazio euclideo e detta o la relazione di unione mediante un segmento, affinch& 
“ una qualunque figura formata da A e da alcuni segmenti che uniscono i suoi punti 
| ‚contenga necessariamente un triangolo occorre e basta che in ogni punto di A arri- 
“ vino piü di n/2 punti. Giuliano (Pisa). 

\ Iseki, Kiyoshi: On singular sets. II. On the $. Piceard’s theorem. J. Osaka 
} Inst. Sci. Technology 1, 75 (1949). 

Verf. bringt einen einfachen Beweis für den Satz von S. Picecard, daß die Ge- 
samtheit der Abstandsmengen der Punktmengen eines euklidischen Raumes die 


Y Mächtigkeit 22" besitzt. Verf. bezeichnet mit B eine Hamelsche Basis der Menge 
der reellen Zahlen und mit B(a) die Menge {a + x} (x€ B) für eine reelle Zahl a. 


© Sodann betrachtet er die Menge derjenigen geh Teilmengen B,, B,,... von B, die 
© mehr als zwei Elemente enthalten. Ist F, die Menge der Abstandsmengen D(B}), 
#.D(B,),..., so gilt stets D(B,) + D(B,) für B, + B,. Denn ist etwa z,weB, 
0 <|x—x'|=deD(B,), dabei x& B, so würde aus D(B,) = D(B,) die Exi- 
stenz zweier Elemente x’, x” von B, folgen mit |®’— x"’|=deD(B,). Aus 
diesem Umstand schließt Verf. auf die Beziehung B(d) " B=0, die er für un- 
möglich erklärt, weil für «=0 B(aJn B=0 sei. [Diese Bemerkung ist freilich 
irrig, denn für Oo+4a =, — x, (mEB,xy€eB) wird B(a)n B= {a}. Es ist 
vielmehr so zu schließen: Aus |«— x’ |=d = |x’ — x" |folgt «&—- # = + («@" — x”), 
und dies ist unmöglich wegen = x”, x + x’. Demnach ist die Einführung der 
Mengen B(a) überhaupt nicht erforderlich und der Beweis noch etwas einfacher. Ref.] 
Neumer (Worms). 


Differentiation und Integration reeller Funktionen: 


e Dadourian, H. M.: Introduetion to analytie geometry and the ealeulus. New 
York: The Ronald Press Company 1949. $ 3,25. 

e Holmes, €. T.: Caleulus and analytie geometry. New York: McGraw-Hill 
1950. X, 416 p. $ 4,75. 

e Haupt, 0. und G. Aumann: Differential- und Integralreehnung. I.: Differen- 
tialreehnung. Zweite, völlig neubearbeitete Aufl. Unter Mitwirkung von Christian 
Paue. (Göschens Lehrbücherei Bd.25.) Berlin: Walter de Gruyter & Co. 1950. 210 8. 
Halbleinen DM 16, 50. 

Cesecond volume (vol.Iv.ce Zbl.32, 338) couvre essentiellement le Calcul differen- 
tiel classique : lesdeux premiers chapitressont consacr6s en prineipe aux fonctions (r&el- 
les) d’une seule variable reelle, le troisieme aux fonctions reelles de plusieurs variables 
r&elles, tandis que le dernier traite des fonctions implieites et des systemes de fonctions 
. de plusieurs variablesreelles. On peut caracteriser la tendance generale de l’ouvrage 
en disant qu’il est oriente vers ce qu’on peut appeler l’Analyse „fine“. D’une part, 
en effet, les questions classiques sont toujours traitdes avec un soin extreme, en 
indiquant le plus souvent les hypothöses les plus generales necessaires &la validite des 
resultats; eitons en partieulier l’&tude du wronskien et celle du calcul des diffe- 
rences au chap. I, et toute la theorie des fonctions implieites et des fonctions de- 
pendantes au chap. IV. En outre, le chap. II tout entier est consacr6 & l’expose 
| des progrös r6cents dans l’&tude diff6rentielle des fonctions d’une variable: nombres 
 derives (et plus generalement contingent d’un ensemble), avec les theoremes de 
Denjoy, Saks et Roger, existence presque partout d’une tangente ä un arc recti- 
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fiable, condition d’existence de la limite d’une difference divisee, fonctions convexes 
d’ordre n, ete. Le rapporteur regrette que le calcul vectoriel et matriciel ne soit pas || 
davantage utilis& dans l’&tude des systemes de fonctions; le theoreme des accroisse- || 
ments finis gagnerait beaucoup & ötre exprime dans ce langage, ce qui ferait voir 
nettement qu’il exprime une inegalite, alors que sa formulation usuelle au moyen | 
d’une egalit6 ot figure un 6 indetermine est tout & fait fallacieuse et ne s’etend pas 
aux fonctions vectorielles. J. Dieudonne (Nancy). 

Mayrhofer, Karl: Über den Zusammenhang der additiven Inhalts- und Maß- 
theorien. Österreich. Akad. Wiss., math.-naturw. Kl., S.-B., IIa 158, 1—36 (1950). | 

Beim Aufbau der Theorie des Maßes (d.h. der nicht-negativen, abzählbar- 
additiven Funktionen über einem o-Körper von Mengen oder vielmehr über einem 
Booleschen o-Verband) kann man den Maßbegriff entweder direkt (axiomatisch) ein- | 
führen oder ihn, ausgehend von einem „äußeren“ oder ‚inneren Maß‘, gewinnen. 
Verf. stellt sich die Aufgabe, beide Theorien hinsichtlich ihrer gegenseitigen Bezie- 
hungen systematisch zu untersuchen und miteinander zu verbinden, sowie Gleiches 
für die Theorie des Inhaltes (d.h. der nicht-negativen, endlich-additiven Funktionen 
über einem Booleschen Verband) zu leisten. Es ergibt sich so eine zusammenhängende 
Theorie, die z. B. wiederum die Rosenthalsche Charakterisierung der inneren Maße 
liefert, welche zu regulären äußeren Charatheodoryschen Maßen gehören, sowie 
die Hahnsche Erweiterung eines abzählbar-additiven Inhaltes zu einem vollständigen 
Maß. Haupt (Erlangen). 

Marezewski, E.: Sur P’extension de mesure. ©. r. Soc. Sci. Lett. Varsovie, 
Cl. III 40, 64-65 (1948) [Polnisch]. 

En connexion avec un resultat dü & M. Kakutani [Proc. Imp. Acad., Tokyo, 
20, 115—119 (1944)], I’A. enonce un resultat [Theoreme IV, p. 128 dans Mar- 
cezewski, Collog. math. 1, 122—132 (1948); ce Zbl. 38, 35] dont la demonstration 
est analogue & celle du Th. Il fondamental, p. 25 dans Marezewski, Fundam. Math. 
35, 13—28 (1948); ce Zbl. 32, 54. Kurepa (Zagreb). | 

Marezewski, Edward: Two-valued measures and prime ideals in fields of sets. 
C. r. Soc. Sci. Lett. Varsovie, Cl. III 40, 11—16 und polnische Zusammenfassg. 
16-17 (1948). 

Es sei € (bzw. Q) der kleinste Mengenkörper, der alle Teilintervalle (bzw. 
offenen Teilmengen) und alle endlichen (bzw. abzählbaren) Teilmengen des offenen 
Intervalles 7= (0,1) enthält. Es bedeute ferner u/E (bzw. v/Q) ein additives 
zweiwertiges Maß u (bzw. v) über E (bzw. Q) mit den Werten 0 und 1. u/E bzw. 
v/Q, heißt nicht trivial, wenn es für alle einpunktigen Teilmengen Null ist und nicht 
identisch verschwindet. Man kann leicht alle u/E klassifizieren. Jedes u/E ist 
nämlich genau von einer der drei Formen: ß,(X) = 1, wenn pe X, sonst B, (X) = 0; 
Y, (X) = 1, wenneina <p existiert, so daß das Intervall (a, p) C X, sonst DW 
6, (X) =1, wenn ein 4> p existiert, so daß (a, p) C X, sonst 6, (X) = 0; dabei 
ist p=supE[u((0,2))=0] und Xe€. — Ist u/E nicht trivial, so kann man 


€ 

effektiv eine Zerlegung I= 1 UJ,U--- mit L,e&undu(1)=0, k=1,2,.... 
bestimmen. Daraus folgt, daß kein nicht triviales u/E totaladditiv ist. Die Klassi- 
fikation aller »/Q ist nicht so trivial, wie bei u/E, sie ist analog der Klassifikation 
solcher Maße über dem Körper X aller Teilmengen der Menge der natürlichen Zahlen. 
Es existieren aber nach einem Satz von Ulam [Fundam. Math., Warszawa 14, 
231—233 (1929); Tarski, ebenda, 15, 42—50 (1930)] nicht triviale v/Q. Setzt man 
letzteres voraus, so kann man die Existenz nicht trivialer zweiwertiger Maße vR 
unmittelbar ableiten und dann effektiv nach Sierpinski [Fundam. Math., War- 
szawa 30, 96—99 (1938); dies. Zbl. 18, 114] eine nach Lebesgue nicht meßbare 
Funktion konstruieren. Es werden weiter Beziehungen zwischen u/® und Prim- 
idealen in abgeleitet. Jeder Satz über u/E kann durch einen Satz über Primideale 
ausgedrückt werden und umgekehrt. Kappos (Erlangen). 


201 


Marezewski, E. and R. Sikorski: Remarks on measure and category. Colloq. 
math. 2, 13—19 (1949). 

1. Hat. ein separabler topologischer Raum X, in dem ein Maß definiert ist, 
‚die Eigenschaft, daß jede abzählbare Teilmenge in einem @; vom u-Maß 0 enthalten. 
ist, so gibt es eine Zerlegung X = H-+K, wo H vom u-Maß 0 und K von erster 
' Kategorie ist. Hieraus wird abgeleitet, daß für jedes «-dimensionale Maß u in 
‚ einem separablen metrischen Raum X eine Zerlegung obiger Art möglich ist. — 
2. Es gibt auch eine solche Zerlegung in jedem metrischen Raum, in dem eine dichte 
Menge von ‚„‚Nullmaßmächtigkeit‘ enthalten ist, bei jedem o-finiten Maß u, welches 
‚ auf einpunktigen Mengen verschwindet. Dabei heißt die Kardinalzahl m eine Null- 
maßmächtigkeit, wenn jedes auf allen Teilmengen einer Menge von der Mächtigkeit 
meerklärte endliche Maß, welches für alle einpunktigen Mengen verschwindet, iden- 
' tisch Null ist. Anwendung auf Abbildungen führt u.a. zu einer Verallgemeinerung 
eines Satzes von Sierpinski: Es sei u ein Borelsches Maß in einem topologischen 
Raum Y von der Art, daß jede abzählbare Teilmenge in einem G5 vom u-Maß 0 
_ enthalten ist, ferner f eine stetige Abbildung des separablen topologischen Raumes 
_Xin Y. Dann gibt esein ACK, so daß u(f(A))=0 und X— A von erster 
' Kategorie in X ist. — 3. Ist vein Maß auf einem o-Mengenkörper %, so gibt es einen 
normalen, bikompakten und totalunzusammenhängenden Raum X und ein Bo- 
relsches Maß u auf X derart, daß u auf allen Teilmengen erster Kategorie und nur 
auf diesen verschwindet und fast isomorph ist zu v. Das Letzte heißt, daß es einen 
Isomorphismus A der Restklassensomenringe %/%, und B/®, mit #(h (B)) = u(B) 
für alle BE B/B, gibt, wo B den o-Mengenkörper der Borelschen Mengen von X, 
und 7%; ®, die betreffenden Nullmengenideale, » und z die induzierten Maße be- 
zeichnen. Aumann (München). 


Sikorski, R.: Independent fields and cartesian produets. Studia math. 11, 
' 171—184 (1950). 
| Dans cet article ’A. etudie les familles de tribus definies sur un möme espace 
relativement & deux notions d’ind&pendances: l’une intrinseque, l’autre utilisant 
' des mesures d6finies sur ces tribus. I. L’A. dit que les tribus (X,)acı definies 
sur l’ensemble & sont ind&pendantes si toute intersection denombrable de parties x, 
de & est non vide des que pour tout nilexiste},€ A tel que x,€ X,, et que}, #4, 
si mn. — Soit en general (X,)z.ı une quelconque famille de tribus definies 
sur &; si X designe l’ensemble produit des ensembles (X,)2eAa, tous isomorphes & 
 &,etsiX* estsur X4 la tribu dont tout &l&ment est l’ensemble de tous les points de 
%4 dont la A-coordonnee appartient & un m&me el&ment de X,, l’application 2 —0(x), 
qui & tout z€ X associe le point de X“ dont toutes les coordonnees sont 6gales & 
x, definit (par extension & l’ensemble des parties) une application de la plus petite tribu 
contenant toutes les X, sur la restrietion & O(X%) de la plus petite tribu contenant 
toutes les X* et cette application sera biunivoque si et seulement si les X, sont 
ind&pendantes au sens I. — II. L’A. dit que les tribus (X,)2ea definies sur &, 
associges aux mesures u,, des masses totales 1, sont stochastiquement independantes, 
‚s’il existe sur la plus petite tribu contenant les X, une mesure u prolongeant les u; 
et telle que la mesure u d’une intersection de parties x, soit egale au produit des 
u(x,) des que les x, satisfont & la condition donnee en I. Si les X, et zu, sont quel- 
conques [avec u,(X) = 1 quel que soit A] ou peut definir comme en I. les % et 
d’une fagon naturelle uf, ainsi que u*, produit des mesures „7. Alors une condition 
hecessaire et suffisante pour que la u*-mesure exterieure de 9(X) soit 1 est que les 
X, soient stochastiquement ind&pendantes. La mesure u, extension des Ha & la 
plus petite tribu contenant les X,, est alors equivalente & la mesure induite sur 
0(%) par u*, en ce sens qu’il existe un isomorphisme h de & sur #(&) tel que (x) = 
u*[h(z)]. Riss (Nancy). 
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Csäszär, Akos: Sur une elasse de fonetions non mesurables. Fundam. Math., 
Warszawa 36, 72—76 (1949). £ 

L’A. dit qu’une fonction f(x) de variable r&elle est interne dans l’intervalle 
(a,b) sipour a<e<y<b, ona 


inf [f(®), f(y)] <y( 5 ”) <sup [f(«), |f(y)] 


les 6galites n’ayant lieu que si f(x) = f(y). Il montre qu’une fonetion interne non 
monotone n’est continue en aucun point et ne peut pas Etre mesurable. Revuz. 
Leja, F.: Une gen6ralisation de l’&cart et du diamötre transfini d’un ensemble. 
Ann. Soc. Polonaise Math. 22, 35 —42 (1950). 
Verf. gibt eine Verallgemeinerung des transfiniten Durchmessers. Sei R ein 
metrischer Raum, « > 1,B(P,,..., Ps) eine für P,ER (i=]1,...,«) definierte 
stetige, positive, symmetrische, der Bedingung ®(P,..., P) = 0 unterworfene 
Funktion, E eine kompakte Punktmenge von R. Ist für n>a Punkte P,,...,P, 
die Größe v(P,,...,P,) durch v»= IT. D(Pi»..., Pi,) definiert, ist | 
1Si,h,<...<iaen 
ferner v,—= sup v(P,,..., P,), So strebt die Folge v,, vx+1... monoton abnehmend nach 


ie 

einem a v(®, E). Spezialfälle der so eingeführten Mengenfunktionen sind: 
der transfinite Durchmesser, dessen von G.Pölya und G. Szegö eingeführte 
räumliche Verallgemeinerung, die durch Verf. eingeführte Größe 0(E) (vgl. nach- 
stehendes Referat). G. Hajos (Budapest). 

Leja, F.: Sur une elasse de fonetions homogenes et les series de Taylor des 
fonetions de deux variables. Ann. Soc. Polonaise Math. 22, 245—268 (1950). 

Ist — mit den Bezeichnungen des vorangeh. Referates — R die komplexe 
Ebene und ist ®(P,, P,) der Betrag von $ |x,9,— x, y,|, wobei x,%, die kom- 
plexen Koordinaten des Punktes P, sind, so ergibt sich als v(®, E) die durch Verf. 
[Bull. internat. Acad. Polonaise Sci. Lett., Cl. Sci. math. natur., Ser. A 1933, 453— 
461; dies. Zbl. 9, 161] eingeführte Mengenfunktion 0(E). Bildet man die homo- 


"7 D(P,P 
genen Polynome n-ten Grades TW(P;P,P,..,„P,)= I] Br Br und ist 
0 RER 


(RE) 
T,(P,E)= inf max |7T@(P; P„P,.-., P„)|, ist ferner O(E) > 0, so konvergiert 
Pe ij 

die Funktionenfolge v8 (P,E) gegen eine endliche Limesfunktion t(P, E). Verf. 
untersucht diese Funktion; ihre Stetigkeitsuntersuchung bietet besondere Schwierig- 
keiten, die Verf. nicht alle beseitigen konnte. Wenn eine Reihe 9, + pı (, 4) 
+ Pa (8, y) +: homogener Polynome p,(x, y) n-ten Grades [z. B. die Taylorsche 
Reihe der Funktion f(x, y)] in den Punkten der Menge E mit 0(E) >0 gleich- 
mäßig konvergiert (oder wenigstens gleichmäßig beschränkt ist), so kann behauptet 
werden, daß die Reihe in allen Punkten P des Gebietes t(P, E) <1 konvergiert. 
Dieser Satz läßt sich nicht wesentlich verschärfen, da eine Reihe angegeben wird, 
die die Voraussetzung erfüllt und in der Umgebung eines jeden außerhalb dieses 
Gebietes gelegenen Punktes divergiert. @. Hajos (Budapest). 

Youngs, J. W. T.: Topologieal methods in the theory of Lebesgue area. Bull. 
Amer. math. Soc. 56, 17—31 (1950). 

The present paper is a general outline of the recent developments of Lebesgue 
area theory. Most results have been already referred to in this Zbl. [seee.g. T. Rad6; 
this Zbl. 24, 387; 33, 170; J.W.T. Youngs; this Zbl. 30, 416; L. Cesari; this. Zbl. 
33, 54]. The paper is recalling the following remarkable new results of the author, 
which are contained in papers now in process of publication. — I. Let h: X>E3, 
fa: X > E®, be given continuous transformations from any continuous compact 
2-manifold X into the 3-euclidean space E®. Then f, and f, are representations of 
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the same Frechet surface if and only if: a) there is a monotone-light factorization 
Im, of f, with common middle-space &, i= 1,2; b) if m, = m, IX (X boundary 
of X), then there is a monotone-light factorization A u, of m, with common middle 
‚space &,i=1,2; ec) if m}: H?(X, X) > H?(X,X) and uf: HY(Z) > H!(X) are 
the homeomorphisms induced by the mappings m, and u, respectively, i=1, 2, 
and 6: HU(X) — H?(X, X) thenthere isan automorphism 7: H?%(X, X) H2(X, X) 
such that du =nöus, m’ = nm$. This result involving, as for it concerns 
_ condition ce), the Cech cohomology theory, solves the topological representation 
problem, that is the topological characterization of the Frechet equivalence. — 
II. I f: X — E®, is a given transformation (see above) and Im is a monotone-light 
factorization of f with middle-space X, then f has Lebesgue area zero if and only if 
dim &£<2. This result characterizes the surfaces of zero Lebesgue area, generaliz- 
ing a result of T.Radö [Ann. Math., Princeton, II. S. 44, 173—191 (1943)] for 
the case where X isa 2-cellor a 2-sphere. L. Cesarı (Lafayette, Indiana). 

Radö, T. and P. V. Reichelderfer: On generalized Jacobians. Trans. Amer. 
math. Soc. 68, 405—419 (1950). 

‚ Given a function f(w), w —=(u, v), w€ R, R simple Jordan region on the (u, v)- 
pläne E,, then f{w) is said to have an approximate limit at a point w,€ Ru, Ro 
interior of R, if forany e > 0, w,is a point of density of the set of the joints w such 
that |f(w)—a| Se. If ff(w,) =& then, under general conditions for f(w), the 
function f* (w) is defined almost everywhere (a. e.) in R,, and f*(w) = f(w) a.e. in 
R,- — Given in the euclidean space E, a surface S of finite Lebesgue area and para- 
metrically represented on R, then the derivative D(w) of the Lebesgue area as a rec- 
tangle function is defined a.e.inR,. EX =0 «12.22, Y=0O y!y?y? are any two 
right handed orthogonal systems of coordinates in E,then we have two different para- 
metrical representations of S on R related by elementary linear relations. We have 
also two groups j(w) = (j}; ja, 73), J(w) = (J}, Ja, Jz) of generalized Jacobians, each 
defined a. e. in R,, i.e. for any we R,—e(X), we Ru— e(Y), where e(X), e(Y) are 
sets of measure zero. We also know that (I) j(w) and J(w) are related by the same 
elementary linear relations, which hold for the coordinates, a.e. in R,, i.e. for any 
we R,—e (X, Y), e set of measure zero [L. Cesari, Comment. math. Helvetici, 
22, 1—16 (1949); this Zbl. 31,15; P. V. Reichelderfer, Duke math. J. 16, 73—83 
(1949); this Zbl. 33, 171]. (II) D(w) = |j(w)| a.e. in R, [Cesari, loc. eit.]. The 
problem arises if the existence of the generalized Jacobians and the relations I and II 
can be stated „uniformely“ a. e. in R,, i.e. for any we R,— e, where e is a set of 
measure zero independent from X, or Y. The main result of the paper is that this 
aim is attained if we consider instead of j(w), or J(w) the approximate limits 7* (w) 
or J*w). L. Cesari (Lafayette, Indiana). 

Ceceoni, Jaur6s: Su di una congettura di T. Radö. Rend. Sem. Mat. Univ. 
Padova 19, 342—366 (1950). 

T. Radö [Atti Congr. internaz. Mat., Bologna 1928, 6, 355—360 (1932)] observed 
that a natural modification of two remarkable definitions of area of asurface Sproposed 
by Peano and Geöcze respectively, led to definitions which satisfied the general 
prineiple of lower semicontinuity, and he conjectured that the new areas might 
coincide with the Lebesgue area Z (S). Various modifications are today known for 
such areas and, for simplieity’s sake, we denote by @ (8), P (S) any of such modi- 
fications of the Geöcze and Peano areas. The equality @ ($) = L (8) for all surfaces 
S has been proved by L. Cesari [Atti Accad. Italia, Mem. Ol. Sci. fis. mat. natur. 
14, 891—950 (1944)]. The main result ofthe author isthat @ (S)= P($)=L(8) 
for all surfaces S and for various definitions of @ ($) and P(S). Therefore 
T.Radö’s conjecture is completely proved. — Here is one of the defini- 
tions of P (8) considered by the author. Let $S:x = x(w), w€ ES ae 


- let r* be the boundary of r, © the closed continuous curve image of r* 


>... E #, Fi a = EIE IT  Ba 2 RER 
s BEISER ; 4 ; A 
en } Z $ a 
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w= (u,v),Q unit square, ©(w) continuous in Q] be a given surface. Let o 
be any finite subdivision of Q in simple Jordan regions r C0@. For any. r&o, 


on S; x any plane in E,, CO, the closed plane continuous curve projection of ©ono; 


(£,n) a system of cartesian coordinates on &; O (&, n; Cs) the topological index of | 


the point (&,n) with respect to 0, [0 (&,17;0,)=0 HE (&m)€ Gl» Pi2 %) —: 
SS |OX&n; 0) |d&dn; pP (r) = Supr (r;0); PiO)=Sup > pn. P (8) is a 


o .reo 
lower semicontinuous functional and coincides with Z (8) for all surfaces. 
L. Cesari (Lafayette, Indiana). 


Besicoviteh, A. $.: Parametrie surfaces. Bull. Amer. math. Soc. 56, 288 — 
296 (1950). 

Various viewpoints proposed by many authors in a great length of time for 
general definitions of length, area, volume, agree all for the concept of length, agree 
for area and volume in all elementary cases, but differ beyond the elementary range. 
In recent years many of the various viewpoints have been brought into two fundamen- 


tal ones: The one which follows concepts introduced by Minkowski and Cara- | 


theodory and which leads to consider a surface as a set of points and the area as 


its 2-dimensional Hausdorff measure; the one which follows concepts introduced by | 


Lebesgue and Tonelli, which aims to conserve for area and volume the lower 
semicontinuity as a general property and which leads to consider a surface as a 
2-dimensional path and the area as the result of a limit process on the elementary 
areas of polyhedral surfaces (Lebesgue area). The modification between these two 
deep-seated viewpoints has been not yet reached [See i. e. A. S. Besicovitch, 


Quart. J. Math. (Oxford Ser.) 16, 92 (1945); T. Radö, Length and area, New York 
1948; this Zbl. 33, 170]. — In the present paper the author recalls previous results 
of his (loc. eit.): a) There exists in the euclidean space H,a path surface 8, topological 


image of a disc, of finite Lebesgue area, whose set[S] C E, of allthe points occupied 


by 8 has positive 3-dimensional measure, hence infinite 2-dim. Hausdorff measure; 
b) there exists in Z, a path surface S, topological image of a disc, of finite Lebesgue 


area L(S), whose set [8] C E, contains a square gand area qg >L (8). — In both 


examples S contains infinite „thin coins‘‘, whose total area is as small as we want, 


whose vertices constitute a countable set E,, E, being everywhere dense in a closed 


set E of positive measure in the example a), everywhere dense in q in the example b). 


Because of the continuity of 8 the set [S] is closed, hence [SI DEDE, inthe 


example a), [5] 2 qD E, in the example b). — c) Further research on surfaces. 


of minimal area recalled in the paper have been referred to in the previous paper 


(this Zbl. 38, 264). L. Öesari (Lafayette, Indiana). 


Love, E.R.: Repeated integrals involving Cauehy prineipal values. J. London 


math. Soc. 25, 184-189 (1950). 


Verf. gibt Bedingungen an, unter denen die Integrationsordnung bei Doppel- 


integralen, die einen Cauchy-Hauptwert enthalten, vertauscht werden darf. Folgen- 
des wird bewiesen. Essei 9,»9>1,0<x <1i und 


(V}) key te+yPHCL(- 0,00), 


oo [0,0] 


(V) S If +mM—tz,a—h)Ppde=0O(her), f If +k,0)—f(x—h, x) |"de= Och? 2) 


— 00 —00 


für fast alle genügend kleinen h-Werte. Dann gilt 


Sde Ste Y) w-atdy= ) dy [ te, y)(y— za) 1de, 


wobei die inneren Integrale als Cauchy-Hauptwerte im L?-Mittel bzw. L@-Mittel 
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oo 


existieren [d.h. wenn F(x, h) - 7 4 v7 (2, y) (y—x)1dy, dann gilt 
tn 


f |F(&,h)—F (= h')|de—0fürh,h’ —0,s = p bzw. q]. — Ein analoges, etwas 


Be chärftes Ergebnis wird unter entsprechend strengeren Bedingungen im Falle 
endlichen Integrationsintervalles hergeleitet. Göran Borg (Uppsala). 
Ultar, JoZe: Ein Grenzwertsatz. Bull. Soc. Math. Phys. R&publ. popul. Ma- 
‚cedoine 1, 41—44 und deutsche Zusammenfassg. 45 (1950) [Mazedonisch]. 
Dion du thöoreme suivant: Etant donnees les fonctions f(x, «) 
et g(x,«) des variables ind&pendantes x et « definies et continues dans le rectangle 
J,:0<x<sb, J,:c <a <d, supposons que pour chaque valeur de x appartenant 


a J, (& Vexception peut-&tre d’un nombre fini de points isoles) existe la limite 
d 
lim ce k et que cette limite soit ind&pendante de x. Si f' 9(%,&) dx n’est pas 
a 


> 9%, %) 


b b 
identiquement nulle dans le voisinage de a, on a lim f f(x, &) da! f g(2,) de = 
%&>0& U a 


d 
auontraire, si f g(z,«)d«=(0 dans un certain voisinage de &, on a aussi 
a 


[ f(x, a) dx = 0 dans le möme voisinage. Le th&eoreme reste encore vrai si l’on 


Eanisee J, par une suite de nombres ayant &, pour point limite pourvu que 
F(z,o)/9 (x,&) tend uniformement dans l’intervalle J, vers une constante k lorsque 
.& tend vers &g. L. Tehakaloff (Sofia). 

Montiecelli, Edgarda: Determinazione di una classe di eurve unieursali il eui 
arco si esprime a mezzo di un integrale ellittico di prima speeie di Legendre. Pubbl. 
Face. Sci. Ing. Univ. Trieste, Ser. B, Nr. 50, 107—121 (1950): 

Anknüpfend an Serret und Cayley wird durch Ausscheidung von t aus 


1 U SER a Era SIRSNRU 
| BB oeror (> Dura Bee 
die Streckung des Kurvenbogens mittels F(o, Yn/n +1) n + 1)) vollzogen und geome- 
trisch ausgedeutet. W. Maier (Jena). 


Conti, Roberto: Sulla derivata dell’integrale. Boll. Un. mat. Ital., IIT. S. 5, 


128—133 (1950). 
Se f(x) (a <x <b) & una funzione limitata e misurabile, posto F(x) = 


T 
ef fit) dt + cost l’A. mette a confronto le condizioni che assicurano che in un punto 


2 di (a, b) & F'(z) = 0. — Tre sono le condizioni che si conoscono, la prima delle 
quali & dell’A., la seconda di Thomae, e laterza si prova facilmente ripetendo un ra- 


‚gionamento di Denjoy. A) La funzione a sia assolutamente integrabile per 


d 
2 <<. B) Esista finito il limite lim f [D a. ©) La fl) sia „approssi- 
7% x +6 
mativamente infinitesima, a destra, nel punto =“ ‚ il che vuol dire che l’insieme 
dei punti £>x nei quali & |f(t \|<o ha in x una densitä eguale ad uno, 
comunque si scelga 0 >0. — L’A. prova che ogni funzione soddisfacente la A) 
soddisfa anche la B) elaC) e dä un esempio di una funzione che soddisfa la B) e la C) 
ma non la A). Osserva poi che si possono costruire facilmente esempi di funzioni 


‚che soddisfano la B) e non la C), e altre che soddisfano la C) e non la B). 
Giuliano (Pisa). 


ei. j 


Coe, ©. J.: The generalized Leibniz formula. Amer. math. Monthly 57, 459 
—466 (1950) . 
n 


La nota formula di Leibniz «”{u(x) - v(z)} = 93 ( 
k=0 
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N 


k ) d”F u(z)d" v(x) viene dall’A. |W' 


generalizzata nella seguente: 
f{DJuv=u:f(D+a)v + ufD +a)v 


D—a): (DE Naar, 
i" = a 


dove f(D) & una funzione razionale intera dell’operatore differenziale D di grado n ea & una 
costante indipendente da x. — Sia ancora f(D) una funzione razionale intera dell’operatore 
differenziale D di grado n. L’operatore inverso di f(D) che viene indicato con 1/f(D) viene 
definito come quell’operatore che applicato a una funzione u(x) da una funzione y(&) tale che 
D) y(x) = u(x). Sia ora F(D) = P(D)/Q(D) dove P(D) e Q(D) sono funzioni razionali intere 
di gradi pe q rispettivamente. Se a & una costante indipendente da x, ’A. stabilisce la seguente 
formula generalizzata di Leibniz per l’operatore inverso: 


ul. (Drau. 


eh a 
BNP D+av+::: 


F(D)uv=u:-F(D a ur(D+a)v+ 
(Da ID —@)* R„(D,, D,)\ 
a! 210) 

[in eui, supposto che «(s), ß(t) siano due funzioni sufficientemente differenziabili, s’intende che 
sia RMaß= 6" aßl0s" e Draß=6"«Pß/dt” e, detta f(D,,D,) una funzione razionale intera 
di D,e D,, per operatore inverso di f(D,, D,), il quale si indica con 1/f(D,, D,) s’intende quel- 
l’operatore che applicato alla funzione «(s) ß(t) da una funzione y(s, t) tale che f(D,,D;) y(s, t) 
= a(s) Pl]. R„(Di, D;) $ una funzione razionale intera di D,—ae D,, in cui compaiono, 
di D, — a, soltanto potenze intere positive di grado non superiore al piü grande dei due numeri 


ur" (D+a)v 


UV 


p—neqg-—.1. — Dell’ una e dell’altra formula generalizzata di Leibniz vengono date alcune 
applicazioni, in particolare alla teoria delle equazioni differenziali lineari ordinarie a coeffi- | 
cienti costanti. Güuliano (Pisa). 


Zahorski, Z.: Sur la premiere derivee. Trans. Amer. math. Soc. 69, 1—-54 
(1950). 

Cet article r&alise un progres sensible vers la solution du probleme de caracteriser 
par des conditions topologiques et metriques la classe des fonctions reelles d’une 
variable r6elle admettant une primitive. L’A. essaie de caracteriser cette classe 
par la nature des ensembles E[f(xz) >a]. Il introduit pour cela les classes M 


T 
d’ensembles F, definies par: My: tout point de l’ensemble en est point d’accumulation 
bilateral. M,: tout point de l’ensemble en est point de condensation bilateral. 
M,: tout voisinage unilateral de tout point de l’ensemble renferme une partie de 
l’ensemble de mesure positive. M,: l’ensemble est la r&union d’une suite d’ensembles 
fermes F, et il existe une suite de nombres 0 <n, <1 tels que pour tout zEF, 
et pour tout ce > il existe un nombre e(x, c) tel que pour tous h et h, verifiant 
khh>0, hihy>c, Obi Meine), en Zee nl u 
My: ensemble satisfait & M,et n,„ > 0 pour touslesn. M;: tout point de l’ensemble 
en est point de densite. — Il designe par $ la classe des fonctions de 1° classe de 
Baire possedant la propriet& de Darboux et par M, la classe des fonctions pour 
lesquelles les ensembles E[f(xz) >a] et E[f(x) <a] appartiennent & M, quel que 
z 


% 
soit a. Il prouve les 6galites JM, = M; et les inclusions strictes 
M,EMZEM,CM,OM;. 

Si® est la classe des fonctions derivees, % celle des fonctions finies et B celle des 
fonctions bornees, YA. e&tablit les inclusions strietes DC M, DIECM, 
BOM,CBDCBM;. Un resultat plus striet est prouv& pour les ensembles 
El[f(x) >a]. On a: la condition n6cessaire et suffisante pour qu’un ensemble Z 
x 


WR 
FR 
LU 
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soitdutype Z[f(x)>a] pour une fonction derivee bornee f(x) d’unefonction continue 


= 2 © 1“ 
‚est que EEM,. Ceci montre que la caracterisation de la classe BD ne peut pas 


‚se faire en utilisant uniquement les ensembles E[f(x) >a] et que la methode 


a % 
employ6e a donne le maximum de ce qu’elle pouvait fournir sur ce point. 


E Revuz (Paris). 
Jarnik, Vojt&ch: Sur la symeötrie des nombres derives approximatifs. Ann. 
Soc. Polonaise Math. 21, 214-218 (1949). 


f(x) etant une fonction reelle et finie definie sur un ensemble mesurable P’A. 


‚ etablit deux th&oremes que l’on peut Enoncer ainsi: 1. Si. Hest la difference syme6trique 
| (A — B) +(B—A) de l’ensemble A des points oü f a une derivee approximative 
infinie positive & droite et de l’ensemble B des points oü elle a une derivee approxi- 


h 


x 


mative infinie positive & gauche, E est de mesure nulle. 2. La borne superieure 
des &paisseurs superieures ä droite en x, des ensembles specialement auxquels f 
admet un nombre c pour derivee ä droite au point x, est egal & la m&me borne & 
gauche relative & la derivee & gauche en x,, sauf peut-ötre si x, appartient & un 
ensemble exceptionnel de mesure nulle. Revuz (Paris). 

‚Kimball, W. S.: True partial derivatives of derivatives. Phil. Mag., J. theor. 
exper. appl. Phys., London, VII. S. 38, 32—45 (1947). 

Ultar, JoZe: Über die Vorzeichen der partiellen Ableitungen einer Funktion 
von zwei Veränderlichen. Fac. Phil. Univ. Skopje, Sect. Sci. nat., Annuaire 3, 


Nr. 2, 1—7 und deutsche Zusammenfassg. 7—8 (1950) [Serbisch ]. 


Tagamlitzki, Y. (Ja. Tagamlicki): Rerchercehes sur une elasse de fonetions. 
Annuaire Univ. Sofia, Face. Sei., Livre I 44, 317—355 und französ. Zusammenfassg. 


ı 356 (1948) [Bulgarisch]. 


Nous considerons la classe K (a) de fonctions f(x), admettant pour x > a une suite illimitee 
de derivees, verifiant les conditions f® (x) = 0o(2”%), pur &— ©,k=0,1,2,.... Nous posons 
f(®) C fo(x) lorsque (— 1) fr (x) < (— 1)E {9 (x) pour >a, k=0,1,2,.... On a ainsi 
une ordination partielle de la classe K’(a), ce qui permet d’introduir la notion de la fonction 


' majorante et de la fonction minorante d’une famille © de fonctions appartenant a K(a). Dans 


ce travail nous considerons les majorantes et les minorantes jouissant des proprietes extr&males. 
Ainsi sous la condition d’existence d’une majorante nous &tablissons l’existence de la plus petite 
des majorantes. Ce theoreme nous permet de retrouver des resultats anciens (l’A., ce Zbl. 30, 
59, et M.Lo£&ve, ce Zbl. 29, 205) sur certaines &quations integrales de premiere espece et d’etablir 
les resultats correspondants (l’A., ce Zbl. 31, 158, et R. P. Boas, ce Zbl. 29, 24) sur les series 
de Dirichlet sous une forme plus precise. — La classe K’(a) forme un espace vectoriel partielle- 


ment ordonne. La theorie de cette categorie d’espaces a te traitde d’une facon generale par 


M. L. Kantoroviteh [Mat. Sbornik, n. S. 2 (44), 121—168 (1937); ce Zbl. 16, 405] et 
M.S. W.P. Steen [Proc. London math. Soc., II. S. 41, 361—392 (1936); ce Zbl. 14, 162]. Nos 


‚ recherches sont cependant d’un caractere different. Nous indiquons comment on peut appli- 
‚ quer les proprietes des espaces vectoriels partiellement ordonnes a l’&tude de certains equations 
' integrales de premiere espece. Nous eroyons que cette methode est nouvelle. — Le present 
travail contient aussi les resultats que nous avons publie r&ecemment (ce Zbl. 29, 205, 206). 


(Autoreferat.) 
Timan, A.F.: Quasiglatte Funktionen. Uspechi mat. Nauk 5, Nr.3 (37), 
128-130 (1950) [Russisch ]. 
Der Inhalt dieses Berichts stimmt überein mit den Resultaten eines früheren 


. Artikels des Verf. (dies. Zbl. 35, 330). Keine Beweise. @adl (Princeton N. J.). 


Behrend, F. A.: The uniform convergence of sequences of monotonie func- 
tions. J. Proc. R. Soc. New South Wales, Sidney 81, 167—168 (1948). 

Es wird ein Satz von Pölya [Math. Z. 8, 171—181 (1920)] über die gleichmäßige 
Konvergenz von Folgen monotoner Funktionen verallgemeinert: Eine Folge mono- 
toner Funktionen f, konvergiert genau dann gleichmäßig in [a, b] gegen f, wenn 
f, > f in einer auf [a, 5] überalldichten Menge, welche die Menge U aller Unstetig- 
keitspunkte von f enthält und f,(z +0) f(x + 0) auf U gilt. Verf. hat diesen 
Satz später auf unstetige Verteilungsfunktionen reeller Zahlenfolgen angewendet 
(dies. Zbl. 37, 177). Schmetterer (Wien). 
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Rymarenko, B. A.: Noch einmal über Polynome, die auf der ganzen reellen 
Achse monoton sind. Doklady Akad. Nauk SSSR, n. 8. 75, 5—6 (1950) [Russisch]. 

En designant par B,,;ı la classe des polynomes de degr6 2m + 1 croissants 
sur tout ’axe reeletpar 2,3, =1,2,...2;p <m) des nombres reels donnes, 
l’A. se propose de trouver un polynome Y9m+1 (2) de la classe Byn+1 verifiant les 
conditions Yayıı (2) = s? et tel que V’oscillation Lyn1ı de ce polynome dans 
Vintervalle [—1, +1] soit minimum. La derivee Ys„ı1 (2) €tant de la forme 
u2,(x) + v2, (2) oü u. (x) et 9-1, (%) designent des polynomes röels dont les | | 
degr6s sont indiques par les indices, le probleme se reduit au probleme suivant qu’on 
peut r6soudre par les procedes connus du calcul differentiel: d&terminer les coeffi- 
‚cients des polynomes u, (x) et v„_, (x) de maniere que l’integrale 

+1 


I ea (a) 2, (a) 0 


-1 

soit un minimum relatif avec les conditions a2, (x,) + v%h_1(%,) =. Les 
calculs se simplifient dans le cas particulier oü les nombres x, designent p zeros 
differents du polynome P,(x) de Legrendre. L’A. &tudie aussi le cas oü les » 
nombres x, sont compris dans l’intervalle [—1, +1] etledegre 2m + 1 augmente 
infiniment, les nombres x, restant fixes. Iltrouve dans ce cas la valeur asymptotique 


p Kurt 
Im m DE Via. i 
s L. Tchakaloff (Sofia). 

Cafiero, Federico: Criteri di compattezza per le successioni di funzioni general- 
mente a variazione limitata. II. Atti Accad.naz. Lincei, Rend., Cl. Sci. fis. mat. 
natur., VIII S. 8, 450—457 (1950). 

In the previous part (I) of this paper [ibid. 305—311; this Zbl. 38, 40] 
the author gave a closure theorem for functions f(y, 2), (,yyEeQ=[I sr <s<IT, 
0 <y<1], generally of bounded variation (GBV) in ©. For the definition of 
(GBV)-functions and the related functions V,(y),0 <y<1,V,(2),0 <xz<1, 
[L. Cesari, Ann. Scuola norm. sup. Pisa, II.S. 5, 299-313 (1936); L. Tonelli, 
ibid. 315—320] see this Zbl. 14, 296. — A sequence {f,(x, y)} of functions is 
said, in the present paper, to be ‚„convergent in Q almost uniformely and semi- 
regularly with respect to x‘ if i) for almost all x, f, (x, y) is continuous as a function 
of yonly; ii) for almost all y, f,(x, y) is measurable as a function of x only; iii) given 
&e>0 there is a measurable set I, of numbers 2,0 <x <1, with measure 
4, >1-—e, such that f,(x, y) is uniformely convergent in the subset DCQ of 
all points (2,9)€Q with ze I,„. — The following theorem of compactness is here 
obtained: Given a sequence {f,(x, y)} of (GBV)-functions uniformely bounded 
in Q; if for almost ala, 0< x <1,f,(x, y) is absolutely continuous as a function 


1 

of y only and if there exist two positive numbers &, k, such that . VR (y)dy<k, 
ö 

{Hi jaf,/eyl'*"dedy <k,n=1,2,...; then there is a subsequence 1, y)} 

Q Mm 


convergent in Q almost uniformely and semiregularly with respectto y. L. Cesari. 


Pucei, Carlo: Derivazione per serie di funzioni a variazione limitata. Boll. 
Un. mat. Ital., III. S. 5, 281—286 (1950). 

Un teorema di Fubini [Atti Accad. naz. Lincei, Rend., Cl. Sci. fis. mat. natur., 
V.S.%25, 204 (1915)] assicura che una serie convergente difunzioni monotone (tutte 
non decrescenti 0 tutte non crescenti) & derivabile quasi dappertutto termine a 
termine. — In questa Nota l’A. estende il teorema di Fubinia una serie convergente 
2f,(x) di funzioni a variazone limitata sotto l’ipotesi che, dette P.(%)-N, (A 
V,„(«), rispettivamente, la-variazione positiva, negativa e totale della /„(2), una 


FUNDE 
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© delle serie 2 P,(2), 2N,„(x), 2 V,„(x) sia convergente. — Viene poi dimostrato che, 
se {l,: y= f,(x), (a, b)} & una successione di curve (piane) rettificabili, convergente 


quasi dappertutto verso una curva C: y= f(x), (a, b), anch’essa (piana) rettificabile, 


‚detta s, la lunghezza dell’arco di curva y= f(x) — f,(x), indicata con {a,} una 
" successione di numeri positivi tali che la serie I 1/a, sia convergente, se existe una 


costante positiva A tale che si abbia, qualunque sia n: a, fs, — (b a: N 


(| allora la successione delle tangenti alle C,, converge quasi dappertutto alla tangente 
ac. Griuliano (Pisa). 


Albuquerque, J.: Note sur les fonetions eontinues A variation bornee. Univ. 


f# Lisboa, Rev. Face. Ci., IT. S. A 1, 103—115 (1950). 


f(x) etant une fonction continue & variation bornee sur le segment [a, b], ©(t) 


) une fonction continue & variation bornee appliquant le segment [«&, ß] sur le segment 


fa, 5], A. cherche une condition necessaire et suffisante pour que f[®(t)] soit 


| & variation bornee sur [x, ß]. — Soit 4% l’ensemble des valeurs de [a, b] qui sont 


prises au moins n fois par ® et f(4%) son image par f. AZ est mesurable-B et f(4®) 
est par suite analytique, done mesurable (mais en general, non mesurable- B comme 


“ yaffirme & tort I’A.) Il est alors prouv& que la condition cherchee peut s’&noncer 


„ S ® 
- oe Revuz (Paris). 
Fenchel, W.: On ceonjugate eonvex functions. Canadian J. Math. 1, 73—77 
(1949). 
Let R” be the Euclidean n-space and let GE CR” be a non null convex set. 


. exists one and only one point set J’and one and only one function y(£) defined in I”, 
; with the same properties as G and g, and such that for every zEeG, EET, the 


inner product inequality (H)z-£<g(x) + y(£) is satisfied. Furthermore, to each 


‘ interior point x of @ there corresponds at least one point £€ I" for which equality 
| holds. The set I’ is the set of all EER"” such that l.u.b. [x -E—g(z2)] <o 
eG 


T 
and y(£) is this least upper bound. The correspondence between G, g and I, y is 
reciprocal. For n = 1 the above inequality (*) yields the inequality of W.H. Young 


z 13 
zE< | Fioda + [Dede 
0 


F(x), £>0, being a strietly increasing function and ®(£) its inverse function. 
M. M. Peixoto (Chicago, 11l.). 


Bonsal, F. F.: The characterization of generalized convex funetions. Quart. 
J. Math. (Oxford II. Ser.) 1, 100—111 (1950). 
Denote by L(y) = the differential equation 


@) IN=-E +) +nW)y=®. 


" and suppose that in an interval (a, b) for any given numbers a <a, < x, < b, Y1: Ya 


there exists exactly one solution of (*) passing through the points (2, %ı), (X, %2)- 
A function f(x)(a <x <b) issaid to be sub-(Z) in (a, b) if f(x) <F,,(®) for every 
2,2, (a <x <x <x, <b) where F},(x) is that solution of (*) which takes the 


values f(z}) and f(x,) at x) and x,. This extension of the notion of convex functions 


is a particular case of that introduced by Beckenbach [Bull. Amer. math. Soc. 43, 
363—371 (1937); this Zbl. 16, 352]. — The author proves that if f(x) issub-(Z)in (a, b), 
then f(x) is continuous and has a right-hand derivative Ir ( x) and a left-hand deri- 
vative f/(x) in (a,b). Also fi(x) <fi(x) and (x) = f(x) except possibly an 
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enumerable set of points. Furthermore f’’ (x) exists almost everywhere and L(f) > 
at each point where this second derivative exists. Conversely if a function f®) has 
a continuous second derivative and L(f) >0 in (a, b), then f(x) is sub-(Z) in (a, b). 
Similar results have been obtained by M. M. Peixoto (this Zbl. 37, 46; 32, 347). — 
Some applications of sub-(L) functions are indicated. An analogous generalization 
of subharmonic functions has been given in an other paper of the author | 
(this Zbl. 37, 71). Horvath (Paris). 

Ryll-Nardzewski, C.: Sur les moyennes. Studia math. 11, 31—37 (1950). 

Ref. hat bewiesen [On mean values, Bull. Amer. math. Soc. 54, 392—400 
(1948)]: Falls eine Funktion M (x, y) (i) wachsend, (ii) stetig, (iii) bisymmetrisch: 
M[M(x, y), M(z,w)] =M [M(x,), M(y, u)], (iv) reflexiv: M (x, x) =z, (v) sym- 
metrisch ist, so hat sie die Gestalt 


e +! 
Ya) - RE]; 
falls sie die Eigenschaften (i), (ii), (üü), (iv) hat, so ist sie von der Gestalt 
“s,yJ)=-Ml-Nfa)+afy) 0<g<d); 
falls sie endlich nur den Bedingungen (i), (ü), (iii) genügt, so wird 


Azs,y)=-Tmfa)tmiW)+rl (PvP >). 
Verf. beweist, daß alle die Funktionen von der Gestalt 


May -H 42] 


sind, die den folgenden Bedingungen genügen: (i) M (x, y) ist wachsend, (1) M (0, y) ist 
stetig, (2) M (x, y) ist schief-selbstdistributiv: M [x, M (y,2)] =M [M (x, y), M (2, x)]. 
— Der Beweis wird durch Konstruktion der Funktion ft): MN 
1 A A RE 
r(5)=#0,0, (5) = ra, M(S)= Ma Pal 


und durch wiederholte Anwendung von (2) erzielt. J. Aczel (Miskole). i 


Allgemeine Reihenlehre: 


Kalmär, Läszlö: On Cauchy’s convergenee test. Acta math. Acad. Sci. Hung. 
1, 109—112 und russische Zusammenfassg. 112 (1950). \ 

L’A. donne deux preuves du critere de Cauchy pour les suites de nombres reels. | 
La premiere est analogue & la demonstration classique du th&oreme de Bolzano- 
Weierstrass, mais au lieu de d&couper les intervalles en deux parties egales disjointes, 
on les decoupe en deux intervalles se recouvrant comme (0,2/3) et (1/3,1). La deu- 
xieme demonstration passe par l’intermödiaire du critere suivant, dont est prouvee 
l’equivalence avec le critere de Cauchy: la difference de deux suites quelconques 
extraites de la suite donnee est une suite tendant vers 0. La preuve de ce dernier 
eritere s’appuie sur le th&oreme de Bolzano-Weierstrass dont !’A. rappelle une de- 
monstration de M. Kürschak oü il prouve qu’on peut extraire de toute suite in- 
- finie bornee une suite monotone bornee. Revuz (Paris). 
Stark, M.: On a ratio test of Frink. Collog. math. 2, 46-47 (1949). 
Verf. bemerkt, daß die in einem kürzlich von Frink (dies. Zbl. 37, 325) 


aufgestellten Konvergenzkriterium für die Reihe B5 a,„ auftretende Ungleichung 
n=0 


lim ( ) <e”k völlig äquivalent mit der Ungleichung lim n( —_ 1) <—kist. 
n>0oo \"n-k Nn> 00 In—k j 


W. Hahn (Berlin). 
Bonferroni, Carlo: Una catena di eriteri di eonvergenza per serie e integrali 
a termini positivi. Boll. Un. mat. Ital., III. S. 5, 218-225 (1950). | 
Verf, betrachtet die Kummerschen Konvergenzkriterien Km k, für Reihen 


Ay 
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nit positiven Gliedern. Mit U, = (k,ay— kyaa)lanın; in >0, Zilk, 

olgt bekanntlich aus U, <0 "die Divergenz, aus U, >2e& > 0 die Konvergenz 

Iler Reihe N a,. Zu jeder konvergenten Reihe N c, gibt esein Km k,, das die 
oo 


“Konvergenz der Reihe zu entscheiden gestattet: Man wählt k,= 3 «,J/c,. Er- 
} n+1l 


ehesten Kitterien. Entsprechende Sätze werden noch für Integrale ; a,dt 
bewiesen, wobei U, durch U, =— ;, (ke, Q,)'z : „reizt wird. K. Zeller, 


Wilansky, Albert: On the convergence m uouhl series. Bull. Amer. math. 
Soc. 53, 793—799 (1947). 


Verf. gibt unendlich viele verschiedene Konvergenzdefinitionen für Doppel- 


oo 
\reihen N a,, und vergleicht dieselben miteinander und mit bereits bekannten 
,j=0 


ö 7 

“ Defipitionen. Unter einem „o-Bereich‘ werde eine Gesamtheit von endlich vielen 
) Indexpaaren (?, j) verstanden, welche in dem geläufigen Schema der Indizes i, j ein 
\Polygon erfüllen, das von den beiden Achsen und einer Treppe endlicher Stufenzahl, 
“die einen Punkt der i-Achse mit einem Punkt der j-Achse verbindet, begrenzt wird; 
“genauer heiße ein solcher Bereich n „‚0„-Bereich‘‘, wenn die Treppe die Stufenzahl 


n aufweist. Eine Poppeireibe: = a,; wird nach I.M.Sheffer [Amer. math. 


} Monthly 52, 365—376 (1945)] Alk „(0)- en zur Summe A bezeichnet, wenn 
zu jedem e >0 ein Indexpaar (p, q) existiert derart, daß für alle (p, q) enthaltenden 


' o-Bereiche R die Abschätzung R <, a,,;—4| <e gilt. Demgegenüber bezeichnet 
i,j)e 


4 Verf. die Doppelreihe als ‚‚(o„)-konvergent‘“ zum Wert A, wenn zu jedem e>0 
ein Indexpaar (p, q) existiert derart, daß für alle (p, g) enthaltenden o,-Bereiche R 
mit k <n die genannte Abschätzung gilt; für n—=1 wird noch zusätzlich die 
Konvergenz der Reihe der Zeilensummen und der Reihe der Spaltensummen zum 
} Wert A verlangt. Die Hauptresultate der Note besagen, daß (1) die Definitionen 
der (o,)-Konvergenz für n=1,2,... sämtlich äquivalent sind, daß dagegen (2) 
die Definition der (o,)-Konvergenz umfassender ist als die der (o)-Konvergenz. 
| Da nach bekannten Sätzen die (o,)-Konvergenz — und damit nach (1) jede (o,)- 
\ Konvergenz — mit der regulären Konvergenz im Sinne von G.H. Hardy [Proc. 
Cambridge phil. Soc. 19, Be 95 (1916)] äquivalent ist, so folgt daraus insbesondere, 
“ daß die Definition der regulären Konvergenz umfassender ist als die der (o)-Kon- 
 vergenz. Friedrich Lösch (Stuttgart). 


i Sengupta, H. M.: On rearrangements of series. Proc. Amer. math. Soc. 1, 
21-75 (1950). 
Liegt eine bedingt konvergente Reihe 2 vor, so entspricht in naheliegender 
| Weise jedem Punkt des nach Fr&chet metrisierten Raumes E der Umordnungen 
der natürlichen Zahlenreihe eine Umordnung von 2. Verf. führt die Untersuchungen 
| von R. P. Agnew [Bull. Amer. math. Soc. 46, 797—799 (1940); dies. Zbl. 24, 259] 
\ über die Teilmengen von E fort, deren Punkten ein vorgeschriebenes Konvergenz- 
| verhalten der Umordnungen von 2 entspricht, und kommt zu dem Hauptresultat: 
Schreibt man den Teilsummen einer Umordnung von 2 beliebige Häufungsgrenzen 
— oo<1l <L<+ © vor, so gibt es in jeder Umgebung jedes Punktes von E eine 
Menge der Mächtigkeit c von Punkten, denen Umordnungen von 2 mit diesem vor- 
geschriebenen Verhalten entsprechen. Th. Kaluza jr. (Braunschweig). 
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Sandham, H. F.: Three summations due to Ramanujan. Quart. J. Math. 


(Oxford II. S.) 1, 238—240 (1950). 
By elementary means the author proved the following three summation formulas 


due to Ramanujan: 
SE 1 m We Ss cothnn _ 19” 
22 een _ı 24 2, An _ 1 2 8m =, m 56700° 
L.K. Hua (Peking). 
Young, F. H.: A note on summation. Amer. math. Monthly 57, 625 (1950). 


n 
Für Folgen s, = 0 werden die durch ‚A, = s,, ‚H, = 2 Sr," (vr. 1 


erklärten Folgen als harmonische Mittel der Ordnungen r bezeichnet. Einige sehr | 
spezielle Beispiele werden diskutiert. R. Schmidt (München). 
Cattaneo, Paolo: Generalizzazione della successione di Fibonacei. Boll. Un. mat. 
Ital., III. 8. 2, 52-56 (1947). 

Elementare Sätze über die Folgen c, (k=0,+1,+2,...) mit der Rekur- 
sionsformel c, = Cy 1 + C-2. Der Spezialfall c, =1, c = 2 liefert die Fibonacci- | 
schen Zahlen. Krafft (Marburg/Lahn). 

MiloSevid, Kovina: Sur la somme d’une serie. Fac. Phil. Univ. Skopje, Sect. | 
Sci.natur., Ed. spec. Nr.3, 398. und französ. Zusammenfassg. 40—42 (1950) 
[Kroatisch ]. 

Verf. gibt für die mit positiven Zahlen p und n und beliebigen Konstanten a, 
und «, gebildete Summe 


a4 1,@ +0) + 1,@+20)+ + I, + m Da) 


einen geschlossenen Ausdruck an, nämlich 


p+1 een At 
De —ı 3 )as=. 
= = Kg Ne 7 2), 


Darin bedeuten die B, die Bernoullischen Zahlen; die 4% sind durch die Identität 


II (a, +o,2)= IH at 
t=0 


r=1 

definierte Polynome in den Konstanten. Der sehr ausführlich dargestellte elementare 
Beweis stützt sich wesentlich auf eine Formel von Mitrinovi£ (dies. Zbl. 31, 355), 
die die zu berechnende Summe als Polynom in n darzustellen gestattet. In einem 
Anhang sind etwa 150 Spezialfälle der allgemeinen Formel explizit angegeben, 
darunter natürlich viele bekannte. W. Hahn (Berlin). 

Toscano, Letterio: Sulla iterazione dell’operatore x D. Rend. Mat. sue Appl., 
Univ. Roma Ist. naz. alta Mat., V.S. 8, 337—350 (1949). 

Verf studiert mehrere spezielle Zahlenfolgen, die als Verallgemeinerungen der 
Stirlingschen Zahlen angesehen werden können und durch die Entwicklungen 


n (9) er A ER e ; 
(zD) = ‚a hm+1i+1% DEE En ED) N Dh ar Dr 
eo v0 


im 


Seen 
De Re ET N g22 


definiert sind. Sie genügen dreigliedrigen Rekursionsformeln, z. B. ist 
SR nl = HH AI ER 


n—1,i: 
Verf. teilt eine große Anzahl von Identitäten, Symmetriebeziehungen und Reihen- 
entwicklungen für diese Zahlen mit und untersucht unter Hinweis auf zahlreiche 
Literaturstellen die Zusammenhänge mit ähnlichen durch andere Autoren ein- 


geführten Bildungen, insbesondere mit den Bernoullischen und Eulerschen Poly- 
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nomen. Zwei Formeln un: noch angegeben: 


E,1-))=(- 2)" > 2- 1)‘ a +15 
(r+1!B,(y) re ee 


1 1 
s rt ne 
W. Hahn (Berlin). 
Mikoläs, Miklös: Sur un produit infini. Acta sci. math., Szeged 12 A, L. Fejer 
et F. Riesz LXX annos natis dedie., 68—72 (1950). 
Ss 0 <a,=d, =: und bezeichne A(a,,...,a,+9), ©(@,...,0,+,) das 
arithmetische bzw. geometrische Mittel der Zahlen Av dy+13 2. er. Verf. beweist, 


daß P= Bi A.) 5 rp), und > (Q, +9 /a,— 1)? äquikonver- 
=0 


gent Sea Im Fall a, = 2» + 1 bedeutet P ik Wallis- Produkt, auch im Fall 
a,=kv-+1l kann man P auf eine einfache Form transformieren. Die Beweis- 
führung scheint mir En und ich denke, daß die nähere Untersuchung der 
"Funktion Ala,,...,a,)/&(a,,...,‚a,), mina,=a <maxa,—= A angezeigt wäre. 
Die erste Hälfte des Satzes wird offenbar z. B., wenn man die Ungleichung 
Aa, ...,0,)P/&(a,...,a,? >1+ (A—a)?/4a A 
rechtfertigt. Gal (Princeton N. J.). 
Hill, J. D.: Summability methods weaker than convergence. Amer. J. Math. 
12, 621—623 (1950). 
Ein W-Verfahren ist definiert durch die (nur für konvergente Folgen s,) erklärte 


Transformation f,(s,) = CO, lim s, + B3 Cr, (wo nicht alle C, verschwinden). 
k=0 


) Die Menge der Folgen s,, für die lim f, existiert, heißt das Wirkfeld W* des Ver- 


N 00 
‚ fahrens. Ist @ ein linearer abgeschlossener Unterraum im Banachraum (c) der kon- 


vergenten Folgen, so gibt es ein W-Verfahren mitt W* =G@. Es gibt jedoch auch 
W-Verfahren, deren Wirkfeld W* in (c) nicht abgeschlossen ist. — Die Ergebnisse 
lassen sich verallgemeinern auf Folgen linearer Funktionale f, in einem beliebigen 
separablen Banachraum. K. Zeller (Tübingen). 

Vermes, P.: Certain elasses of series to series transformation matrices. Amer. 
J. Math. 72, 615—620 (1950). 


Die Reihe Su, mit den Teilsummen s, werde durch die Matrix A = (a,;) 
0 
| 


00 
(n,k=0,1,...) formal in die Reihe $ v, mit den Teilsummen {, transformiert: 
m 
oo 
v„= 3 a,,u,. Dann entsteht die Folge ti, durch Transformation der Folge s, 
k=0 


oo 
‚mit Hilfe einer Matrix F= (f,,):,= 5 fn2S, und es ist bei Verwendung der 
k=0 


Matrizenmultiplikation F—= RAS. Dabei ist J die Einheitsmatrix; E = (e,,), 
SL fürk=n-1,e,=0 sont; R= („1 für 0 sk zur 
sonst; S=J-—E. In einer früheren Untersuchung über Limitierungsverfahren 
(dies. Zbl. 33, 257) stieß Verf. auf Matrizen A mit der Eigenschaft, daß die zugehörige 
Matrix F aus A durch Multiplikation mit einem komplexen Zahlfaktor p hervor- 
geht (entweder genau oder jedenfalls im wesentlichen). Und zwar waren dies die 
(Reihen in Reihen verwandelnden) Matrizen, die zum Euler-Knoppschen, Taylor- 
‘schen und Laurentschen Summierungsverfahren gehören. Für diese Matrizen A 
ist also (genau oder im wesentlichen) RAS =p4A. Verf. bestimmt nun in der 
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vorliegenden Arbeit alle Lösungen X = (%,,) der Matrizengleichung RS —=pX 

(p beliebig fest gewählt). Es läuft dies auf die Lösung der Differenzengleichung 1 
2%, 1 (LP) &un + P %nı,, hinaus. Ferner werden alle Lösungen der Glei- 4 
chungen RXS=pXE, RXS=pEX und RXS=pE'’'XE bestimmt. 
(E’ ist die Transponierte zu E; X E z. B. entsteht aus X durch Weglassen der vor- |] 
dersten Spalte.) Die früher betrachteten Matrizen finden sich als Spezialfälle der | 
jetzt gewonnenen allgemeinen Lösungen wieder. Meyer-König (Stuttgart). 


Zygmund, A.: Two notes on the summability of infinite series. Collog. math. # 
1, 225—229 (1948). j | 
I. Verf. gibt eine einfache, übersichtliche und zu Vorlesungszwecken geeignete 4 
Anordnung für den Beweis des Satzes, daß aus der C,-Summierbarkeit der Reihe ! 


ee PR 
(1) Na, ihre Konvergenz folgt, wenn (nach Hardy) na, beschränkt bzw. wenn | 
0 


(nach Landau) na, einseitig beschränkt ist. — I. Weiter handelt es sich um das 
Riemannsche Verfahren der Ordnung 2 oder (R, 2)-Verfahren, nach dem die Reihe (1) | 


: 2 
sinn«& 5 en | 
n ) vorhanden ist und gegen 8 

& 


[0,0] 
summierbar zum Wert sheißt, wenn a, + = a, ( 


auch als lim o(a) für «—0 definieren, wobei 


ee y sinna 2.8 sin(n + 1)a\? sinn«a 
= Laam, am -() -hrne) nr 


—1 für nV 


ee) —— | 
ist. Von Interesse ist die Zahl A= lim $ |a(&,n)|. [Wird nämlich lims, —=8 |) 

“0 0 r 
bei n—co und limo(x)=qG bei &—0 gesetzt, so gilt bekanntlich, wenn 8 |) 
und s endlich sind, 


3(8+38)—34(8— 8) Sa So St(s+s)+3A(—S).] | 
Bisher war bekannt, daß A <1 + 2/r? ist. Verf. zeigt nun, daß B5 |a(&, n)| kon- || 
- ll 


vergiert für «—0 und daß A= (e!—5)/2 ist. Als Hilfsmittel werden der Re- 
siduensatz und der Satz von Rouche& benützt. Meyer-König (Stuttgart). 


Rajagopal, €. T.: Cesaro summability of a elass of funetions. J. Indian math. | 
Soe., n. S. 11, 22-27 (1947). | 


Ein von M.S. Macphail [Bull. Amer. math. Soc. 47, 483—487 (1941); dies. 
Zbl. 27, 207] stammender Satz über die O,-Summierbarkeit unendlicher Reihen der 


oo 
Form z [(n)a(n) wird mit Hilfe einer Differenzenformel von Bosanquet auf 


Integrale übertragen. Verf. beweist die beiden folgenden Sätze: 1. Die k Funk- 
tionen 9,(x) seien periodisch mit derselben Periode w (r = 0,1,2,...,k—1) und 


der Euer, einer jeden Funktion p,(x) über dieser Periode sei Null, dann ist 


Da. = 9,(2) x zum Wert Null C,-, aber noch nicht C,_,-summierbar. — 


2. (Analogon zum Satz von Macphail). Esseif(x + ®) = f(x), > fi Fo d=(, | 
ö 


Fo)=-fl), Ko=/rnıWd = 
0 


(=1,2,...). Endlich sei a(x) ein Polynom 
oo k—1 

das Integral | f(x) a(x) dx zum Wert > (—1)” &,41 a”) (0) Cy-, aber noch nicht 
v=( 


Ö;,_1- summierbar. 


rot Fa=he)—a 


at 
173 
(k—1)-ten Grades in x. Dann ist 


Garten (Tübingen). | 


N 


ER ET EEE ran ya 
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Rajagopal, €. T.: Some theorems eoneerning Riesz’s first mean. Acad. Serbe, 


@ Bull. Acad. Sei. math. natur., A 1, 11—20 (1947). 


Es sei (A,) eine Zahlenfolge mit 0 <A, <A, <''' <A, <:"" und A,—00 


für n > oo. Dann werden für eine beliebige Reihe > a, mit den Teilsummen s, 


d die zur (A n) gehörigen Rieszschen Mittel 1. One kurz R (A, 1)-Mittel, 


durch o, =— 23 (»+1— 4) s, erklärt. Anknüpfend an seine früheren Unter- 
n1v= 


suchungen über Integralkriterien für die Konvergenz unendlicher Reihen [Bull. 


/! Amer. math. Soc. 43, 405—412 (1937) und J. Indian math. Soec., n. S. 3, 118—125 


(1938); dies. Zbl. 16, 301, 20, 14] beweist Mr im wesentlichen die beiden folgenden 
Sätze über R (},, 1)-summierbare bzw. R (A,, 1)-beschränkte Reihen: (1) Es gelte 
Anıı m A,. Es sei ferner F eo: eine in jedem Intervall (An, An+ı) Bauusn abnehmende 


| Funktion, deren Integral jr F(&)dE der Bedingung lim f Fie)dEez0 für 


z>@0z 
b 00 
x >x, «mx genügt. Dann gilt für eine Reihe Na, mit o,=s-+o(l), 
® 


FH . . 0 
deren Glieder die Abschätzung a, An — An) SF (A,,1) zulassen, stets s, = s + o(l). 
— (2) Es gelte A, A... = sei ferner F (x) eine npnalcn abnehmende Funktion 


und Wr(t)= lim Max fro d£. Ist dann a, eine Reihe mit 0,=0 (1), 


x z>w@ ssuUstez 
deren Glieder die Abschätzung a,„/(A,4,1— 4,) <r (An41) An so gelten für 


A>1 bzw.0 <® <1 die Ungleichungen A0o— 0 <(A—1)s = W; (t) dt bzw. 


2 
ee w,(z) Dabei ist s— ims, 5=limo, ge- 
8 Nn—00 >00 


setzt. Friedrich Lösch (Stuttgart). 


Teghem, J.: Quelques theor&mes abeliens. Bull. Soc. Sci. Liege 17, 257—262 
(1948). 
Eine Zahlenfolge (s,) heißt nach dem Eulerschen Verfahren E(r) zum Wert s 


n 
limitierbar, wenn die transformierte Folge (o,) mit o, = > ( =) rk (L—r)" Hs, 
k=0 
zum Wert s konvergiert. Dabei darf r beliebig komplex sein. Wie R.P. Agnew 
[Amer. J. Math. 66, 313—338 (1944)] gezeigt hat, ist das # (r)-Verfahren genau dann 
in der Verallgemeinerung des Abelschen Verfahrens von Silverman-Tamarkin 
[Math. Z. 29, 161—170 (1928)] enthalten, wenn R(r) > 0 ist. Verf. gibt einen neuen 
Beweis dieses Satzes, wobei er ihn gleichzeitig verschärft und auf verallgemeinerte 
Eulersche und Borelsche Verfahren erweitert. Friedrich Lösch (Stuttgart). 


Approximation und Reihendarstellung reeller Funktionen: 


Stetkin, $. B.: Über die Ordnung der besten Annäherungen stetiger Funktionen. 
Doklady Akad. Nauk SSSR, n. S. 65, 135—137 (1949) [Russisch ]. 

Dans cette Note l!’A. &nonce une suite de th&or&mes pour l’approximation des 
fonctions p6eriodiques par des polynomes trigonomötriques, qu’il a demontre dans 
un autre travail (These, Univ. Moscou 1948). Soit k >0 un nombre entier. La 


 fonction @,(d, f) (0 Sö <r) est dite le module de continuite d’ordre k de la 


fonction f(x) si 


k DAR BA 
@,(ö6, f}) =maxmax | 5 Ur; ) te - in)|. 


ns z [i=0 
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 L’A. generalise les r6sultats de D. Jackson, de la Valle Poussin, A. Zygmund 
et S. Bernstein pour % arbitraire. N.Obrechkoff (Sofia). 


Natanson, I. P.: Über die Genauigkeit der Darstellung stetiger periodischer | 
Funktionen durch singuläre Integrale. Doklady Akad. Nauk SSSR, n. S. 13, 273— | 
276 (1950) [Russisch]. Ä 

Sei f(x) stetig, f(x + 2r) = f(x), D,() 20 gerade, D,(t+27)=PD,(t), 
f 8, 0dt=1, 6,= N tD,(t) dt— 0. Bezeichne w(6) den Stetigkeitsmodul von | 

) 


_n 


f(x) und sei f,(2) = [to D,(t— x) dt. Es folgt einfach: |f„(x) — f(x)| S3@(6,). | 


— Sei noch f ®,(t)dt=o(A,) für willkürliche oe >0, wo A, = J I? D,(t) dt, 


dann gilt {n() — f(x) + f’(x)A, + 0(4,) in den Punkten, wo f(x) existiert. — 
Wenn J„(x) das D. Jackson-Mittel bedeutet, dann J,(2)=f(x) +3’ (z)n?+o(n”?). 
Gäl (Princeton N. J.). 


Olevskij, M. N.: Über die Darstellung einer willkürlichen Funktion als Integral 
mit einem Kern, der eine hypergeometrische Funktion ist. Doklady Akad. Nauk 
SSSR, n. S. 69, 11—14 (1949) [Russisch]. 

Gezeigt wird für x > 0 folgende Integraldarstellung einer willkürlichen Funk- 
tion f(x) unter den Bedingungen 1) a +1>y>a>0,y >4, 2) x’ e** f(xz)C L(0,&) 
und 3) f(x) genügt in jedem Intervall der positiven Halbachse den Dirichletschen 
Bedingungen: 


erDHEN_ [ Pa+zi,a— 21,9 86,1,8) pe) dE 
0 


oo 
mit o(&)= [ Fa+Pßüa—Pi,y,— 8) 8,(0, 9, B) FB) AP. 

Ö 
Dabei bedeutet 8,(&,9, 2) = «"1(1 + x)?*=?, 
- ma + 2) Tai) y—a + ey a— ri) | 
und F(a,b,c, x) den Hauptzweig der hypergeometrischen Funktion. Diese Formel 
ist eine Quelle für die Gewinnung verschiedener umkehrbarer Integraldarstellungen, 
die man in Sonderfällen für spezielle Werte von « und y erhält und die bereits be- 
kannte Darstellungen ergeben. — Ausgangspunkt des Beweises ist die hypergeo- 
metrische Differentialgleichung und eine Identität für zwei ihrer Lösungsfunktionen 
Y%= 4y(&,ß,Y,%, k=1,2, der Form (mit ö6=2%& +1) 


ar (1)? 


feru— ar y yde= ran (Yı Ya Ya Yılla=o- 
fi) 1 2 


SO 


Sein Kernstück bildet der Nachweis der Möglichkeit der Vertauschung der Reihen- 
folge zweier uneigentlicher Integrationen. Er ist mit den Mitteln der klassischen 
Integralrechnung und der Theorie der hypergeometrischen Funktionen durchge- 
führt und seine Anlage erinnert an die Art, wie der Dirichletsche Beweis der Fourier- 
darstellung einer Funktion verläuft. Svenson (Regensburg). 


Edmonds,: Sheila M.: The Parseval formulae for monotonie funetions. H. 
Proc. Cambridge phil. Soc. 46, 231—248 (1950). 

Über die erste Abhandlung dieser Folge ist in dies. Zbl. 29, 46 berichtet, worauf. 
mit [B.I] hingewiesen sei. In der vorliegenden II. überträgt Verf. die Ergebnisse 
seiner dort angeführten Arbeit aus dem Jahre 1942 auf Fouriersche Reihen (F. R.) 


. 
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I Es handelt sich um die Formeln 


1,00 2n 
(1) 2 + > (0, +b,ß)=mtf Fi)gl)dt, 
n 0 


1 22 &, 1 2n 
ee ft nid B, le = "nid 
oder, der F. Cosinus (C.)- und Sinus ns (A.) en: 


1,00 7 Pis,e] 

(2.1) vu + Dana, = 2m [ F)gli)dt, (2.2) > b,, mel 10 
n 0 

wo 


BI ER CORE De 2 s 

Red a an a 
Die a ist auf zwei Weisen möglich: erstens dadurch, daß man den Ur- 
bildern f(t); g(t) der F. A. ihre Namensträger bei den Reihensätzen R zuordnet, 
zweitens a daß man ihnen die Folgen a,, b,; &,, ß„ oder q,, On und 5,, Pr 
der R.-Vorzahlen Snlspeschen läßt. Es galt [B. T, (3)], wenn f und g in (0, ©) zu 0 
abnahmen und fg zu Z(0, x) gehörte. Die erste ee ließe vermuten, 
(a) daß (1) gilt, wenn fund g in (0, 2%) abnehmen und fg zu L(0, 2) gehört; (b) daß 
(2) zutrifft, wenn Entsprechendes in (0,r) gilt. Die zweite Weise läßt erwarten, 
(ec) daß (2.1) gilt, wenn die Vorzahlen der reinen C.-R.en von fund g zu 0 abnehmen 


1,00 
und I a/, a}, konvergiert. Von diesen drei Aussagen ist (a) falsch (richtig allerdings 


n 
bei positiven f und g); (b) und (c) dagegen sind richtig, und (ce) steht dem Satze 
[B.I, (3)] näher als (a) und (b). So bilden die Aussagen Rt eine verwickeltere Ge- 
samtheit als die Sätze T über die F.-Bilder. Verf. stellt beide in einer übersichtlichen 
Tafel zusammen, mit T beginnend. Vonden Sätzen ft sei hier der folgende angeführt: 
f(t), g(t) seien in (0, 2x) ee Funktionen aus Z, und f(t) g(t) gehöre zu 
L(0, 2x); gehört dazu auch f(t) g(27 —t), so gilt (1). Die letzte Bedingung weist 
Verf. durch zwei IRA ale unentbehrlich nach. — Zwei entsprechende 
Sätze gelten in (0,r). Keiner von allen dreien ist ein vollkommenes Seitenstück 
zu [B.I, (3)]. Dies liegt daran, daß die Fragestellungen T und R sich durch die 
Bedingungen unterscheiden, die einzuführen man sich genötigt sieht, um den ent- 
scheidenden Funktionen das Dasein zu sichern. Bei den Sätzen R hat man fund g 
über (0, 277) oder (0, x) integrierbar anzunehmen; nicht so bei den Sätzen T. An- 
dererseits müssen die f, g des Satzes T [B.I, (3)] positiv sein; bei $ kommt man 
ohne diese Forderung aus. — Dagegen entspricht diesem Satze T weitgehend der 
folgende R: Es seien b,, f, die — mit n — oo gegen 0 — abnehmenden Vorzahlen 


SE 

der reinen S. R.en zweier Funktionen f und g; konvergiert Sb, ß,, so gilt (1) mit 
n 

Ba =): L. Koschmieder (Tucumän). 


Edmonds, Sheila M.: The Parseval formulae for monotonie funetions. III. 
Proc. Cambridge phil. Soc. 46, 249—267 (1950). 

III. übersetzt die Ergebnisse von I. in die Sprache der Reihen; die Befunde 
sind schon in die in II. (s. vorsteh. Referat) enthaltene Tafel aufgenommen. Unter 
den gewonnenen Sätzen R seien folgende erwähnt: Wenn die Vorzahlen b,, ß, 
zweier reinen S$.-R.en zu 0 abnehmen, so gilt [B. II, (1)] mit a, = «, = 0, seien die 
Seiten der Gleichung nun endlich oder unendlich. — Wenn die Vorzahlen a, der reinen 
C.-R. einer Funktion f(t) eine konvexe nullstrebige Folge bilden und g(t) eine konvexe 
Funktion aus Z in (0, 2x) mit den F. C.-Vorzahlen «, ist, so gilt [B. IT, (1)] mit 
b, = ß,„ = 0. — Es folgen Sätze über reine O.-R.en nicht konvexer Funktionen, 
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Ss 
ferner solche, die sich auf S.-R.en beziehen, darunter ein von W.H. Young her- 
rührender [Proe. London math. Soc., II. S. 12, 41—70 insbes. 45 (1912)]. — Der letzte 
der 28 vom Verf. bewiesenen Sätze betrifft den Fall, daß g(t) zu L(0, 2) gehört 
und b,, z. B.in einer konvexen Folge, zu 0 abnimmt. Dann gilt [B.LIL, (1)] mit | 
a,=%&, =. — Der heikle Gegenstand der vorliegenden Untersuchung ist mit 
einer Klarheit abgehandelt, die den Ursprung und den verwickelten Gang der Ge- 
danken überall deutlich hervortreten läßt. L. Koschmieder (Tucumän). 

Oftord, A. C.: Approximation to funetions by trigonometrie polynomials. II. 
Fundam. Math., Warszawa 35, 259—270 (1948). 

Zu einer mit 2” periodischen Funktion f(x) werden für n=1,2,... durch 

il Zn sin(n +4) («— x, — u) ER) 
ee (aa) 

trigonometrische Interpolationspolynome erklärt, die jeweils an den 2n + 1 Stellen 
x,+ u mit f(x) übereinstimmen [vgl. J.Marcinkiewiez und A. Zygmund, 
Fundam. Math. 28, 131—166 (1937); dies. Zbl. 17, 251]. Verf. gibt Kriterien für die | 
Konvergenz und starke Summierbarkeit dieser Polynome: (1) Es sei 


A=3 {fe +1) + fe — 2f@)}. 
27 2n 
Genügt f(x) für ein r >1 der Bedingung | = | |Aflrde <oo oder der Be- 
ö Ö 


27 27 1/r 
dingung | Ken (/ lAfjr ”) <.o0, so konvergieren die Polynome 7, ,(%f) 
6 ) 

fast überall n 0 <x <2n, 0 <u <2n gegen f(x). — (2) Genügt f(x) für ein - 


2n 27 


er Beinsune z [ IAffr dx <oo, so gilt fast überall in 0 <x <2n, 
0 0 


N 
0 <u <2r die Beziehung lim n 5 7... f&)| = 0. Ist ferner 
No n=1 


eine Folge positiver ganzer Zahlen mit n,,./n, Zy >1, so konvergieren die Poly- 
nome Inu (2, f) fast überallin 0 <x <2n,0 <u <2n gegen f(x). — Anschlie- 
ßend werden noch einfachere hinreichende Konvergenz- und Summierbarkeits- 
bedingungen für die Polynome /,,(x, f} angegeben. Beispielsweise wird gezeigt, 
daß die Bedingung des Satzes (1) gewiß erfüllt ist, wenn f(x) das Integral der ge- 
brochenen Ordnung 1/r einer Funktion der Klasse ZL# ist. Friedrich Lösch. 


Zygmund, A.: An example in Fourier series. Studia math. 10, 113—119 (1948) 
Verf. betrachtet unendliche Produkte der Form (1) II (1-+?a, cos MR), 
vl 


wobei &,,%,... eine Folge reeller Zahlen und n,,%,,... eine Folge natürlicher 
Zahlen mit n,ı1/n, >3 für alle » bedeutet. Durch Ausmultiplizieren eines solchen 


Produkts ergibt sich formal eine trigonometrische Reihe (2) 1 + B3 Y, COSVL. 
v=1 
Setzt man, =", +n, ++ n,, so stimmt das k-te Teilprodukt p,(x) von (1) mit 
der u,-ten Teilsumme 8,,(2) von (2)überein. Beikonvergenter B5 > sind die 2, (x) und 
damit die $„, (2) gleichmäßig beschränkt, so daß (2) die Fourierreihe einer beschränk- 
ten Funktion darstellt. — Während bisher nur Beispiele von Fourierreihen mit 
gleichmäßig beschränkter Teilsummenfolge bekannt waren, die höchstens abzähl- 
bar viele Divergenzstellen aufweisen, gewinnt Verf. ein Beispiel einer solchen Reihe 


mit nicht-abzählbar vielen Divergenzstellen, indem er zeigt: Für n, = 3”, &, = 1/v 
hat die zu (1) gehörige Reihe (2) gleichmäßig beschränkte Teilsummen. Sie istäf 


ne 


ii 
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ie :, = © 
_ wie aus der Konvergenz von e3 2 folgt, im Sinne der Maßtheorie fast überall 


konvergent. Ihre Divergenzstellen bilden aber, wie aus der Divergenz von = | 


folgt, eine Punktmenge, die in jedem Intervall von der 2. Kategorie in "da 
von der Mächtigkeit des Kontinuums) ist. Friedrich Lösch (Stuttgart). 


Zygmund, A.: On certain methods of summability assoeiated with conjugate 
trigonometrie series. Studia math. 10, 97—103 (1948). 
Verf. beschäftigt sich mit einer Klasse von Summierungsverfahren für unend- 


[0,0] 
liche Reihen - = u,, die ähnlich wie die Riemannschen Verfahren aus der Theorie 
„— 


der trigonometrischen Reihen entspringen. Es sei 


(1) = et = (a,cosn x + b,sinn x) 
n= = 
eine lee Reihe und 
2) =, ()=0+ I (a,sinnxz—b,cosn «) 
n=1 


Br 1e konjugierte Reihe. Ist (1) die Fourierreihe einer integrablen Funktion f(x) 
so stellt (2) unter > Bedingungen die konjugierte Funktion 


[e,e] na 
Re Te FH)—iIe > „71: 2 sinnt 
al Elm, [Ast 2tg (t/2) ehe Br Er fen 
n= 


dar. Ordnet man nun stets den letztgenannten Limes im Falle seiner Existenz der 
Reihe (2) als Summe zu, so erhält man damit ein Summierungsverfahren für die 


konjugierte Reihe. Dieses Verfahren überträgt sich auf eine beliebige Reihe 53 Ups 
R ; n=0 


oo . 
indem man uu+ N u,cosnx bildet, die letztere Reihe mit (2) identifiziert und 
n=1 


dann deren Summe an der Stelle 2 = 0 nach dem geschilderten Verfahren bildet. 
Verf. gelangt so schließlich zu dem folgenden, von ihm als (K, 1)-Verfahren be- 
zeichneten, implizit bereits von G.H. Hardy und J.E.Littlewood [J. London 
math. Soc. 1, 19—25 (1926)] angegebenen Summierungsverfahren: Die Reihe 


B> u, heißt (X, 1)-summierbar zum Wert s, wenn die Reihe 
n=0 


sinnt 
5 %o rt Fime 2tg(t/2) a 
n=l 

für hinreichend kleine positive & regen und ihre Summe gegen s strebt für 
& — +0. Allgemeiner heißt die Reihe (K,,, 1)-summierbar zum Wert s, wenn 
die Summe von (3) wenigstens asymptotisch gegen s strebt für x > + 0, d.h. wenn 
diese Summe gegen s strebt bei Annäherung von « an 0 durch eine Punktmenge, 
die in 0 die Dichte 1 besitzt. Für das (XK,,, 1)-Verfahren, nicht dagegen für das 
(K, 1)-Verfahren gilt der Permanenzsatz. — Entsteht (1) durch gliedweise Diffe- 
rentiation der Fourierreihe einer integrablen Funktion f(x), so stellt (2) unter ge- 
wissen Bedingungen die Funktion 


fat) + ed 2) 
ar Jim f [2 sin (1/2)]? ” 
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dar. Daran anknüpfend entwickelt Verf. in derselben Weise wie oben ein (X, 2) 
und ein (Kas, 2)-Verfahren, wobei sich bereits das erstere als permanent erweist, : 
Für die Bildung der (K, r)-Verfahren mit r >2 wird auf eine spätere Arbeit ver- 
wiesen. — Einige Sätze über den Vergleich der K-Verfahren mit den O-Verfahren 
beschließen die Arbeit. Friedrich Lösch (Stuttgart). 

Tsuchikura, Tamotsu: A theorem on Riemann sum. Notes on Fourier analy- 
sis. XII. J. math. Soc. Japan 1, Nr. 3, 232—234 (1949). 

In Zusammenhang mit einem Satz von Marcinkiewiez, Zygmu nd [Fundam. 
Math., Warszawa 28, 157 (1937); dies. Zbl. 17, 251] und Ursell [J. London math. 
Soc. 12, 229—232 (1937); dies. Zbl. 17, 259] beweist Verf. folgendes: Es sei f(x) 
integrierbar im Intervall [0, 2%] und von der Periode 27, und 


na) = Efle+ 222), n=1,2,.... 


N y —=1 
Die Fourier-Koeffizienten von f bzw. f, seien Q,Q1:-:.d1:. ., bZW. 0,9 Ayı : + 
d„1... In der üblichen Bezeichnung. Sie mögen der Gleichung 


Im > (\a,a— %,x+ I |d2r — On,n+1|) = 0 
n>@ok=1 


[0,0] 
genügen, was insbesondere erfüllt ist, wenn = (la. — ar,ı) + | — drr1|)) <+ oO 


oder wenn die Folgen {a,}, {b,} nicht wachsend sind. Dann gibt es abgesehen von 
einer Nullmenge von xz-Werten, zu jedem x eine Folge natürlicher Zahlen {m,(«)} 


my (%) 


27 
mit lim. fnex(2) (2) = f(t)dt und lim ik Aumann (München). 
k>oo 0 ko 


> [0,0] 
Izumi, Shin-Iehi: Notes on Fourier analysis. XXI: On the degree of approxi- 
mation of the partial sums of a Fourier series. J. London math. Soc. 25, 240—242 
(1950). 


27 
Si dice che f€ Lip (a, p) se ji f(x +h)— f(x) Pdz = O (hP*). — In questa 
ö 


nota sidimostra che, se f€E Lip (, pP), 0 <a s1l,p>1, «xp >1, &, uniformemente 
in quasi-tutto (0, 2r): f(x)— s,(x) = 0 (1/n*-VP), ove s,(x) & la n-esima somma 
parziale di Fourier della f. Se inoltre & p <2, risulta: 
1 
BE-AL, ger), 
ove ic, sono i coefficienti complessi di Fourier della f. ©. Miranda. 

Cheng, Min-The: The Gibbs phenomenon and Bochner’s summation method. I. 
Duke math. J. 17, 83—90 (1950). 

The purpose of this paper is to determine the Gibbs set for the sequence of 
Rieszian means, of special type, of the Fourier series of asummable periodie function. 
(For a definition of Gibbs set see G.H. Hardy and W. W. Rogosinski, Fourier 
Series, p. 36.) The main result is as follows. Let S%(x) be the Rth Riesz mean 
of type n?and order x > 0 of the Fourier series of a summable function f(x) having 
a simple discontinuity at x); then the Gibbs set of {S%(x)} at x,is a closed interval 
of length |24P,/m| centred around e=H{f(x,+0)-+f(x,—0}) where 
e= +) FH — 0), 


iB, 1 


PR=4nV Ic) f Hl)itd>aß, 
0) 


ßP=3+%, js,ı being the smallest positive zero of the Bessel function J (t). 
Chandrasekharan (Bombay). 
Cheng, Min-Teh: Uniqueness of multiple trigonometrie series. Ann. Math., 
Princeton, II. 8. 52, 403—416 (1950). 
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The main result of the paper is as tolles, If the spherical partial sum of a 


double (or multiple) trigonometrical series [s. Bochner, Trans. Amer. math. Soc. 


40, 175—207 (1936); this Zbl. 15, 157] is Fejer summable to zero everywhere, 
and if the coefficients a,,,,dyn,... are of order O((m? + n2)-) for some e>0, 
then the given series vanishes identically. Though it is true that not many non- 
trivial results are known on the uniqueness of multiple trigonometrical series, it 
seems to the reviewer that the restriction on the coefficients in the theorem are far 
too heavy in comparison with the very delicate results that are available in the 


one- -dimensional case. K. Ohandrasekharan (Bombay). 


Zak, I. E.: Über einige Eigenschaften der konjugierten trigonometrischen 
Doppelreihen. Doklady Akad. Nauk SSSR, n. 8. 73, 5—8 (1950) en 
Verf. beweist den folgenden Satz: Sei 


SI (Ann Omn mn Imn) = EL (a, C0S MX cos ny + b,,, Sin mx cos ny 
MR = = 


+ Cm cos mzsinny + d,,, sin mx sin ny) 
die Fourierreihe von f(z, y) € Lip(&, B);0 <a,ß <1(0 <x,y <2r). Dann kon- 
vergiert I (dans —Cmns Omn: Amn) gegen eine beschränkte f(x, y) € Lip («, ß). 
[ mn 
= Gaäl (Princeton N. J.). 


Spezielle Ortnogonalfunktionen: 


Gheorghiu, Oct. Em.: Quelques proprietes d’un syst&me de trois fonetions ana- 
logues aux proprietes de la fonetion tangente hyperbolique. Bull. Sci. Techn. Inst. 
polytechn. Timisoara 14, 12—17, russische Zusammenfassg. 109 und französ. Zu- 
sammenfassg. 111 (1949) [Rumänisch ]. 

Nous etablissons pour trois integrales 7,(u, v, w) du systeme 
oo, =d4n, -d- du —(-TT)b—T,— T, T,)dw = 0,.. 
(et deux equations analogues), satisfaisant aux conditions initiales 7,(0,0,0)=0 (i=1,2,3) 
des proprietes analogues aux proprietes relatives a l’addition, soustraction, multiplication et 
division des arguments w, v, w de la fonction tangente hyperbolique. Autoreferat. 

Toseano, Letterio: Gli integrali ellittiei eompleti di prima e seconda specie 
nel ealeolo simbolico. Boll. Un. mat. Ital., III. S. 5, 236—238 (1950). 

Werden die een elliptischen Integrale X (v), E (v) als hypergeometrische 
Funktionen 37 F(+ 44,1; v2) aufgefaßt und nach Kummer durch Integration 
über Zylinderfunktionen 1. Art ausgedrückt, wie etwa 


v 1 5 An iv% 
x(y2)- SVrA f le a PR (7 ), 
so folgen leicht die bekannten Zusammenhänge K(v) = E(v)—»vE'(v), und mit 


»|<1,K) = or | W. Maier (Jena). 
=) 
Trieomi, Francesco G.: Una formula sulla norma della funzione gamma in- 
completa. Boll. Un. mat. Ital., III. S. 4, 341—344 (1949). ' 
Durch Umformung von Doppelintegralen entsteht mit hypergeometrischen 
Integranden wie en (1, 1— 0,2 —2o; ar EL RZABE im? Gebiet, 1, 2 
0 <x für den Realteil von F, die Integraltransformation 


2 die!” z : 
Ir a a agle 
i N) 
er W. Maier (Jena). 


Tricomi, F. G.: Asymptotische Eigenschaften der unvollständigen Gamma- 


funktionen. Math. Z., Berlin 53, 136—148 (1950). 
Durch frühere Untersuchungen von Hille und Rasch [Math. Z. 29, 319—334 


21(2— 2%) 
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(1928)] sowie Mahler [Rend. Circ. mat. Palermo 54, 1—41 (1930)] wurde die Null- 


% ’ “ 
_ stellenverteilung der „unvollständigen“ Funktion if dte-!#7U= y(2,0), mie 


ö 
ihrem asymptotischen Verhalten in Zusammenhang gebracht. In der gegenwärtigen 
Arbeit aber zeigt sich eine umfassende Menge weiterer Verknüpfungen verschiedener 
Transzendenten. Je nach Vorzeichen der nicht zu großen are y— 3 arc a | — n/2 
"und «— co z.B. wird 


vy(«+1, ayY2a) 2]- 3/2 er #2] Ay —y? —-1\. 
Tide Fr; = +92 (3%) & ee +0 (at); 


v=0 


N 
und aim 32] =y(n-+1,2). 


Bleibt das reelle y beschränkt, während & durch positive Werte gegen 0° strebt 
so entsteht entsprechend 


I (6) ei y(1—,—a +iyY2a)—nctg (na) +iYay(, Pe") 
= 2 yarla 1—- Ye" +0 (at). 
Auch ein Multiplikationssatz der Argumente besteht: 
(1 )R 


n! 


v8, A120) = I Fey 0%) 
n=0 
und Darstellungen durch Zylinderfunktionen, wie 


oo 
An)ty(&a)= 3 (- YA], _;(2). 
n=1l 
W. Maier (Jena). 
Trieomi, Francesco: Sviluppo in serie asintotica del rapporto Z'(z+&):I'(z+ß)- 
Univ. Politec. Torino, Rend. Sem. mat. 9, 343—351 (1950). 


Für die Koeffizienten der im Sinne von Poincar& asymptotischen Entwick- 
lungen 


a) T«+o)/T(@) = 24 (&)2°-" und 
(2 T@+o)T@+P) = 3 0, —B,B) 20 
(gültig, falls 2+& und 2 bzw. 2-+ß von —1,—2,—3,... verschieden sind) 
werden folgende Formeln hergeleitet: i 
n—1 
— ’ — * — & el .- 
A) <A P=L nAa= I ee 
n—1 , F 
’ Oz 2 ’ 
20, nm er pe ea: 


? K—m ? pr 
er (&', ß) ze (&') Pr 
Die A,(x) werden außerdem mittels der Koeffizienten der Potenzen der Reihe 
3+3w+4w? +;w° +» - dargestellt. Ref. hält zwar den Beweisder Gültigkeit 
von (1) für unzureichend, die Resultate aber für richtig. Zahlreiche Druckfehler. 
Lochs (Innsbruck). 

e Lense, Josef: Kugelfunktionen. (Mathematik und ihre Anwendungen in 
Physik und Technik. Reihe A, Bd. 23.) Leipzig: Akademische Verlagsgesellschaft 
Geest & Portig K.-G. XIII, 294 S. 
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Das Werk gibt eine sorgfältige und systematische Darstellung der Theorie der 


J Kugelfunktionen und einiger Anwendungen in der Physik. Ausgehend von der 


Definition als Lösungen der Laplaceschen Gleichung werden im ersten Teil die 
wichtigsten Eigenschaften der Kugelfunktionen mit ganzzahligen Zeigern hergeleitet 
(Differentialgleichung, Rekursionsformeln, erzeugende Funktion, Maxwellsche Er- 
zeugung, Integraldarstellungen usw.). Hier findet sich auch eine Diskussion der 
Entwicklung einer Funktion, die in (—1, +1) definiert ist, nach Legrendre-Poly- 
nomen. — Die aus der Theorie der Gammafunktion und der hypergeometrischen 
Funktionen benötigten Tatsachen werden am Anfang des zweiten Teils des Buches 


. bereitgestellt, der den Kugelfunktionen mit komplexen Zeigern gewidmet ist. Die 
| Definition dieser Funktionen erfolgt nach Hobson mittels eines komplexen Integrals 


f (?— 1)’ ((—z)”#1dt, das je nach Wahl des Integrationsweges die Funktionen 
erster oder zweiter Art liefert. Für die so erklärten Funktionen werden nun zahl- 
reiche Integraldarstellungen angegeben. Dann folgt ein interessanter Abschnitt 


‚ über das asymptotische Verhalten von ®, (2) bei komplexem » mit großem |»|, 
' welches nach Watson mittels der Sattelpunktmethode untersucht wird. Weiter 


werden die Additionstheoreme für Funktionen komplexer Zeiger im Anschluß an 
R. Lagrange hergeleitet. Es möge noch hervorgehoben werden, wie sorgfältig bei _ 
Integrationen über mehrdeutige Integranden die auf dem Integrationswege benützten 
Funktionszweige festgelegt werden. — Der dritte Teil des Buches ist den Anwendun- 
gen gewidmet. Hier finden sich: Gleichgewichtsfiguren rotierender Flüssigkeiten, 
Randwertprobleme bei Rotationsellipsoid, Torus, Drehkegel, Ausbreitung elektro- 


.magnetischer Wellen um die Erdkugel. In einem Schlußabschnitt werden kurz die 


Haupteigenschaften der Gegenbauerschen Polynome hergeleitet. — Leider wurden — 
offenbar aus Platzmangel — einige theoretisch interessante Dinge in das Buch nicht 
aufgenommen, z. B. nähere Untersuchung der Nullstellen etwa der Legendre-Poly- 
nome oder die Entwicklung einer analytischen Funktion nach Legendreschen Poly- 
nomen. K. Prachar (Wien). 

Grosswald, Emil: On a simple property of the derivatives of Legendre’s poly- 
nomials. Proc. Amer. math. Soc. 1, 553—554 (1950). 

Verf. berechnet die r-te Ableitung des Legendre-Polynoms P,(x) an der Stelle 


x=1. Einfacher als beiVerf. findet mansieaus P, (x)= (m (2 +1)" (2 —1)"} 
direkt durch Anwendung der Leibnizschen Differentiationsregel für Produkte. 
K. Prachar (Wien). : 

Colueei, Antonio: Su qualche proprietä dei polinomi di Legendre. Boll. Un. 
mat. Ital., III. S. 5, 289—292 (1950). 

L’A. fondandosi su un suo teorema (questo Zbl. 21, 292) dimostra in modo 
semplicissimo che l’equazione 

2% (*) + 7 a (2) 37, (=) er 0, 

dove P, (x) indica l’n®° polinomio di Legendre e A & un parametro reale positivo, 
ha le sue radici reali, sempliei, tutte comprese in (—1, 1). Giovannı Sansone. 

Cooper, R.: The extremal values of Legrendre polynomials and of certain 


" related functions. Proc. Cambridge phil. Soc. 46, 549—554 (1950). 


Es sei x, „derjenige Wert von x, der den r-ten Extremwert der Legrendreschen 
Polynome ER (x), links von 1 gerechnet, gibt; Verf. gibt für x,,„ die asymptotische 
Darstellung 


Ir Ir c 1 
a utzatt tm. 
wo j, die r-te positive Nullstelle vom J, (x) bedeutet, und es wird 
I (%,,n) = Jo (r) Zi: Errül‘ (37) Se lim Di (%,,n) Ze J, De 


n—>oo 
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Für die Jacobischen Polynome BE (x) findet Verf. für den r-ten Extremwert links 
von 1 


a + SR 3a HEMER 
Pr =("HP)T@ +1) 5) Jeinii + an +h, 
wo j, die r-te positive Nullstelle von J„;ı (2) ist. Für die zugeordneten Legendre- 


schen Polynome P” (x) erhält Verf. für die Extremwertezwischen Ound 1 bei festem m 
m 
Pr (x) = nm J_„ (k) (1 Hast >) 


wo k eine positive Nullstelle von J!, (x) ist. Volk (Würzburg). 

Norton, €. W.: Note on the zeros of P7 (cos 0) and dP;; (cos 0)/d6 considered 
‘as funetions of n. Bull. Amer. math. Soc. 53, 153—155 (1947). 

Verf. gibt an, daß die von Pal [Bull. Caleutta math. Soc. 9, 85—95; 10, 187 — 
194 (1919)] gegebenen Reihenentwicklungen für die fraglichen Nullstellen nicht 
immer alle Nullstellen, und mitunter Werte liefern, die keine Nullstellen sind, also 
mit Vorsicht zu gebrauchen sind. Er fügt eine berichtigte Tafel für # = 15°, 30°, 
45°, m ganz, |m| <2 bei. Herm. Schmidt (Braunschweig). 

Bouwkamp, €. J.: On integrals oceurring in the theory of diffraetion of electro- 
magnetie waves by a eireular disk. Proc. Akad. Wet., Amsterdam 53, 654—661; 
Indag. math., Amsterdam 12, 208—215 (1950). 

Berechnung der Integrale 

I (n, m, %; 0,9) Fe 
Ellen fr 2 2 @-Dd 
ar de’ s Amp’ - [0% — 200’ cos (pP — op’ EZ R 
Vi ea Sea p [e® — Zoo cos (pP — P) + 0") p 
n, m, u sind ganze Zahlen, O sms, u 20; Osoes10sSp<2n. I wird 
als Reihe nach den Funktionen P27 (yı — 02) und außerdem in geschlossener Form 
mittels einer hypergeometrischen Funktion dargestellt. Etwa 30 der einfacheren 
Integrale (m = O. oder 1, u ST, n s3(9— u) werden explizit angegeben. 
J. Meixner (Aachen). 

Pollaezek, Felix: Sur une famille de polynomes orthogonaux & quatre para- 
mötres. C.r. Acad. Sci., Paris 230, 2254—2256 (1950). 

Die Polynome P,(2;A,a,b,c) mit der Rekursionsformel 
(n+ec) P„-2 I[n—1+%+a+c)e+b] P,_,+nr+24+c-—2) Pi 
(n=1,2,...; P%,=1,P_,=0) sind unter den Voraussetzungen (1) a > öl, 
2}+c>0,c>0 oder (2) a>|b,2A+c>1,c>—1 im Intervall —1,1 ortho- 
nogal. Gewichtsfunktion, Normierungsintegrale, erzeugende Funktionen werden an- 
gegeben. Übergang zum Grenzfall 
lim.P, (© 240080; A, au — e): 


D 
e—0 


€ 
J. Meixner (Aachen). 
Geronimus, Ja. L.: Über einige Polynome von Steffensen. Doklady Akad. 
Nauk SSSR, n. 8. 69, 721-724 (1949) [Russsich]. 
Dans un travail [Commun. Inst. Sci. math. et m&can., Univ. Charkov et Soc. 
math. Charkov, IV. $. 8, 13—23 (1934), 15, Nr. 2, 51—55 (1938); ce Zbl. 10, 261: 
22, 325] PA. a introduit le systeme des polynomes {Q,(x)}®, definis par 


al + hralh)= DUQ (e;y;a), al)= D 
70 0 


L’A. montre que ce systeme contient les polynomes de Steffensen [Acta Math., 
Uppsala «8, 291—314 (1946)] et les polynomes d’Obrechkoff [Annuaire Univ. Sofia, 
Fac. physico-math., Livre 1, 33, 39—161 (1937); ce Zbl. 17, 205]. N. Obrechkoff. 


an? 
zu 


1 
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'» Wilkins jr., J. Ernest: N eumann series of Bessel funetions.. Trans. Amer. math. 
} Soc. 64, 359—385 (1948). 


Bei beliebigem festem reellem » werden Reihen der Form untersucht 


(6) 
(2) = = Any Ivton+ı (%)- 
n= 


Die a,, sind dabei die Fourierkoeffizienten einer in (0, oo) gegebenen Funktion f(t) (mit geeig- 
" neten Integrabilitätseigenschaften) bezüglich des in diesem Intervall bei der Belegungsfunktion. 
| 271 orthögonalen Systems der Besselfunktionen J,,3,+1(£). Mit einer Darstellung einer „will- 
 kürlichen“ gegebenen Funktion (bzw. ihres Fourierschen Wertes) darf man, wie schon ältere 
U Untersuchungen für v = (0 gezeigt haben, im allgemeinen nicht rechnen (vgl. Watson, Theory 
of Bessel functions, Cambridge 1922, S. 533 ff.). Es handelt sich vielmehr um die Konvergenz- 


i frage und die Gewinnung von Ausdrücken für den Unterschied von f(x) und s,(2). Zugrunde 


" gelegt wird ständig die Klasse X, der Funktionen f(t), für die 1” f(t) (1 + 1) ?”"!2 (bei passen- 
“ dem natürlichen p) in (0, ©) Z-integrierbar ist, und ferner die Integrale 


n t7 212 cos vn % 
T A ) a “ (1-5 +2) “% 
| 


% bei a > 0 existieren. Ein Hauptergebnis besagt dann, daß x” s,(x) eine ganze Funktion vor- 
| stellt. Ferner gilt, wenn überdies f(f) ineiner Umgebung von x > 0 von beschränkter Schwan- 
kung, und »v(» +1) #0 ist, die Darstellung 
© N 
3,(2) = (fx +9) + fx —0))— lim [ rIar)dr [ FO J,tr) dt. 
N>ol a 
a—o— 

Bei geeignet verschärften Bedingungen können die Grenzübergänge unter dem Integralzeichen 

) ausgeführt werden. — Für » = 0 oder —1 gilt weiter, falls noch f(t) in (0, x) absolutstetig ist, 


1 
3 


| 
h 
| 
| 
y 
| 
N 


s,(2) = Ha — 0) — F+0) Jolz) — f Iol®— v) Flo) dv, 
ö 


[e,e} 
F worin Fy)=f()—% [ v1 Je) {f(t + v) — f(t — v)} dv, während f(t) für t< 0 durch un- 


) N) 

© gerade Fortsetzung erklärt wird. Eine Darstellung von f(x — 0) erhält man also hier, wenn 
© fit) der Integralgleichung F(t) = (0 genügt und f(+ 0) = 0 ist. — Für die Beweise sind ver- 
& schiedene Integraldarstellungen der Bilinearreihe 


{ © Ct 
H D,(t, h=.D>2Wr2n HT) Iyzonzı (2) JyEon+ı (£) ir a EL IEV EEE TIERE); 


n= 


0: vonnöten, die funktionentheoretisch aus klassischen Integraldarstellungen und der Differenzen- 
 gleichung gewonnen werden. Ferner braucht man für den Fehler der Hankelschen asympto- 
“ tischen Darstellungen verschärfte Abschätzungen, sowie der: Differenzengleichung analoge 
" Rekursionsformeln. Benötigt werden weiterhin gewisse (auch an sich bemerkenswerte, ältere 
© Angaben berichtigende oder ergänzende) Sätze über die Hankelsche Transformation. Der all- 
5 gemeinste Satz dieser Art gibt für den Fourierschen Wert von g(x) die Darstellung 


oo oo 


f rI,er)dr [ tgl) J,(tr) dt, 
0 0 


) wenn 2 >(,tg(t) (1 +t)1EL(0, ©0),g(t) von beschränkter Schwankung um t= ,W%v>— }, 
und das innere Integral hinsichtlich r in jedem inneren Teilintervall von (0, oo) gleichmäßig 
) konvergiert. Schließlich werden für »—= (0 auch noch Entwicklungen nach J,(x) betrachtet 
“.4«n=0,1,2,3,...), die für positive und negative x konvergieren, während f(x) nicht gerade 
- ‚oder ungerade zu sein braucht. Hermann Schmidt (Braunschweig). 

Cherry, T. M.: Expansions in terms of parabolie eylinder functions. Proc. 
Edinburgh math. Soc., II. S. 8, 50—65 (1948). 

Die Wellengleichung der Ebene in parabolischen Koordinaten (x, y) hat 
elementare Lösungender Form D_yx;. (x e#i!t), D_,_;, (ye#'"*), wo ©,y und w 
reell sind. In diesem Zusammenhang sind daher die Funktionen D, (z) mit amp z 
—=-+n/4 und (+ 1/2) rein imaginär eher von unmittelbarem Interesse als die 
Funktionen mit z reell und » gleich positiver ganzer Zahl. Die Entwicklung einer 

“willkürlichen Funktion nach den Funktionen des parabolischen Zylinders letzterer 
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Art (insbesondere nach Hermiteschen Polynomen) ist bekannt. Verf. vorliegender 
Arbeit beweist nun, daß, wenn f(x) eine in jedem endlichen Intervall beschränkte 
und im Gebiet — oo <x < oo absolut integrierbare Funktion ist, folgende Bezie- 
hung gilt 

mar > eWw+B)in 


—4Arıfle) = | 


—4—i00 


nt It) K (, z, t,) di 
mit den Abkürzungen i 
Ro) = Di(&n) DL,-ı( m + DC en) Denen En Ze 
Eine gleichwertige Formel ist früher von W. Magnus unter mehr einschränkenden 
Bedingungen [Jber. Deutsch. Math. Vereinig. 50, 140—161 (1940); dies. Zbl. 25, 125] 
untersucht worden. Gran Olsson (Trondheim). 
Buchholz, H.: Bemerkung zur Fourierschen Reihe für die dreidimensionale | 
Greensche Funktion der Wellengleiehung des unbegrenzten Raums in den Koordinaten 
des Drehparabols. Z. angew. Math. Mech. 30, 125—127 (1950). a 
In einer früheren Arbeit (dies. Zbl. 32, 154) wurde die Entwicklung der Kugel- 
welle ei®R/(ik R) in den Koordinaten des Drehparaboloids hergeleitet. Es gelingt, 
das dortige Ergebnis durch Einführung geeignet normierter, mit den konfluenten | 
hypergeometrischen Funktionen von Whittaker einfach zusammenhängender 
Funktionen, in eine übersichtlichere und handlichere Form zu bringen. J. Meixner. 
Sips, Robert: Solution generale de P’&quation de Mathieu. I, U. Bull. Soc. | 
Sci. Liege 18, 220—235, 289—299 (1949). 1 
Es wird eine Reihe von Integralbeziehungen zwischen Mathieuschen Funk- 
tionen hergeleitet, von welchen jene mit veränderlichen Grenzen einen neuen Typ | 
darstellen. Beispiele sind 
Desle) Brei [ —.: Sin -sinn-se,(n)dn, 
) 
Y 


fe, (9) ce„ (0) = [ Jo (2 [cos y — cos n]) ce, (N) dn, 
0) 


TC 1 TC / 
ge, m-+l1 (Y) Sey m+1 (3) =: 2 Men (3 IE v) =: Se9m+i (5 IRT v)| 
Dr (o) 
® 3 . 
+2 R2 =) Sin ysinn :Seyn4 m) 
n/2— Y 


mit den Abkürzungen u — 2h (Cof& — cos n), v% = 4h? (cos? y— sin? 7). Wegen 
der Bezeichnungen vgl. etwa McLachlan (dies. Zbl. 29, 29). Für den periodischen 
Anteil der nichtperiodischen Mathieu-Funktionen fe,, (n), ge, (n) werden Reihen- 
entwicklungen nach den Funktionen se, (n), ce, (7) angegeben, die sich besser als 
andere bekannte Reihenentwicklungen zur numerischen Berechnung der fe,, (n); 
ge, (n) eignen sollen. — Bedauerlich ist, daß in dieser Arbeit Definitionen der nicht 
periodischen Mathieuschen Funktionen zugrunde gelegt werden, die einen Ver- 
zweigungsschnitt in der y- bzw. &-Ebene längs der imaginären y- bzw. der reellen 
&-Achse erforderlich machen, obgleich die Mathieusche Differentialgleichung keine 
Singularität im Endlichen und daher im Endlichen überall reguläre Lösungen be- 
sitzt. J. Meixner (Aachen). 

Sips, Robert: €Eonvergence des series reprösentant les fonetions de Mathieu et 
les fonetions d’onde spheroidales. Bull. Soc. Sci. Liege 18, 498515 (1949). 

Der erste Teil der Arbeit besteht in einem Ausbau des bei Whittaker und 
Watson, Modern Analysis (4. Aufl., 8. 420, Cambridge 1927) angegebenen Ver- 
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cl Ehlers zur Abschätzung der Konvergenzradien der Potenzreihen gr = 4, (h).bzw. 
4 & +1(%) für die ganz- und halbperiodischen Eigenwerte und für die Eigenfunktionen 


m (%, h), Se„;1(%, }) der Mathieuschen Differentialgleichung 
d2ylda? + (A — 2h? cos 2x) y= 0. 


© Dazu wird die Mathieusche Differentialgleichung in eine Integralgleichung umge- 
“) wandelt, welche durch sukzessive Approximationen gelöst wird. Die Bedingung für 
' die Konvergenz dieses Approximationsverfahrens wird ermittelt; aus ihr fließen die 
‘3 gesuchten Abschätzungen. — Im zweiten Teil werden Ungleichungen für die Eigen- 
5) werte hergeleitet, welche für hinreichend kleine h prinzipiell beliebig enge Schranken 


liefern. Sie beruhen auf einem, übrigens nicht explizit formulierten, allgemeinen 


{ Satz: Seien Y„ (x) und }, Eigenfunktionen und Eigenwerte einer Differentialglei- 
© chung y) + ,-—f(x)] y, = 0 mit gewissen Randbedingungen, so gibt es einen 


 Eigenwert A, für welchen 


21,2: [ yv(olar</[|y" + — fe)] y? de 


mit beliebigem A und beliebiger Funktion y (x) zu denselben Randbedingungen. 
' Vorauszusetzen ist ein Entwicklungssatz nach den %, (x). Durch geeignete Wahl 


von A und y(x) kann man für A, beliebig enge Schranken gewinnen. — Für die 


) Mathieuschen Funktionen ce„ (x) und se,,,ı (2) werden schließlich Abschätzungen 


angegeben. J. Meixner (Aachen). 


Bouwkamp, €. J.: On the theory of spheroidal wave funetions of order zero. 


" Proc. Akad. Wet., Amsterdam 53, 931—944; Indag. math., ESRaR 12, 326—339 


(1950). 
Eine übersichtliche Darstellung und Begründung von Eigenschaften der 


© Sphäroid-Funktionen der Ordnung Null, das sind die Lösungen der Differential- 


gleichung L 

Ü) N a N 

für solche Werte von A, für welche eineinz = — 1 reguläre Lösung existiert. Reihen- 
entwicklungen nach Kugel- und Zylinderfunktionen, Integralgleichungen und Inte- 
gralbeziehungen; Verhalten der Lösungen in z2= + 1, analytische Fortsetzung 
einer Lösung gegebenen asymptotischen Verhaltens für |2|—oo in das Gebiet 
z| <1. Lösung von (1) durch Reihenentwicklungen der Gestalt 


er S (Ey Be, re FEAR), 
n=0 Nn= 


deren Koeffizienten c, einem gewissen dreigliedrigen , genügen; 
diese Entwicklungen konvergieren mindestens für alle z+ + 1, ©©, erlauben das 
asymptotische Verhalten und die Werte der Lösungen für 2= 0 gleichzeitig ab- 
zulesen, sind bequem zu normieren und für numerische Rechnungen gut brauchbar. 
J. Meisner (Aachen). 


Bose, N. N.: Some properties of Macrobert’s E-funetion. Bull. Caleutta math. 
Soc. 42, 9498 (1950). 
[0.07 
Bedeutet o(p)=f(x) die Beziehung %(p) —pf e-P%f(x)dx, so sind die 
0 


E-Funktionen definiert durch pP E (a, P::p) = (a) ad-1(1 + x). Zunächst 
werden einige Rekursionsformeln abgeleitet, wie z. B. 


(#« -B) E(o,ß::) =E(& +1,ß::2) —-E(,ß + 1::x), 


sodann andere Darstellungsformen wie z. B. 


E («, ß::p) = I (&) D’(B) sin (9,5 1 2) (& 0,80); 
15* 
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wie z. B. 


oo 
if er nd Dez )ar, 
ö 


e | pam _ 
J ERNBKAFEEN.E (84020) 0 (Km Bee ML ) 


/ &=e ee" L.(2%) Ei, B::8)de (* In 22) (el) vr ET), 


oo 
il &=P Dyn+1 (282) E (6, ß::2) de 
ö 


—ı 
G 1yn 2-(n+D T-1(m + 3/2) D,,.,(2x12) = a 
Volk (Würzburg). 

Bailey, W. N.: On the analogue of Dixon’s theorem for bilateral basie hyper- 
geometrie series. Quart. J. Math. (Oxford II. S.) 1, 318—320 (1950). 

Verf. zeigt unter Benutzung einer auf F.H. Jackson zurückgehenden Formel 
für die basische hypergeometrische Reihe ,®,, daß man die zweiseitige basische 
Reihe des Typs ,Y, unter der Voraussetzung, daß die Produkte entsprechender Para- 
meter ganzzahlige Potenzen der Entwicklungsgröße q sind, mit Hilfe des basischen 
Analogons der Gammafunktion in geschlossener Form summieren kann. (Für die 
Definitionen vgl. M. Jackson, dies. Zbl. 35, 167). W. Hahn (Berlin). 


Funktionentheorie: B 


e Sansone, Giovanni: Lezioni sulla teoria delle funzioni di una variabile com- 


plessa. Vol. I. 3% ed. Padova: CEDAM 1950. XI, 322 p. 
Leja, Franeiszek: Les problemes de la theorie des fonetions analytiques dans 


les travaux röcents. Casopis Mat. Fys., Praha 74, Nr.2, 79—88 und französ. Zu- 


sammenfassg. 88 (1950) [Polnisch ]. 


L’A. donne une revue des problömes de la theorie des fonctions analytiques, traites dans 
les travaux qui ont &te analyses dans Mathematical Reviews durant l’annee 1948. Le nombre 
des ces travaux monte & 220. Pour faciliter la revue, les problemes sont classesen quatre groupes: 
1° les fonctions quelconques, 2° les fonctions bornees, 3° la representation conforme, 4° l’inter- 


polation et l’approximation des fonctions. — La plupart des resultats nouveaux obtenus dans 


la periode mentionnee se ramönent & l’extension et & la generalisation des resultats connus. 
Les problemes de l’approximation des fonctions et ceux de la representation conforme ont ete 


les sujets les plus frequents. (Autoreferat.) 


eo Whittaker, J.-M.: Sur les series de base de polynomes queleonques. Aveec 


ei; 
“endlich werden Integrale ausgewertet, die mit der Z-Funktion zusammenhängen, 


la collaboration de C. Gattegno. (Collection de monographies sur la theorie des. 


fonctions.) Paris: Gauthier-Villars 1949. VI, 84 8. Fr. 1000,—. u 


Das Buch gibt eine zusammenfassende Darstellung der vom Verf. und einigen 
seiner Schüler in letzter Zeit (das Literaturverzeichnis enthält hauptsächlich Arbeiten 


aus dem letzten Jahrzehnt) entwickelten Theorie der Polynombasen. Eine Polynom- 


folge 2,@), nr =0,1,2,..., heißt eine Basis, wenn für jede positivganzzahlige 
Potenz 2’ eine Darstellung 2’ = "ok Pk (2), v =0,1,2,..., mit endlich vielen 


Summanden existiert. Jeder Potenzreihe f(z) = Na, 2” entspricht dann zunächst 


formal eine „Basisreihe“ N b,p, (2). Die Theorie beschäftigt sich mit solchen 
Reihen, ihrer Konvergenz und den Eigenschaften der durch sie dargestellten Funk- 
tionen. Im folgenden sind zur Charakterisierung einige Einzelergebnisse angeführt, 
obwohl sie im vorliegenden Buch nicht erstmalig veröffentlicht werden. — Es sei 


M,(R) =Maxp», (2) für |2|=R, &(R)= N |r,r| M,(R), ferner A(R) = lim (wo, (R))Y, 


. 
‘ 


ı 


N | 999 


‚ Dann gilt z. B.: Ist N|a,|w,(R) konvergent, so ist f(z) = N a,2” im Kreis 
 |2| SR durch die dazu gehörige Basisreihe darstellbar. — Ferner gilt: Notwendig 
‚ und hinreichend dafür, daß die Basisreihe in |2| SR jede dort reguläre Funktion 
\ darstellt, ist die Bedingung A(R) = R. — Eine Reihe heißt „in |2| <R effektiv“, 


‚wenn sie dort jede in |2|< R holomorphe Funktion darstellt. (Die entsprechende 


| Definition gilt für |2|< R.) Über diese Eigenschaft ist eine größere Anzahl von 


Sätzen gefunden worden. — Ist N, die Anzahl der von Null verschiedenen Koeffi- 
zienten 7%; in der obigen Darstellung der Potenz 2’, so spielen die Reihen mit 


ı (N,„)''® —1, die sog. Cannonsche Reihen, eine besondere Rolle. Z.B. gilt: Eine 
“ Cannonsche Reihe ist dann und nur dann in |z| < Reffektiv, wenn A(r) <R für 
ı jedes r <R ist. — Weiter sei D, der höchste auftretende Polynomgrad in der 
“ Darstellung der Potenz 2”. Jede Basisreihe mit der Eigenschaft D, =O(n), von 
4 der man weiß, daß sie jede ganze Funktion in einer gewissen, von der Funktion 
J abhängenden Umgebung des Nullpunktes darstellt, stellt jede ganze Funktion in 
ı der ganzen Ebene dar. — Über ganze Funktionen lassen sich überhaupt weiter- 
4 gehende Aussagen machen, z. B. kann man eine einfache notwendige und hin- 
© reichende Bedingung dafür angeben, daß eine Cannonsche Reihe jede ganze 


Funktion von hinreichend schwachem Wachstum in der ganzen Ebene darstellt. — 


Ein weiterer Teil der Theorie beschäftigt sich mit der zu einer Basis assoziierten 


' unendlichen Koeffizientenmatrix (7,;). Mit ihrer Hilfe kann man in naheliegender 


Weise eine Multiplikation zweier Basen definieren und dann die „Effektivität“ 


3 des Basisprodukts zu der der Faktoren in Beziehung setzen. — Es sei noch darauf 


hingewiesen, daß die Theorie inhaltlich und methodisch in den Ideenkreis der 


/ Weierstraßschen Funktionentheorie gehört: Ausgangspunkt und Beweismittel ist 


immer wieder die Potenzreihe. W. Hahn (Berlin). 


Makar, Ragy et Bushra H.: Sur la base somme de bases de polynomes. Bull. Sci. 
math., II. S. 745, 138—145 (1950). 
Mit Hilfe der assoziierten Matrizen kann man leicht zeigen, daß die Summe zweier 


y Polynombasen (vgl. das vorstehende Referat) nicht immer eine Basis ergibt. Die 


D) 
d 
N 
d 


I 
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Verf. untersuchen, wann dies doch der Fall ist. Zur Formulierung der Sätze führen 
sie folgende Definition ein: Die (unendliche) Matrix P heißt algebraisch, wenn sie 
einer Gleichung a, P® ta, Pr1 + ..--+a,„,P+ta„E=0 genügt (mit Koef- 
fizienten aus einem gewissen Körper). Verff. beweisen nun: Die Polynombasen 
{p„(z)} und {q,(z)} seien so beschaffen, daß p,„(z) und q,(z) den genauen Grad 
und den höchsten Koeffizienten eins haben. Die Basen seien in |2| <R effektiv. 
Die Matrix der Basis 


(un) = 4, Mond} + {ea}, A+n +0, 


sei algebraisch. Dann ist auch die Basis {u, (z)} in |2|< R effektiv. (Ref. vermißt 
bei der Formulierung die Angabe des zugrunde gelegten Zahlkörpers; anscheinend 
ist es der der rationalen Zahlen.) — Ein weiterer Satz ähnlicher Art bezieht sich 


" auf die Summen der Basen {p,(z)} und {z"}. W. Hahn (Berlin). 


Riesz, Marcel: Remarque sur les fonctions holomorphes. Acta sci. math., 


' Szeged 12 A, L. Fejer et F. Riesz LXX annos natis dedie., 53—56 (1950). 


In this note a new elementary proof of the following inequality of F. Carlson 
[Ark. Mat. Astron. Fys.29B, nr. 11 (1943)] is given: if f(x) is holomorphie for 


lz2|< 1, then |f(z)| |dx| < ee : If()| |d, arg (2 — 2)| |d2|. From this inequality 
zl=1 j 
can, by integration, known inequalities of Fejer-F. Riesz and Gabriel be de- 


I duced. Carleson (Uppsala). 


Boas jr., R. P.: An upper bound for the Gonteharoff constant. Duke math. J. 
15, 953—954 (1948). 


230°. 2% ’ Beh E; 


Als Gontcharoffsche Konstante [Gontcharoff, Ann. Sci. Ecole norm. sup., 
III. S. 47, 1—78 (1930)] wird hier die untere Grenze aller x, für welche es innerhalb 
von |z| <1 reguläre nicht identisch verschwindende Funktionen mit Ina,| >, 
f®(a,) = 0 gibt, bezeichnet. Es wird gezeigt, daß jede obere Schranke der SO- 
genannten ‚„‚Whittakerschen“ Konstante (Macintyre, dies. Zbl. 29, 394) auch eine 
obere Schranke der Gontcharoffschen Konstante ist. Der Beweis hängt von einem 
Satz von Widder [Trans. Amer. math. Soc. 36, 107—200 (1934) insbes. 172—173 ; dies. 
Zbl. 8, 306] ab, der die Nullstellen von L(®)(z) der Laplaceschen Transformierten 
L(z) von f(z) mit L(z) verbindet. Dinghas (Berlin). 

Wittich, Hans: Ganze transzendente Lösungen algebraischer Differential- 
gleiehungen. Math. Ann., Berlin 122, 221—234 (1950). 

Mit Hilfsmitteln aus der Wertverteilungstheorie beweist Verf. u.a. folgende 
Sätze: a) Eine nichtkonstante ganze Funktion kann nicht Lösung der Differential- 
gleichung P(z,w,w',...,w®) = f(w) sein, wenn P ein Polynom, f eine ganze‘ 
transzendente Funktion ist. b) Hat die Gleichung wP) + a, (2) wer) + a,@)w—0 
als Lösung ein Fundamentalsystem ganzer Funktionen von endlichen Ordnungen, 
so können a, (z) und a,(z) nicht ganze transzendente Funktionen sein. — Durch Her- 
anziehung von Betrachtungen über den Zentralindex der Taylorschen Reihe von % 
werden weitere Aussagen gewonnen, welche für Differentialgleichungen gewisser 
Typen Schätzungen von der Ordnung der ganzen transzendenten Lösungen w(2) 
ergeben. @. af Hällström (Äbo). 

Okada, Yoshitomo: Some theorems on meromorphie funetions. Proc. Amer. 
math. Soc. 1, 246—249 (1950). 

By the aid of analogous results of Pölya and of Shah [J. London math. Soc. 
15, 23—31 (1940); this Zbl. 26, 217], the following result is proved: if F(2) is the 
quotient of two canonical products and of order og, M(r) =max|F(z)| and 


A 
N (r) = total number of poles and zeros of F(z) in |2| <r, then, setting 


A, 1 , 
a= a 7 N(r) ©(r) J logt+ M(t) ab 
(i)a <mo for B(@)=1, ifo is not an integer, (üi)‘@ = 0 for integral o, if D (x) 
is continuous and non-decreasing and j; dz/2D(x) <co. Carleson (Uppsala). | 
Boas jr., R. P.: A class of gap theorems. Duke math. J. 15, 725—728 (1948), 

oo 


Es sei f@)= N a,„2” ein Funktionselement vom Konvergenzradius 1. 


n=0 

L. Ilieff hat kürzlich [Annuaire Univ. Sofia. Fac. phys.-math., Livre 1, 42, 67—81 
(1946)] eine neue Lückenbedingung für die Nichtfortsetzbarkeit von f(z) angegeben. 
Verf. zeigt in der vorliegenden Note, daß sich diese Bedingung unter Verwendung 
eines Gedankens von R. J. Duffin und A. C. Schaeffer [Amer. J. Math. 67, 141— 
154 (1945)] in verallgemeinerter Form gewinnen läßt. Sein Hauptergebnis lautet! 
Es seien ß und y natürliche Zahlen, und es seien (n,) und (m,) zwei streng monoton 
wachsende Folgen natürlicher Zahlen. Unter der Voraussetzung, daß die Koeffi- 
zienten a, von f(z) den Bedingungen 


(1) Iane+,| SU n=1,2,...); (2) lim jan,8+,|>0; 
oo 
(3) lim\an,g4, 47 0 d=1, 2.00) 

DPD >00 4 
genügen, kann in keinem Intervall | —-6,| <ö mit 6 >2n(1 — Pl) eine Ab- 
schätzung der Form |f(r &®)| <y(6) für O<r <1 mit integrablem »(0) be- 
stehen. — Aus diesem Satz werden noch Bedingungen ähnlicher Art hergeleitet, 
die die Existenz eines singulären Punkts von f(z) auf jedem Bogen des Konvergenz- 
kreises von einer Länge >2r (1 — 7!) garantieren. Ein Vergleich dieser Be 


N 


x 
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) dingungen mit Nichtfortsetzbarkeitsbedingungen von H.Claus [Math. Z. 49, 
161—191 (1943); dies. Zbl. 28, 150] beschließt die Arbeit. Friedrich Lösch. 


Wilson, R.: Funetions with dominant polar singularities on the eirele of con- 


) vergenee. Proc. Edinburgh math. Soc., II. S. 8, 177—180 (1950). 


L’A. considere une fonction 


/ 2 oo ER) k m Ay; {es} get 
De zu een 2. 


vl B=l 


! ou ck = o (m"-1). Les c, correspondant & une suite infinie de n sont dits petits s’ils 
1 verifient co, = o(n"1). — Sik=3 et si 0,5 Cy49 Enz Sont petits pour une suite 


infinie de n, les points ei*» sont trois des sommets d’un polygöne r6gulier inserit 
dans |2|= 1. — Il est impossible que 6,, Cy41» - + +» Cyırı Soient petits pour une 
suite infinie de n. Dufresnoy (Bordeaux). 
Dörge, Karl: Entscheidung des algebraischen Charakters von Potenzreihen 
mit algebraischen Koeffizienten auf Grund ihres Wertevorrates. Math. Ann., Berlin 
122, 259—275 (1950). 
On d6signera par y (£) le degre et par w (£) la hauteur du nombre algebrique d. — 


[0,0] 
Soit 9(z) = 3 a,_,„2*-mi/d une serie de Puiseux & coefficients algebriques; z &tant, 
nd n=0 


 situe dans le domaine de convergence, on pose &=9p(2) et 


log |2] log |2]| 


E Max [v (z), Kenn Br) 108 —ı si z et & sont algebriques; 
+ oo dans le cas contraire. 


1° Si o(z) est une fonction transcendante et si lim r,/s — 0 (r, = degre& du corps 


Ü engendr6 par a,,4,_ 1. - -,@-,1), alors lim o(z) = ©. — 2° Si Y(z) est une fonc- 


z>00 
tion algebrique et si t est un nombre r&el quelconque fixe, o(z) est borne pour l’en- 


semble des z algebriques, de modules assez grands, verifiant Max E (2), el = 


Dufresnoy (Bordeaux). 

Bergman, Stefan: On solutions with algebraie character of linear partial 
differential equations. Trans Amer. math. Soc. 68, 461—507 (1950). 

1. H(x, y, z) sei eine in einer Umgebung von x = y = z = (0 regulär analytische 
Lösung von AH =0. Sie wird für komplexe Werte der Variablen studiert. Der 
durch &2 + 2 +2z?=() definierte charakteristische Kegel besitzt die Parameter- 
stellung = 2 YZZ*,y=-i(Z+Z*, z=(Z—Z*). Aufihm wird H gleich 
einer Funktion x (Z,Z*) der komplexen Variabeln Z,Z*. x(Z,Z*) heißt die 
C,-Assozüerte von H. Setzt man 


nd -1 72, uC(- 73) 
md =2 [Van N gr 


so gilt mit u=r +4( +iy)E— Il —iy)d 
1 


“ zu integrieren über den Einheitskreis |] = 1. Gilt die letztere Integraldarstellung 


für H mit einer geeigneten Funktion f(u, &), wobei integriert wird über eine beliebige 
geschlossene Kurve, so heißt f(u, £) eine B,-Assozüierte von H. — 2. Es wird die 
Gesamtheit aller algebraischen H(x, y,z) studiert, welche eine rationale B,-Asso- 
züerte f(u, &) = p(u, £)/g(u, &) besitzen, wobei p(w, £) ein beliebiges und q(w, &) 


ein vorgegebenes Polynom in u und Z sind. Diese Gesamtheit hängt von einer An- 


zahl von willkürlichen Konstanten ab, welche Verf. angibt. (Übertragung des 
Riemann-Rochschen Satzes!) — 3. Es sei 9 (x, y,z) — (H,, H,, H,) ein harmoni- 
scher Vektor,d.h. es gelte rot 9 = 0, div 9 = 0. Die Komponenten von 9 seien 
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algebraische Funktionen, die auf einem 3-dimensionalen Analogon Reiner Riemann- 
schen Fläche eindeutig sind. Überdies besitze H, eine rationale B,-Assoziierte. Es 
werden die auf R zu erstreckenden verallgemeinerten Abelschen Integrale 


46 +H üh 
f (H, dx + H,dy 3; dz) eingeführt. Es gibt gewisse Punktgruppen LT, . . -, &n5 
r 

Yu, derart, daß 


n Yy 5 Zgu L 
DI Hier dy+Ha)=3 | AO, 
»=1% 207 


wobei die A,(£) algebraische Funktionen einer Variablen Z sind und die Komponenten 

der r, und 4, untereinander und mit den Grenzen 21 „, 22, der Integrale rechts durch _ 
eine Anzahl algebraischer Gleichungen verknüpft sind. (Analogon des Abelschen 
Theorems!) — 4. Es werden Integraloperatoren angegeben, welche eine Lösung 4 

der Laplaceschen Differentialgleichung in Lösungen ® von AD + F(x,y,2)P =0 
überführen, und ihre Grundeigenschaften studiert. — Eine exakte Wiedergabe der 

Sätze, besonders von 2. und 3.,ist leider wegen der großen Anzahl der im Verlauf 

der rechnerischen Verifikation auftretenden Hilfsbegriffe nicht möglich. Eichler. 


Borchsenius, Vibeke and Borge Jessen: Mean motions and values of the Rie- 
mann zeta funetion. Acta math., Uppsala 80, 97—166 (1948). 

Schneidet man aus der Halbebene o > 4 die Strecken 4 <o<s o,t=t, heraus, wobei 
o, + it, die Singularitäten von log &(s) bedeuten, so entsteht ein Gebiet A, in dem log £(s): 
eine eindeutige Funktion bezeichnet. Einige der wichtigsten Resultate der Abhandlung be- 
ziehen sich auf diese Funktion. Sie lauten: Es sei das feste o beliebig > $ gewählt, und es be- 
deute A, y,s(2) die Menge der Punkte o +it mit y<t<ö, für die log &(o +it) in der 
(beliebigen) Borelmenge E liegt. Schließlich bezeichne m das lineare Lebesguemaß auf der 
Geraden o. Dann existiert für jedes y > 0 


1 lim 

( 6> 00 De 

— Die zu log £(s) — x gehörige Jensen-Funktion 
ö 


lim [ 10g |log &(o +ih) — z|d 
ö> 0 0 Yy 
existiert für jedes x gleichmäßig in [4, + 0]. Es ist 9(c) eine zweimal differenzierbarekonvexe 
Funktion. Sie kann ; 


(0) = J log |u— x|u,(dR,) = Pak log |u— z| F,(u) m(dR,) 


Y(o) = 


geschrieben werden. Für o — 3 gilt 9(o) — oo. — Man betrachte (entlang einer beliebigen Ge- 
raden o > 3) die Funktion arg [log &(s) — x]. Um diesem Zeichen einen eindeutigen Sinn bei- 
zulegen, entscheide man sich für einen bestimmten Zweig der Funktion, so daß sie sich mit £ 
im allgemeinen stetig [bei Nullstellen von log &(s) — x aber um die richtigen Vielfachen von 
r] ändert. Dann existiert die mittlere Bewegung 


Don arg[log &(o + iö) — x] — arg[log&(o +iYy) — x] 
ö— 00 d— yc 


und es gilt c(o) = @' (0). — Es bedeute N (o,, 0, y, ö) die Zahl der Nullstellen von log &(s) — x 
im Rechteck (4 <)o, <o,(< ), y<t<ö. Dann existiert 


(2) H(o,0,) = lim 47,9) 
ö> © Ey, 
und es gilt 


1 
(3) H (0,,0,) = In (9 (01) — 905). 


Den angegebenen Resultaten entsprechende Sätze gelten auch für &(s) selber. — Statt den In- 
halt der Arbeit im einzelnen wiederzugeben, soll jetzt nur auf die Unterschiede gegenüber älteren 
Abhandlungen von Jessen hingewiesen werden. In Bohr und Jessen [Acta math., Djurs- 
holm 54, 1—35 (1930) und 58, 1—55 (1932); dies. Zbl. 3, 389] wird die Existenz von 
(1) und (2) behandelt, aber z. B. nicht (3) bewiesen. Die Fastkonvergenz des Eulerproduktes 
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von &(s) für o > #, welche in Acta 58 die Übertragung der für o > 1 angewandten Methoden 
in den kritischen Streifen hinein ermöglicht, spielt auch in der vorliegenden Arbeit eine ent- 
scheidende Rolle. — In Math. Ann., Berlin 108, 485—516 (1933) (dies. Zbl. 7, 156), hat Jessen 
ganz ähnliche Sätze bewiesen wie Verff. in der vorliegenden Abhandlung. Insbesondere wird dort 
die Jensensche Funktion für analytische fastperiodische Funktionen definiert und der Zu- 
sammenhang mit der Werteverteilung fastperiodischer Funktionen hergestellt (die mittlere Be- 
‚, wegung wird nicht behandelt). In vorliegender Abhandlung werden diese Resultate auf ver- 
allgemeinerte analytische fastperiodische Funktionen, im Falle der Z-Funktionen also auf den 
kritischen Streifen ausgedehnt. — Die Arbeit von Jessen und Wintner [Trans. Amer. Math. 
Soc. 38, 48—88 (1935); dies. Zbl. 14, 154] behandelt die Frage nach der Existenz asymptotischer 
Verteilungsfunktionen [wie z.B. (1)] anders als Bohr und Jessen (s. oben) mit Hilfe von 
Fouriertransformationen, und zwar auch im kritischen Streifen. Die betreffenden Sätze werden 
in vorliegender Abhandlung ganz ähnlich angewandt. — In Jessen-Tornehave [Acta math., 
Uppsala 77, 137—279 (1945)] wird das Problem der Existenz der mittleren Bewegung für allge- 
meine Klassen analytischerfastperiodischer Funktionen mit der Verteilung der Nullstellen fastperi- 
odischer Funktionen in Zusammenhang gebracht und vollständig gelöst. In vorliegender Ab- 
handlung werden diese Resultate auf verallgemeinerte analytische fastperiodische Funktionen 
ausgedehnt, gelten also z. B. im Falle von £(s) auch im kritischen Streifen. — Der wichtigste 
Fortschritt gegenüber den älteren Abhandlungen dürfte demnach darin bestehen, daß nunmehr 
die Theorie der Jensenschen Funktion und die der mittleren Bewegung auch auf den Fall ver- 
allgemeinerter analytischer fastperiodischer Funktionen ausgedehnt ist. — Der bemerkens- 
wert klare Aufbau der Abhandlung gestattet ein leichtes Eindringen in die Theorie. Die Länge 
der Arbeit ist zu einem Teil dadurch verursacht, daß auch für ältere Sätze (z. B. der Funk- 
tionentheorie), die dem Leser im allgemeinen nicht geläufig sein werden, volle Beweise gege- 
ben sind. Sämtliche Sätze werden, wie schon angedeutet, nicht nur für log &(s) bzw. £(s), so- 
dern für allgemeine Klassen verallgemeinerter fastperiodischer Funktionen hergeleitet, ohne 
daß dadurch Komplikationen auftreten. Maak (Hamburg). 


Leont’ev, A. F.: Über Funktionen, die durch Reihen von Dirichletsehen Poly- 
nomen definiert sind. Izvestija Akad. Nauk SSSR, Ser. mat. 13, 221—230 (1949) 
[Russisch ]. 

Soit {2,}% une suite de nombres complexes dont la densite superieure o est 
E70 um gl] co. Sol Bey Sn nete (mil. Be) er 

n +0 ; 3 


etant constantes, une suite de polynomes de Dirichlet, qui convergent uniform&ment 
dans un cercle D de rayon r. L’A. d&emontre quelques proprietes nouvelles pour la 
fonction limite f(z) en relation avec la grandeur o,sir >no. N. Obrechkoff. 


Bruijn, N. G. de: The roots of trigonometrie integrals. Duke math. J. 17, 
.197—226 (1950). j 

Hier werden einige Resultate von Polya [Acta math. 48, 305—317 (1926); 
J. London math. Soc. 1, 98—99 (1926); J. reine angew. Math. 158, 6—18 (1927)] 
verallgemeinert. Die Hauptergebnisse des Verf. sind: I. f(t) sei eine ganze, nicht 
konstante, gerade Funktion von t mit f(t) Z0 für reelle t. Die Ableitung f’(t) 
sei der Limes (gleichmäßig in jedem beschränkten Gebiet der t-Ebene) einer Folge 
von Polynomen, deren Wurzeln sämtlich auf der reellen Achse liegen. Dann besitzt 


co 
das Integral fi e-f() eizt dt nur reelle Nullstellen. — II. Seien N eine natürliche, 
— 00 
N 
2, (n = 0,1,2,...) komplexe Zahlen, p_,„ =P,R(py) >0 und Pt) = = De". 
_ Die Funktion gq(x) sei regulär im Sektor —n/2 N— NTlarg(py) <arg (x) < 
r/2 N— NTlarg(py) und auf seiner Begrenzung mit möglicher Ausnahme der 
Stellen x = (0 und ©, an denen sie Pole beliebiger endlicher Ordnung haben kann. 


Außerdem sei q(x) =g(1/#). Dann sind fast alle Nullstellen des Integrals 
oo 
F e-Pi) g(e) eiztdt reell. — Methodisch ist die Arbeit nicht uninteressant. An- 
— 00 d 


wendungen der Resultate auf die Riemannsche Z-Funktion führen zwar zu netten 
Apergus, ergeben aber keine neuen Aspekte. Neu sind Bemerkungen über die 


934 | | N BR 4 


Ramanujanfunktion Fra) n®=]I(l-Tp)P7’+ pil-2s)-1, wobei die 
1 v 


Wichtigkeit der Produktdarstellung deutlich wird. @. Hoheisel (Köln). 

Charzynski, Z.: Sur les fonetions extrömales dans les familles de fonetions 
univalentes. Collog. math. 1, 168—170 (1948). | 

Es sei (1) /(@) =1,%@ +4,24 =: A, An til k= 2,3.. .) 
schlicht auf |2| <1. Weiter sei für N >22, H,=H(,...‚Am lg -..„Un) eine 
reelle Funktion, definiert auf einem (2N — 2)-dimensionalen Bereich, welche par- 
tielle Ableitungen besitzt, die nicht alle zugleich verschwinden. Es sei nun F eine | 
Familie von Funktionen (1), dann ist H, ein Funktional auf F. Verf. stellt sich dann 
folgendes Problem, gibt es in F Funktionen f, (extremal), für welche 4, auf F maxi- 
mal ist? Wie sehen alle diese Funktionen aus ? Verf. beantwortet dieses Problem 
in folgenden Fällen: 1. Für die Familien Fr (0 <T <1):f@)| <1, a, >T, 
2. und für Fl:a, =1. — Keine Beweise. Hlawka (Wien). 

Epstein, Bernhard: Some inequalities relating to eonformal mapping upon 
eanoniecal slit-domains. Bull. Amer. math. Soc. 53, 813—819 (1947). 

Wird das n-fach zusammenhängende, den Punkt oo enthaltende Gebiet D von n 
nicht nur aus einem Punkt bestehenden Kontinuen begrenzt, so existiert bekannt- 
lich zu jedem Winkel 9 genau einvon n Schlitzen, die mit der positiven reellen Achse 
den Winkel 9 bilden, begrenztes Gebiet, auf das D konform durch eine (und 
dann auch nur eine) Funktion, welche in der Umgebung von oo die Entwicklung 
s9(2) = 2 + ag/2 +": besitzt, abgebildet werden kann. Durch Betrachtung eines 
positiven Integrals leitet Verf. sehr einfach die Ungleichung Re (a, e=?i?) > A/2n 
ab, inder A das Lebesguesche Maß der Komplementärmenge von D bedeutet; das 
Gleichheitszeichen gilt nur beider Abbildung s3(2)—=z. Geometrisch besagt dies, daß 
die Kreisperipherie, die die Zahlen a5 nach einem Satz von Grötzsch [Ber. Verh. 
Sächs. Akad. Wiss. Leipzig, math.-phys. Kl. 84, 15—36 (1932); dies. Zbl. 5, 68] aus- 
füllen und die den Punkt 0 umschließt, von 0 mindestens den Abstand A/2r hat. — 
Mit Hilfe der Theorie der vollständigen orthonormalen Systeme in D erklärter ana- 
las]? A 
Ay — Al? rg 


die äquivalent ist mit |a,| |@rj2| cos r nn (4y— Az), falls r den Winkel zwi- 


schen a, und a,„g bedeutet. Krickeberg (Berlin). 

Grötzseh, Herbert: Zur Geometrie der konformen Abbildung. Hallische Mo- 
nogr. Nr. 16, 5—11 (1950). 

En considerant des familles de courbes fermees dans le plan Z, trois fois pointe 
(—1, +1, 0), familles qu’il appelle ‚normales de premiere ou de deuxieme espece‘‘, 
et qui peuvent &tre pourvues de fentes (Schlitz), rendues g&ometriquement intuitives 
I’A. enonce un th6oreme general sur la reprösentation conforme des domaines B,.;3 
de E,, limit6s par n courbes simples fermees et par les points’ — 1,1, co. Lad 
reprösentation de B,,,3est possible, et unique d’une certaine maniere, sur un domaine 
B,+3 limit& par des courbes d’une famille donnee [Exemple de „premiere espece‘: 
les ellipses de foyers —1 et +1, auxquelles on joint le segment unissant ces deux 
points; exemple de ‚„‚deuxieme espece‘: les cercles laissant les points —l et +1& 
Vexterieur]. Les points —1, +1, oorestent fixes. —La d&monstration est indiquee; 
l’existence de la solution se d&duit de son unicit6 par la methode de continuit6 de 
Koebe. S. Stoilow (Bucarest). 

Volkovyskij, L.I.: Bestimmung des Typs gewisser Klassen von einfach-zu- 
sammenhängenden Riemannschen Flächen. Mat. Sbornik, n. 8. 23 (65), 229 —258 
(1948) [Russisch]. 

Es werden Riemannsche Flächen betrachtet, deren Blätter über |w| <co nur 
an zwei oder drei zweiblättrigen Windungspunkten beteiligt sind, während über 


lytischer Funktionen beweist Verf. die Verschärfung Re (ag e72i?) 
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w = 00 verschiedenartige Randstellen liegen dürfen. Verf. strebt nach hinreichenden 
Kriterien für den Grenzpunkt- oder Grenzkreisfall, welche den Einfluß einer Ver- 
lagerung der Windungspunkte im endlichen Flächenteil bei dort gleichbleibender 
Verheftungsstruktur der Fläche erkennen lassen. Er studiert dabei drei Haupt- 
klassen von Flächen: die Klasse A, darf entstanden gedacht werden aus einer De- 
formation der Fläche des Sinus, a daß die zweiblättrigen Windungspunkte 
über +1 und — 1 in beliebige endliche Lagen über der reellen Achse verschoben 
werden, ohne daß doch dabei zwei Windungspunkte verschmelzen. Alle diese 
Flächen sind vom parabolischen Typus. [Ref. bemerkt, daß es gelungen ist, solche 
Verlagerungen in wichtigsten Fällen auch quantitativ in bezug auf Wertverteilung be- 
herrschbar zu machen; so ergibt sich u. a. Einblick in die ie bei Lösungen 
inearer Dif ferentialeleichungen 2. Ordnung, und ganz neue Einsicht in Eigenschaften 
der Gammafunktion.] Die Klasse A, entspringt aus der Vorgabe einer Punkt- 
folge w, oder zweier Punktfolgen w,, w, (+0, mit arg wi) + arg wi) ,, wi = — wi); 
das Blatt H, bzw. H{® trägt Radialschlitze von w®, u, nach oo; dann liegt der 
Aufbau der Fläche nahe. Hier können sowohl Kriterien für parabolischen wie auch 
für hyperbolischen Typus gewonnen werden; jenes unter ER für 


dig Beträge |w,| = o,, dieses unter Verwendung von d,, be > > + min (o,, PP.) 
On+1 


Wobei « &%,, P„n mit den Winkeln zwischen w,, w,ı, eng zusammenhängen. Als Bei- 
spiel sei der Satz genannt: Bei «, <SPß,, I = 00, 0,Y0, d„y}0 ist für hyper- 
bolischen Typus hinreichend, daß für n > m, der Ausdruck 


® 4) :(n log d,,) gl 


bleibe. — Die dritte Klasse A, wird in Anlehnung an die Struktur des Modulbaums 
aufgebaut, dessen Knoten durch zweiblättrige Windungspunkte w, ersetzt werden; 
diese sind nach Generationen n geordnet; jedes Blatt enthält ein w, und zwei w,,,; 
mit Symmetrieannahmen, und Fallunterscheidungen o, \ oder o,? werden Kriterien 
für den hyperbolischen Typ gegeben (in gewisser Beziehung zu LeVan, dies. Zbl. 
29, 35) und andere im Zusammenhang mit Ahlfors’ L (o) für beide Typen. — Me- 
thodisch stützt sich die Arbeit auf die Verwendung bekannter Dinge über quasi- 
konforme Abbildung. Egon Ullrich (Gießen). 


Volkovyskij, L. I.: Konvergente Folgen Riemannscher Flächen. Mat. Sbornik, 
n. 8. 23 (65), 361—382 (1948) [Russisch ]. 

Verallgemeinerung der bekannten Sätze von Carath&odory über den Zu- 
sammenhang zwischen der Konvergenz einer Folge von Funktionen f,(z), welche 
den Einheitskreis in (schlichte) Gebiete @, normiert abbilden, und der Konvergenz 
der Gebietsfolge @, gegen ihren Kern. Hier werden Riemannsche Flächen zugrunde 
gelegt, insbesondere solche, welche neuerdings in der speziellen Wertverteilungs- 
lehre eine Rolle gespielt haben (Nevanlinna, Elfving). Die Kompaktheit der- 
artiger Flächenklassen wird erörtert. Die Voraussetzungen über die zugelassenen 
Riemannschen Flächen sind lockerer alssieschonbeiCarath6odory ae wurden; 
die Sätze sind minder scharf, gestatten aber doch wertvolle Aussagen indem v orhin 
erwähnten Fragenkreise. Egon Ullrich (Gießen). 


Behnke, Heinrich und Karl Stein: Entwieklung analytischer Funktionen auf 
Riemannschen Flächen. Math. Ann., Berlin 120, 430—461 (1949). 

Die Verff. operieren auf beliebigen offenen Riemannschen Flächen N, die der 
z-Ebene imüblichen Sinn überlagert sind. Zu jedem kompakten und regulär berande- 
ten Teilgebiet @existiert ein eindeutiges Differential dE(p,g), das analytisch abhängig 
ist vonden Gebietspunkten p und g, so lange p #g ist, und in p =q (bei festem g) 
einen einfachen Pol mit dem Residuum 1 hat. Es läßt sich somit jede Funktion f, 
die im abgeschlossenen und regulär berandeten Bereich AC@ eindeutig und 
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analytisch ist, durch das un Integral 

Es ” dE 5 
IB) 55; a a: dE(p,q) | 
darstellen. Durch Anwendung eines Verfahrens, das der Rungeschen Polverschie- _ 
bung entspricht, ergibt sich hieraus nach einer Ausschöpfung der Fläche R durch 
Teilgebiete @,, &AN der folgende Satz: Ist G ein beliebiges Gebiet der Fläche NR, 
das keine seiner Randkomponenten vom Rand der Fläche R trennt, so kann jede 
‚auf G eindeutige analytische Funktion innerhalb @ gleichmäßig durch solche Funk- 
tionen approximiert werden, die auf N eindeutig und analytisch sind. Ein analoger 
Approximationssatz gilt für analytische Funktionen mehrerer komplexer Variabeln 
in Zylindergebieten. Ist schließlich @ irgendein Teilgebiet von R, so läßt sich jede 
auf G eindeutige analytische Funktion innerhalb @ gleichmäßig durch meromorphe 
Funktionen auf AR approximieren, die höchstens auf dem Rande von @ Pole auf- 
weisen. Wohl das wichtigste Resultat der Arbeit lautet: Ist 6, &,, -- „{n - . . eine 
 Homologiebasis der eindimensionalen Zyklen auf R und sind 0... ... 
beliebige komplexe Zahlen, so existiert auf R ein (verallgemeinertes) Abelsches Inte- 
gral erster Gattung, das längs der £, genau die vorgeschriebenen Perioden «, hat. 
Zum Beweis wird für kompakte und regulär berandete Teilgebiete @, die klassische 
Theorie der Abelschen Integrale verwendet und dann die Fläche R durch solche Ge- 
biete ausgeschöpft, wobei mit dem obigen Approximationssatz geeignete konvergenz- 
erzeugende Summanden konstruiert werden. Analoges gilt für Integrale zweiter 
und dritter Gattung. Betreffs Erweiterung der klassischen Theorie der Abelschen 
Integrale auf offene Riemannsche Flächen vgl. auch R. Nevanlinna, Ann. Acad. 
Sei. Fennicae A. I. Nr. 1 (1940), L. Ahlfors, ebenda Nr. 35 (1947) (dies. Zbl. 29, 
259), und K. I. Virtanen, ebenda Nr. 56 (1949). — Es ist zu bemerken, daß die 
Resultate und Methoden der Verff. auch für abstrakte offene Riemannsche Flächen 

Gültigkeit haben. A. Pfluger (Zürich). 

Virtanen, K.I.: Über die Existenz von beschränkten harmonischen Funk- 
tionen auf offenen Riemannschen Flächen. Ann. Acad. Sci. Fennicae, AI, Nr. 75, 
88. (1950). 

Verf. beweist den folgenden wichtigen Satz: Gibt es auf einer Riemannschen 
Fläche eindeutige harmonische Funktionen mit endlichem und positivem Dirichlet- 
integral, so gibt es auf dieser Fläche auch nichtkonstante und beschränkte eindeutige 
harmonische Funktionen. Pfluger (Zürich). 

Myrberg, P. J.: Über die Existenz von beschränktartigen automorphen Funk- 
tionen. Ann. Acad. Sci. Fennicae, AI, Nr. 77, 88. (1950). 

Eine Funktion f, die auf einer Riemannschen Fläche F eindeutig und meromorph 
ist, nennt Verf. beschränktartig, wenn sie als Quotient zweier nach oben beschränk- 
ter u-Funktionen darstellbar ist. v-Funktionen sind dabei solche (i. a. mehrdeutige) 
Funktionen, deren Zweige gemäß der Gleichung g(x,) = e'*. (x) zusammen- 
hängen, wo die A, reell und nur von der Decktransformation &— x, abhängig 
sind. f wird in der Tat durch Uniformisierung eine beschränktartige automorphe 
Funktion im Einheitskreis. Damit es auf F nicht-konstante beschränktartige Funk- 
tionen gibt, muß F notwendig einen positiven Rand (positive logarithmische Kapa- 
zität) haben. Dies ist für Flächen von endlichem Geschlecht auch hinreichend, aber 
nicht mehr für Flächen von unendlichem Geschlecht, wie Verf. durch ein Beispiel 
zeigt. Pfluger (Zürich). 

eo Sommer, Friedrich: Die Geometrie der Hyperkugelautomorphismen. 
(Schriftenreihe math. Inst. Univ. Münster, Heft 3.) Münster (Westf.): 1949. 143 8. 

Verf. untersucht Eigenschaften der umkehrbar analytischen Abbildungen der 
„Hyperkugel“ |z2,?-+---+|2,|®<1 auf sich. Zunächst wird der für n=1 
wohlbekannte und für n >1 zuerst von Poincar& ausgesprochene Satz bewiesen, 
daß jede solche Abbildung eine projektive Transformation der Variabeln ist, wodurch 
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are Einführung homogener‘ Koordinaten 2... ., 241 (& = Hay} kE = 3 ‚N) 
nahegelegt wird. Ist X die Matrix der zu ale Bueenden projektiven Abbildung 
und 9 die Matrix der hermiteschen Form |2,? +: + |x,?— |2,.1]% so gilt 


AU HA= 9. Es wird eine Klassifikation der X nach ihren Elementarteilern durch- 
geführt, die die Einteilung der ebenen nichteuklidischen Bewegungen in elliptische, 
hyperbolische und parabolische verallgemeinert. Die von Fubini und Study ein- 
geführte invariante Metrik wird zur Definition von sog. isometrischen Hyperzylin- 
dern benutzt, die bereits bei J. I. Hutchinson [Trans. Amer. math. Soc. 8, 261 
{1907)] eingeführt wurden, und es werden ihre geometrischen Eigenschaften be- 
_ trachtet. Zu den historischen Angaben des Verf. über die Anwendung der isometri- 
schen Gebilde bei der Aufstellung von Fundamentalbereichen diskontinuierlicher 
Gruppen bemerkt Ref., daß das Hutchinson-Fordsche Verfahren bei Fuchsschen 
Gruppen (und allgemeiner für jedes n im Falle einer invarianten Metrik) inhaltlich _ 
identisch ist mit der von R. Fricke bereits 1895 gegebenen Konstruktion kanoni- 
scher Fundamentalbereiche. Siegel (Princeton). 

Bochner, S.: On eompaet complex manifolds. J. Indian math. Soc,, n. S. 11, 
1—21 (1947). 

» Eine geschlossene Riemannsche Fläche R vom Geschlecht p >1 besitzt nach 

.A. Schwarz und H. Poincar& nur endlich viele analytische Automorphismen. 
In der vorliegenden Arbeit wird nach kompakten komplexen 2n-dimensionalen 
Mannisfaltigkeiten gefragt, für die eine entsprechende Aussage gilt. Verf. gibt zu- 
nächst einen neuen Beweis des Schwarz-Poincar6öschen Satzes. Hierbei werden die 
folgenden Eigenschaften von R wesentlich benutzt: 1. Die Gruppe /' der analyti- 
schen Automorphismen von R ist eine komplexe Liesche Gruppe. Die entsprechende 
Aussage wurde vom Verf. und D. Montgomery (dies. Zbl. 30, 75) allgemein für 
kompakte komplexe Mannigfaltigkeiten bewiesen. 2. Die universelle Überlagerungs- 
fläche von R ist dem Einheitskreise,d. h. einem beschränkten Gebiete der komplexen 
Ebene konform-äquivalent. Es folgt, daß jedes kontravariante komplex-analytische 
Vektorfeld auf R identisch verschwindet, woraus sich weiter ergibt, daß I’ diskret 
und sogar endlich ist. — Diese Beweisführung läßt sich, wie Verf. zeigt, auf besondere 
Klassen komplexer 2n-dimensionaler Mannigfaltigkeiten übertragen. Hierzu ge- 
hören die durch eigentlich diskontinuierliche Automorphismengruppen der Hyper- 
kugel |2,]?+ + 2,? <1 mit kompaktem Fundamentalbereich bestimmten 
Mannigfaltigkeiten, ferner gewisse Mannigfaltigkeiten mit Kählerscher Metrik, deren 
Ricci- Krümmung ständig negativ ist. Von besonderem Interesse ist in diesem Zu- 
sammenhange eine Vermutung des Verf. über die Abbildbarkeit der universellen 
Überlagerungsräume komplexer Mannigfaltigkeiten mit Kählerscher Metrik auf die 
Hyperkugel und den komplex-projektiven Raum. Stein (Münster). 

Hawley, Newton S.: A theorem on eompaet complex manifolds. Ann. Math., 
Princeton, II. S. 52, 637—641 (1950). 

Verf. zeigt im Anschluß an Arbeiten von S. Bochner und D. Montgomery 
(siehe vorstehendes Referat), daß eine kompakte komplexe Mannigfaltigkeit, deren 
universelle Überlagerungsmannigfaltigkeit einem „Picardschen Gebiet‘ analytisch 
r äquivalent ist, höchstens endlich viele analytische Automorphismen besitzt. Unter 
einem Picardschen Gebiet wird ein Gebiet des Raumes der komplexen Veränder- 
lichen 2,,...,z, verstanden, das über je zwei bestimmten Punkten in jeder Ko- 
ordinatenebene keine inneren Punkte aufweist. Stein (Münster). 

Cartan, Henri: Id6aux et modules de fonetions analytiques de variables com- 
plexes. Bull. Soc. math. France 78, 29—64 (1950). 

Verf. gibt eine neue geschlossene Darstellung der von ihm in einer früheren 
Arbeit (dies. Zbl. 35, 171) begründeten Theorie der Ideale und Moduln analytischer 
Funktionen von n komplexen Veränderlichen. Die dort offen gebliebenen Probleme 
werden vollständig gelöst. Grundlegend ist der Begriff des Bündels von g-dimen- 
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sionalen Moduln regulärer Funktionen in einem Bereiche A. Hiervon wird gespro- 
chen, wenn jeder nichtleeren offenen Teilmenge X von A ein Modul Fx, bestehend 
aus Systemen von je q in X regulären eindeutigen Funktionen, zugeordnet ist, derart 
daß für jede in X enthaltene offene Teilmenge Y der Modul Fy den von FxinY er-, 
zeugten Modul umfaßt. In einer beliebigen nichtleeren Teilmenge E von A wird 
dann Fy erklärt als die Vereinigung der Moduln, die von allen Fx in KH erzeugt werden, 
wo X alle E umfassenden offenen Teilmengen von A durchläuft. Das Modulbündel # 
heißt kohärent in einem Punkte a von A, wenn es eine offene Umgebung U von@ 
gibt, so daß für jeden Punkt z aus U der Modul F, von Fy erzeugt wird. Wichtige 

Beispiele von Modulbündeln sind das durch eine analytische Mannigfaltigkeit in A 
bestimmte Idealbündel (9 = 1), ferner das Bündel der linearen Relationen zwischen 
qin A regulären Funktionen fj,.. .,f„ gebildet aus den in Teilmengen X von A 
regulären cu... mit af + °:+% = 0. Verf: zeigt, daß solche Bündel in 


jedem Punkte von A kohärent sind. Für kohärente Modulbündel Fin A wird sodann 


bewiesen: Ist A ein Regularitätsgebiet, so existiert in jedem kompakten Teil B 
von A ein eindeutig bestimmter Modul, der in jedem Punkte z von B den Modul F,, 
erzeugt. Im Gesamtgebiet A existiert ein eindeutig bestimmter abgeschlossener 
Modul mit der gleichen Eigenschaft, d. h. ein Modul, der mit den Elementen einer 
im Innern von A gleichmäßig konvergenten Folge regulärer Funktionen stets auch 
die Grenzfunktion enthält. Ferner gilt: Ist V eine analytische Mannigfaltigkeit 
im Regularitätsgebiet A und f eine in einer Umgebung von V reguläre Funktion, 
so gibt es eine in A reguläre Funktion g, die auf V die gleichen Werte wie f annimmt. 
Hieraus folgt u. a. leicht der Satz von Weil-Oka über die Approximation regulärer 
Funktionen in analytischen Polyedern. Stein (Münster). 


Hefer, Hans: Zur Funktionentheorie mehrerer Veränderliehen. Über eine Zer- 
legung analytischer Funktionen und die Weilsche Integraldarstellung. Math. Ann., 
Berlin 122, 276-278 (1950). 

Auf neuem sehr einfachem Wege wird gezeigt, daß die Weilsche Integraldar- 
stellung in allen analytischen Polyedern des R?* möglich ist. Dazu ist nachzuweisen, 
daß in allen schlichten endlichen Regularitätsgebieten © die dort regulären Funk- 
tionen eine Weilsche Zerlegung erlauben. Der Beweis benutzt vor allem den Hilfs- 
satz! „O(2,.. .,2,) sei regulär in ®N (z, = 0). Dann gibt es eine in ® reguläre 
Funktion, die auf 2, = 0 mit 9 übereinstimmt“. Er folgt aus der Lösbarkeit des 
1. Cousinschen Problems in ©. Rothstein (Marburg). 

Tsuji, Masatsugu: On’ removable singularities of an analytie funetion of several 
complex variables. J.math. Soc. Japan 1, Nr. 4, 282—-286 (1950). 

Sei X eine Kugel des R" und E eine abgeschlossene Punktmenge in ihr. Zu 
jeder Komponente D von K—E existiere eine positive harmonische Funktion v 
mit v(P)> 00, wenn P>Q und@inE. Dann gilt:1. K— E hängt zusammen; 
E hat das Lebesguesche Maß null. 2. Ist win K— E harmonisch und beschränkt, 
so auch auf E. 3. Sei n—=2m und „=a„+iy,. Ist g(2,...,2,) n K-E 
regulär und beschränkt, so auch auf E. 4. Eine (n— 2)-dimensionale Menge 
2,=9l..ubyn) ?=1,2,...,n, ist sicher dann eine Menge E, wenn die Y; 
einer Lipschitzbedingung genügen. — Die Mengen E sind offenbar ein Analogon 
der harmonischen Nullmengen der Ebene. Rothstein (Marburg). 


Modulfunktionen. Fastperiodische Funktionen: 


Braun, Hel: Hermitian modular funetions. Ann. Math., Princeton, II. S. 50, 
827855 (1949). 

This paper, part I of a series, is concerned with a generalization of the theory 
of elliptice modular functions. Let H be the subspace of a space of n2 complex vari- 
ables z,, constituting the elements of a complex matrix 3(%) for which y=il(3—3) 
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‚ is the matrix of a positive definite hermitian form; 3 denoting the transpose of the 


complex conjugate of 3. Let K be the imaginary quadratic field of discriminant d 


over the field of rationals and & the group of matrices M BR elements are integers 
of K and which leave invariant the hermitian form i es (2 Yayn Ye Tr) © 
(called by the author the Hermitian modular group a Hegree n) has in H a dis- 


eontinuous representation 3z> Az; +B)(Cz3+D)1 where M= © ) a ka 


this paper the author discusses convergence of generalized Eisenstein series belonging 
to © and the properties of their Fourier coefficients. The investigations are analogous 
to those of C. L. Siegel relating to the modular group of degree n. (Math. Ann. 116, 
617 (1939); this Zbl. 21, 203). — Call two matrices Am), Y®) with elements in K 


a hermitian pair if (A B) is of rank nand BA = AB. An integral hermitian 
pair is a coprime pair if for every row vector t inK, the rows £ X, x ® integral 
implies that t is integral. Two hermitian pairs A,, ®, and W,, ®, are associate if 
U, B, — ,. All associate pairs form a class. It is shown (Theorem I) that in 
every class of are pairs there is a coprime pair. Since for every coprime pair 
Ad the en 43 + ©] is not zero, form the generalized Eisenstein series 
9,3) —= 5 |43 + 3]? where the summation runs over coprime representatives 
(which exist by Theorem I) of classes of hermitian pairs. It is proved (Theorem II) 
that 9, (3) converges absolutely for g>2n, 4g if d=—3 and 6ygif d= —. 
Theorem III asserts that for every point ; in H, @,(3) has a Fourier expansion 
= a (t) e?”ie(t) the summation extended over all non-negative, semi-integral 


hermitian matrices t [that is hermitian matrices t = (t,,), for which t,,, dt. 
k=#l,kl=1,...,n are integers of K]. An expression for the Fourier coefficients 
a(t) are found and it is shown (Theorem IV) that «a(t) is rational. The proofs of 
these theorems, though modelled on the proofs of corresponding results for the 
Eisenstein series connected with Siegel’s modular group of degree n, are a bit 
complicated in view of the fact that the ideal class number of K is not always unity. 
K.@. Ramanathan (Princeton N. J.). 

Braun, Hel: Hermitian modular funetions. Part 2. Genus invariants of 
Hermitian forms. Ann. Math., Princeton, II. S. 51, 92—104 (1950). 

In this paper, part II (see preceding review), the author obtains for the analytic 
genus invariant of an integral non-negative hermitian form a partial fraction 
series analogous to that obtained by Siegel [Ann. Math., Princeton, II S. 36, 527 
(1935); this Zbl. 13, 197] for the genus of quadratie forms. The result is as follows. 
Let 5 be a point of H (see preceding review) and 


Av 2) 2nio 
(9,3) = = ne er 


the summation running through all ae integral, hermitian matrices T 
of fixed order n <m, and where 
1 A (9 T) a! 
A t: —! Kr = BAHR 
0 (9; T) 22 Al (9x) o(9) = 7 FE (9) 
91 -- ©, being representatives of classes of the genus of the hermitian matrix 9 
of rank m and with elements integral in K and A (9, T) is the number of integral 
solutions E of CHE =T, BPCE=C, % being a right unit of 9 and A (9) is the 
number of integral solutions € of CHE = H,%C=KC. The analytie identity 
proved is 


ws) aHH)= Fr HUB As + 2%”, m>2n 


DIR 
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the summation running through all non-associate positive, coprime hermitian pairs 
A, B and v (9, A, B) are certain generalized Gaussian sums. (*) is the analytic 
expression for the arithmetical results obtained earlier by the author (this Zbl. 25, 
16). K.@G. Ramanathan (Princeton N. J.). 


Maaß, Hans: Modulformen zweiten Grades und Dirichletreihen. Math. Ann., 
Berlin 122, 90—108 (1950). 
By means of the Mellin transform and its inverse, Hecke obtained [Math. 
Ann., Berlin 112, 664 (1935); this Zbl. 14, 16] a relationship between modular forms _ 


of negative dimension and certain Dirichlet series satisfying a functional equation | 


of the Riemann type. The residue at the pole, if any, of the Dirichlet series was 
determined uniquely by the constant term in the Fourier expansion of the modular 
form. The present paper contains the first results in the direction of extending 
Hecke’s theory to Siegel’s modular form of degree 2, [Math. Ann., Berlin 116, 617 
(1939); this Zbl. 21, 203]. The method and results are as follows: Let H be the 

space of 2 rowed complex symmetrie matrices 3 = =r-+iy where Y is 

172 
the matrix of a positive definite quadratic form. Let g(3) be a modular form of 
degree 2 and dimension —k, with the Fourier expansion g(3) = Da(t) e"iettd), 
t 


the summation running through all non-negative, symmetrie integral matrices t. 


Let. 9(&,)= N A ; N) be the modular form of degree one and dimension en. 
+0 


| associated with 9(3). Write g@y) =a,-+ fi(Y) + fa(Y) where 
Ka) Diese (bi early ar 
rankt=u 
The Mellin transform on f,(y) gives, apart from a gamma factor, the series 


918; T, 9) In NT 28) p(28, 9) 
where o(s, g) is the Dirichlet series 53 a,t” associated, by Hecke’s method, with 
{=1 


1 > 2 
the modular form g (z,) and @(t, 2s) = nr 3 = Bu a.series studied recently by 
the author [Math. Ann., Berlin 121, 141 (1949); this Zbl. 33,117J. Here = x + iy, 
9 >0 is a complex number determined uniquely by y. The Mellin transform on 
7.) gives &(s, T, 9) = (2n)® I (2s)p(s,T,g) where 9(s,T,g) isa certain Dirichlet 
series. Consider now a function e(r) which is 1. twice differentiable and bounded for 
art-+b 
cTt+d 
the complex 7 plane, 3. a solution of the partial differential equation 


0 02 al 


With every such function e(r), associate the function 


y>0, 2. invariant under the substitutions 7 — 


of the modular group in 


Bulsse, 9) = San 


where F is the ordinary fundamental domain of the modular group in the upper 7 
plane. Put 


Rem Th -F-Z)Tl+ FT Aepwien. 


The 9(s; e, g) are the Dirichlet series associated with the modular form 9 (3) ofdegree2 
They possess the following properties: 1. They are, except for a finite number of 
poles, regular throughout the s plane, 2. corresponding to the transformation 
equation of g(3) with regard to the substitution 3 > — 3-1 they satisfy a functional 
equation R(k —s;e,9) = (—-1)® R(s;e,g) and 3. the residues at the finitely many 
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 poles of @(s; e, g) are determined by the Fourier coefficients of g(z 0): Ihe converse 
a problem of determining a modular form of degree 2 from these Dirichlet series re- 
_ mains open. K.@. Ramanathan (Princeton N. J.). 

Hartman, $S.: Remargue au travail „Sur les bases statistiques“. Studia math. 
11, 197—199 (1950). 

Es seien f,, f, zwei stetige periodische Funktionen mit inkommensurablen Pe- 
rioden ?7,, 7%,, und es bezeichne ö (n) einen der n-Moduln 6,(n), ö,(n) ibrer gleich- 
mäßigen Stetigkeit. Seine a Ergebnisse (dies. Zbl. 36, 56) verschärfend, 
beweist Verf. Do einfacher folgendes. Liegt in jedem Intervall von der Länge 
L=L(f,f;n) ein mit |f;( “ +7) Ei x)| <n, dann ist „L< 29,0%, %/r bzw. 


<(M+ IE e min [2 ,/ö1(n), 27%,/ö63(n)]. Hier sind q,, r durch einen von ö(n) 
abhängigen Abschnitt von m, =bu + u 1/(b, + * :)) bestimmt, und M ist 
eine Zahl, die von den b,,b,,... nicht übertroffen wird. Szentmärtony. 


Gewöhnliche Differentialgleichungen. Differenzengleichungen: 


Hayes, N. D.: Roots of the transeendental equation assoeiated with a certain 
difference-differential equation. J. Lordon math. Soc. 25, 226—232 (1950). 
‚„ Um die Verteilung der Wurzeln der transzendenten Gleichung 
se —me®—W,—( 
(welche bei der Diskussion von linearen Funktionalgleichungen vorkommt) zu 
untersuchen, führt Verf. diese Gleichung durch eine einfache Transformation auf 
(X) s=ce,c-0 zurück, und beweist, daß (*) in jedem Streifen 


Y dp+1l+-snd<- Ge rap... 


genau eine Wurzel besitzt. (Ausnahme: im Falle 0 <c <e! gibt es keine Wurzel 
ml <ev <r). E. Egervary (Budapest). 

Stöhr, Alfred: Über einige lineare partielle Differenzengleiehungen mit kon- 
stanten Koeffizienten. I. Allgemeiner Teil. Math. Nachr., Berlin 3, 208—242 (1950). 

Die vorliegende Arbeit ist der erste Teil einer größeren Abhandlung über par- 
tielle Differenzengleichungen. Als Verallgemeinerungen gewisser klassischen Auf- 
gaben werden folgende Probleme behandelt. Sei ®(y,, Ys, .. ., %,) eine Funktion, 
welche nur für Gitterpunkte des n-dimensionalen Raumes definiert sein muß. a, 
und k® (u=1,2,..,m;v=1,2,...,n; m 21) ‚seien konstant (d.h. von 
Yıs- : -; Y, unabhängig) und die k{#) ganze rationale Zahlen, so beschaffen, daß die 
m Gitterpunkte (k(®, k,.... ., kl) paarweise verschieden sind. Betrachten wir nun 
den Operator Y, durch die Formel 


(1) V Dlyı Ya: Yn) = > uD(yı + KM, yr kp) 
definiert. Das Ziel der Arbeit ist die ns der partiellen Differenzengleichung: 
(2) % D(y,, Ya; EN } Y,) — Y(y,, AIR U)» 


Verf. beweist, daß bei beliebiger Funktion Y diese Gleichung stets lösbar ist, und 

zwar ist, wenn die Werte von ®auf einer (passend gewählten) Anfangsmannigfaltigkeit 
“ von Gitterpunkten willkürlich vorgegeben werden, die Lösung ® dadurch ein- 

deutig bestimmt. Bei gewissen Einschränkungen wird eine partikuläre Lösung 

der Gleichung (2), falls 

Yy,..,9,) 1 fü y=n === = 0 gonst, 

in Gestalt bestimmter Integrale explizit (nicht rekursiv) an — Um 

das „Prinzip vom Maximum‘ aufzustellen, wird die Definition des Randes einer 

Menge von endlich vielen Gitterpunkten angegeben. Der ‚Rand‘ einer Menge von 

endlich vielen Gitterpunkten ist die Menge aller derjenigen Gitterpunkte, die nicht 
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zu der ursprünglichen Menge selbst gehören, aber bei passendem u die Gestalt 
(yı + KkP,..., 9) + ki) haben, wo (Y1, Ya - » > 4.) ein Gitteıpunkt der ursprüng- 
lichen Menge ist. Nun wird folgender Satz bewiesen: Ist ®(y,,..., 4,) eine Lösung. 
der Gleichung (3) 7 Ö(y, Ya :..,4,) = 0 und ist die Nebenbedingung 

(4) al + laal ++ lam-ıl S lan 

erfüllt, so nimmt © in jedem endlichen Bereich von Gitterpunkten ihr Maximum 
auf dem Rande an. Daraus folgt: eine in allen Gitterpunkten definierte und der 
Gleichung (3) genügende Funktion [nebst Nebenbedingung (4)], die im Unend- 
lichen verschwindet, ist eine identisch verschwindende Funktion. Ferner schließt‘ 
man daraus: ist ® eine der Gleichung (2) in allen Gitterpunkten genügende Funktion, 
die im Unendlichen verschwindet, so ist damit ® eindeutig bestimmt. — Die Bedeu- 
tung der behandelten Differenzengleichungen ist nicht nur theoretisch, sondern sie 
besitzen zahlreiche physikalische Anwendungen. St. Fenyö (Budapest). 

e Golubev, V. V.: Vorlesungen über die analytische Theorie der Differential- 
gleichungen. Moskau-Leningrad: Staatsverlag für techn.-theor. Lit. 1950. 436 8. | 
13,20 R. [Russisch]. ä 

Das Buch behandelt den funktionentheoretischen Teil der Theorie der Differen- 
tialgleichungen, d. h. die betrachteten Funktionen sind komplexe Funktionen einer 
komplexen Veränderlichen. Die Auswahl beschränkt sich in Stoff und Methode. 
im wesentlichen auf die klassischen Untersuchungen aus den letzten Jahrzehnten 
des vorigen Jahrhunderts (vor allem Fuchs, Klein, Poincare, Painlev6, 
Schwarz). Da Verf. manche Begriffe von Grund auf entwickelt, wird in dem Werk 
beinahe mehr Funktionentheorie als Theorie der Differentialgleichungen getrieben; 
es wird jedoch auf diese Weise eine beachtliche und vom Üblichen in macher Hin- 
sicht abweichende Zusammenstellung und Darstellung erzielt. — Kapitelüberschrif- 
ten. I. Existenzsätze, Eindeutige Bestimmtheit der Lösungen. Singularitäten. _ 
II. Gleichungen erster Ordnung. Elemente der Theorie der algebraischen Funktionen. 
III. Gleichungen zweiter Ordnung mit festen kritischen Punkten. IV. Lineare 
Gleichungen. V. Die hypergeometrische Funktion. Das Riemannsche Problem. 
VI. Abbildungen von Kreisbogenvielecken. VII. Elemente der Theorie der auto- 
 morphen Funktionen. VIII. Die automorphen Funktionen von Klein und Sch warz. 
— Auf die vielen Beispiele und die jedem Kapitel angefügten Übungsaufgaben und 
Lehrbuchverzeichnisse sei noch besonders hingewiesen. W. Hahn (Berlin). 

Koksma, J. F.: Simple proofs of some existenee theorems in the theory of 
differential equations. Simon Stevin, wis.-natuurk. Tijdschr. 27, 142—152 (1950). 

L’A. donne des demonstrations simples, fond6es sur la möthode des approxima-. 
tions successives, des theoremes classiques sur l’existence et l’unieit& des solutions 
des equations differentielles du I° ordre. En particulier, l’existence de solutions de 
P’equation y’ = f(xz,y) ou f(x, y) est supposee seulement continue, est &tablie en 
remplagant l’equation par y’ =F(x, y) oü F(x, y) est voisine de f(x, y) et satis- 
fait & une condition de Lipschitz. Revuz (Paris). 

Drobot, 8. et J. G.-Mikusinski: Sur Punieit6 des solutions de quelques 6qua- 
tions difförentielles dans les espaces abstraits. II. Studia math. 11, 38—40 (1950) 

Data l’equazione 
a a, (2) ++ apa(d) = ca) 
dove Qy,...,@, (4, = 0) sono gli elementi di un anello algebrico A, commutativo 
e senza divisori dello zero, e x(A), c(A) sono funzioni che fanno corrispondere ai 
valori reali di A appartenenti ad un intervallo aperto assegnato (x, ß) elementi di A 
e definita la derivazione con i postulati 


[a + A] = aA) + 23(A), [rı(A) 2A] = @1(A)@5(A) + ©1(A) a2(A), 


ea —-A =— (un —A) se u = costante; se x(A) = cost. allora @’(A)=0 e 
inversamente; gli AA. partendo da un risultato stabilito precedentemente da uno 
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di essi u. G.-Mikusinski, questo Zbl. 35, 345] per il caso din 1, 2, con proce- 
_ dimento di induzione provano che esiste 1 piü una soluzione della (* soddisfacente 
le condizioni diCauchy &(A,) = Ky.. ., a r-D(A,) = Kun dove RK, Ka 
sono degli elementi prefissati di A, e A, & un punto di (a, ß). Giovanni Sansone. 

Bruwier, L.: Sur l’integration des systemes normaux d’öquations differen- 
tielles par une methode d’approximations suecessives. Bull. Soc. Sci. Liege 18, 
347—356 (1949). 

Viene introdotta una leggera variante nel modo di definire le approssimazioni 
successive relative a un sistema normale di equazioni differenziali del primo ordine 
con date condizioni iniziali, mostrando come, anche con tale variante, che & analoga 
a quelle di Ceressia e Ger may (questo Zbl. 32, 412), si perviene sempre al classico 
teorema di esistenza. G. Cimmino (Bologna). 


Germay, R. H.: Remarque sur Pemploi d’&quations lineaires A eoeffieients 
variables dans la methode d’integration par approximations successives des 6quations 
 differentielles normales. Bull. Soc. Sci. Liege 18, 3—8 (1949). 

L’A. osserva che, nel metodo delle approssimazioni successive modificato al 
modo da lui studiato in un precedente lavoro (questo Zbl. 31, 126), si puö assumere 
come prima approssimazione una funzione continua arbitraria, purche opportuna- 
mehte limitata, anziche la costante, che rappresenta il valore iniziale prescritto 
all’integrale da costruire, e si puö, con una osservazione simile a quella di Lindelöf 
relativa al metodo classico, determinare un altro intervallo, in cui & assicurata 1a 
convergenza delle approssimazioni. @. Cimmino (Bologna). 


Germay, R. H.: Sur la propriete d’inversion des integrales de Cauchy d’un 
systeme d’@quations differentielles de forme normale. Bull Soc. Sci. Liege 18, 32—37 
(1949). 

Se y, = 9,(%, 2, 1; - - -, y,) indica la soluzione del sistema di equazioni diffe- 
renziali Y; IETE USA) az —=1,...,p) verificante le condizioni iniziali 
ya); mal kpoteei che le f, siano olomorte a ciascuna delle variabili 
%, Yon. %p in certi intorni dei punti 2,1 - - -, 4, per & AnNEInZE prossimo 
a 2%, Si avra y) = 9, (&y %, Y1 - - » Y,)- Questa „proprietä di inversione‘ & valida, 
come si & detto, purche iz — x,| verifichi una opportuna limitazione; I’A. diseute 
diverse limitazioni di tale tipo, confrontando l’una con l’altra. G. Cimmino. 

Pinney, Edmund: The nonlinear differential equation y’+p (x)y+ey°’=0. 
Proc. Amer. math. Soc. 1, 681 (1950). 

Mitrinovitch, D. $S.: Sur une &quation differentielle lineaire du second ordre 
intervenant dans un problöme de physique math6matique. Fac. Phil. Univ. Skopje, 
Sect. Sci. nat., Annuaire 2, 187—191, russische Zusammenfassg. 192 und französ. 
Zusammenfassg. 192—193 (1949) [Serbisch ]. 


L’equation differentielle 


d?e d d = 
(1) da (7 log ga) 7 lg Zloga+2 („,108«) — 1. nloga] e= 0. 
ol a designe une fonction de x dont on peut ee arbitrairement, intervient dans un probl&me, 
considere par Milankovitch [Ann. Phys., Leipzig, IV. F.48, 623—-638 (1914)]. Milankovitcha 


indique un cas d’integrabilit& de l’&quation (1), a savoir a(z2) = k, er? (k,kg= const.). — 

Dans cette Note nous montrons que rt (1), qui s’ecrit plus 'simplement sous la forme 
d2e , . [2 War 40, IT, Be da Se za) 

(8) da? 8 a -)® hg da?) 


s’integre pour une forme unse de la fonction a(x). En effet, ie Se (3) admet la fonc- 
tion = a( equation (3) est 


.donnee par e(2) =(,a(x) + Cza (x ER Tre ou CO, et (%, Bis des constantes d’inte- 
gration. — Si l!’on Eh (2) = er il dx), l’equation (3) prend la forme 
d?e 1 
Euch ii, Al 4 l ° ze 0 
(6) tt + [Fre +z ra ]e- 1 


LOS 
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‚et presente un cas particulier de l’equation (7) e" +fE —-[AA+1) Bora ie). 
)= const.], integree par H. Görtler [Z. angew. Math. Meeh. 22, 233, (5) (1942)]. Or, en posant 
= —14 l’equation (7) est precisement l’equation (6). — Le resultat de Görtler en question 
presente un cas particulier de notre proposition suivante: L’&quation differentielle 
FHy"+(FH+FI+GHy+(@H+GNy=0( (F,@, H, I= fonetions de «) 
‘est reductible au systö&me integrable Fy +Gy=z, Hz+1Iz=0. Si l’on pose 
F=1, G@=-Af(e), H=1, I=(A+1)f(x) on retrouve le cas mentionne de Görtler. 
(Autoreferat.) 
Mitrinoviteh, Dragoslav $.: Sur les resultats de Görtler relatifs ä P’&quation 
difförentielle linsaire du second ordre. Fac. Phil. Univ. Skopje, Sect. Sci. nat., 


Annuaire 3, 17 p. und französ. Zusammenfassg. 18—19 (1950) [Serbisch]. 


Afin de completer le Recueil de Kamke d’equations differentielles, Görtler [Z. angew. 
‘Math. Mech. 22, 233—234 (1942)] a indique les quatorze types des equations differentielles | 


lineaires du second ordre, integrables par quadratures. Görtler indique ses cas d’integrabilite 


sans aucuns renseignements sur le procede & l’aide duquelil a obtenu les r&sultats en question. — | 
Dans cet article on montre que, sauf un, tous les cas d’integrabilite de Görtler derivent d’une 


möme source simple, & savoir du fait suivant: Toute equation lineaire 
A) Plz) y’ + MR) y + pl) y—= 0 


s’integre au moyen de quadratures sielle peut ötre reduite au systeme (2) Fax)’ +G(@)y=2, 
B(x) 2’ + I(x)z=0 qui est integrable toutesles fois que les fonctions F,@, H, I sont continueset 

derivables dans l’intervalle considere de la variable x. — A titre d’exemple, considerons l’equation | 
de Görtler 3) Ay’ + +ba+t)cy +(A®+BR+Üxz+Dy—=0 avec] 


A=alb—-r),, B=a(l-s+1l)tr(b—-rn), O=bs+tcr-2rs, D=s(-s-1), 


a,b, c, r, s etant des parametres independants de x. L’equation (3) est reductible au systeme 


integrable (4) &"’y+laa"Lratsatt)y=2z, (4) 2+(b—-n)2=0. Des 
evident que l’equation (3) se generalise si l’on part du dernier systeme d’equations et si l!’on 
admet que les coefficients dans ces equations dependent de fonctions arbitraires de x. Ainsi, 
par exemple, on aura une generalisation si, au lieu de l’equation (4), on prend l’equation (4’’) 
f(z)2’ +(b—r)z=0(, oü f(x) designe une fonction arbitraire. Par l’elimination de z des rela- 
tions (4’) et et (4’’’), on obtient une equation de la forme (1) contenant l’equation (3) comme cas 
particulier pour f(x) =1. (Autoreferat.) 

Mitrinoviteh, Dragoslav 8.: Mise en eorrespondance d’un probleme non r&solu 
de la theorie de l’&lastieitE avee un probleme resolu par Darboux et Drach. C.r. 
Acad. Sci., Paris 231, 327—328 (1950). 

L’A. indica la possibilita di utilizzare alcuni risultati di Darboux (Theorie 
generale des surfaces, t. 2, Paris 1915, p. 210), di Drach (C. r. Acad. Sci., Paris 
168, 47—50, 337—340 (1919)] e suoi [Bull. Acad. Sci. math.nat., Belgrade 6, 121—156 
(1939)] per caratterizzare dei casi di integrabilit& per quadrature di un’equazione 
alla quale V. V.Sokolovsky, C. Truesdell ed altri hanno ricondotto un problema 
di teoria dell’elastieitäa. — Si tratta di integrare per quadrature l’equazione 

1 dF 1 df 

RER Ne > 
dove n & intero positivo, fed F sono funzioni diz. Essendo ®(z) una funzione arbi- 
traria, sia l’equazione d?H/dz?—= h®(z) H, dove h & un parametro arbitrario in- 
dipendente da z, a cui si riconduce la determinazione di fed F. Se si opera su questa 
equazione il cambiamento di variabii z=a (a), H=n Va’ (2) essendo a(x) una 
funzione di x, non costante, si sceglie la a(x) in guisa che sia D(a)a?=1 esi 
pone p(a)=z(aja)” — (aa), si & in definitiva condotti all’equazione 
n =(p(x)+h)n alla quale si possono applicare le considerazioni delle ricerche 
dei ceitati Autori per risalire all’equazione di Sokolovsky-Truesdell. 

@. Lampariello (Messina). 


Vogel, Theodore: Sur Papplieation de la th6orie des &quations differentielles 
lineaires & coeffieients p6riodiques aux problömes d’appuis 6lastiques. C.r. Acad. 
Sci., Paris 228, 162—163 (1949). 

Um die Bewegung einer Saite oder eines Stabes bei Vorhandensein von iso- 


lierten (punktförmigen) elastischen Stützungen zu untersuchen, führt Verf. die 


divergente Darstellung P= N (—1)” eimz einer räumlich periodischen Stützkraft 
—00 
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ein, und gelangt so zu einer Differentialgleichung von der Form 


Sen 
vo ?da® Orr . 


Der Floquetsche Ansatz y — B3 b„em+m)* führt auf eine Hillsche Gleichung, 
—00 


welche für den Fall einer Saite und eines Stabes vom Verf. aufgestellt und diskutiert 
| wird. E. Egervdry (Budapest). 


Moore, John R.: The generalized response of linear systems for arbitrary ini- 
tial conditions. J. appl Phys., Lancaster Pa. 21, 933—935 (1950). 
Für die lineare Differentialgleichung mit konstanten Koeffizienten G(p)® = 


 H(p)i [Eingangsfunktion i (ft); Ausgangsfunktion #(t); p = d/dt; @(p) und H(p) 
Polynome in p] wird unter Benutzung der Nullstellen von @(p) für ® eine Lösungs- 


formel aufgestellt, die die Anfangswerte nicht nur von d, sondern auch von i enthält. 
Collatz (Hannover). 

Obi, Chike: Subharmonie solutions of non-linear differential equations of the 
second order. J. London math. Soc. 25, 217—226 (1950). 

This article aims at generalizing certain results, published by M.L. Cart- 
writht and J. E. Littlewood (this Zbl. 29, 126), concerning the non-linear equation 
of forced oscillations. The author studies the existence of subharmonie solutions of & 
more general equation, namely 


tx: + Ö(a,&,ket) =0 


where e and k are two independent parameters, and the least period of ® is 2n/o. 
They are solutions characterized by the conditions 2=a, &=0 for t=ß+ 
2hn,n/w, n, being the least integer for which a is a „vertex“, h=1,2,. 

Under certain general conditions, the author shows that subharmonics exist for suffi- 
ciently small values of e, and values of k belonging to a domain K (e), determined 
by e, and such that (in the sense of a topological limit) lim K (e) = 0. — A first 


> 
result is that bounded periodie solutions [namely those which exist for all small 
valuesof e=+0 and such that a (e, k) is bounded when e tends to zero] are of two 
kinds: the second kind [such that «& (0,0) = 0] is not studied in this article. The 
first kind, namely that when a (0, 0) = 0, which is shown to imply that a = w  p/g, 
p/g being a fraction in its lowest terms, is subdivided in its turn according as there 
are bounded or unbounded solutions. The existence and properties of subharmonie, 
bounded, solutions depends largely on an equation & (x) = 0, satisfied by the 
„vertex‘‘ x. The author establishes that, if this equation has no real, non zero, root, 
there does not exist any bounded subharmonic. — He shows further that, under 
certain conditions, to each positive root of the same equation there corresponds 
exactly one pair of subharmonics, provided k belongs to a certain domain K (e). — 
A few interesting particular cases are studied and a striking result is obtained in 
one of them, which, still more particularized, yields the celebrated non linear equation 
of vander Pol: £+e(®—-1I)£etxz=spacospt. I p-=+35 there can be 


‚no bounded subharmonie of the first kind to this equation. C. Racine (Madras). 


Gavurin, M. K.: Über lineare Differentialgleichungen mit Singularitäten zweiter 
Ordnung. Doklady Akad. Nauk SSSR, n. S. 62, 5—8 (1948) [Russisch ]. 

Ce travail est la suite d’une &tude de I’A. sur les operateurs differentiels lin&aires 
singuliers (ce Zbl. 29, 391). L’A. considere l’&quation (1) D(iy) = A(x), avec 
(2) D(y) = Yo(8) y' + Q1(®) y' -+ P2(x) y, les @, 6tant continues dans E = [a,b], 
les ensembles E,—=E= 0) et EE=E(p,=0) etant de mesure nulle et 
E,E, +0. Il appelle solution r&guliere de (1), A(x) etant continue dans E, une 


fonction y telle que 9, y’ et y” sont continues dans E — E,, y et y’ continues dans 
E-B,E, 9,’ continue dans H si !’on pose 9,y’ = 0 sur E,, 9, y’ continue si 
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on pose 9,y' =0 sur B,E,, la fonction y ainsi prolongee satisfaisant & (1). Il 
designe par „„D-polynome‘ toute foncetion D(P), P etant un polynome et par Un (D) 
V’ensemble des fonctions limites de D-polynomes D(P,) et telles que les suites 
o Pi, Yı Pr et 9 P„ convergent uniformöment. Il demontre le theoreme: pour | 
que A(x) e(D), il faut et il suffit que (1) possede une solution reguliere y, jouis- | 


' 


sant en outre des proprietes: y’(x) est absolument continue dans tout [%, PICE.| 
B 


tel que f |po(@)! de <oo et y est absolument continue dans tout [x,ß] CE 


ß | 
tel que sup F u(%) da <oo, olı u(x) est une fonction absolument continue dans | 
& 
E, avec ul < || et |a| <|p,|}, presque partout. — L’A. enonce en: outre 
quelques r&sultats voisins. Blanc (Lausanne). 


Chorosilov, V. V.: Über die Lösungen von Systemen linearer Differentialglei- 
chungen mit irregulärem singulärem Punkt. Doklady Akad. Nauk SSSR, n. 8. 72, 
241—242 (1950) [Russisch]. 

The author studies the matrix differential equation dY/dt = Y(P, + Pı/t+ P,/#) | 
(the original has dV//dt in place of dY//dt), where Y is a two-vector of unknown func- 
tions, and PP)... are constant second order square matrices. Asymptotic 
formulae are given for the solutions, as t— ©, in the following three cases: — 
I. P, has the diagonal form [a,,a,]l, with Re(a,) +Re(a,). II. As I, with 


Re (a) =Re(a,). III. P, = | . For case I the asymptotie formula is 


a 
la 
Yaı = ee PER, (t) (l, k= 1, 2), 
where kis the number ofthe solution, I that of the unknown function, ph = {Pıhru 
and the z,,(t) are expressible by asymptotic series in powers of 1/t. In case II, y,, 
has an extra factor t. In case III, the formulae are y,, =e«t+riVt go+Di2, (t), 
with three similar formulae, where p, =2YpQ), a =pÜ) +pW 4, provided 
that pi #0. I pi = 0, a transformation is recommended. Applications are 
given to the equations of Whittaker and Bessel. No proofs are given. The 
method is ascribed to N. P. Erugin [Akad. Nauk. SSSR, Trudy mat. Inst. Steklov., 
13 (1946)], and is stated to be applicable only to systems of two equations. 
F.V. Atkinson (Ibadan). 
Wasow, Woligang: A study of the solutions of the differential equation 
y®2+42(2y'’+y)=0 for large values of. Ann. Math., Princeton, Il. 8.52, 350 — 
361 (1950). 
Verf. betrachtete in einer früheren Arbeit (dies. Zbl. 31, 402) die Differential- 


4 2 
gleichung (Dgl.) » a, (2) ytM + ı= b, (2) y2-®9 —= 0 [b, (x) hat in z=0 eine 


Nullstelle erster Ordnung, a,(&) == 0] und untersuchte das asymptotische Ver- 
halten der Lösungen für A — oo. Um in einem Spezialfalle, der eine geschlossene 
Darstellung der Lösung gestattet, die Ergebnisse dieser Arbeit zu veranschaulichen 
und zu vertiefen, wird in der vorliegenden Arbeit die im Titel genannte Dgl. be- 
trachtet, bei der sich das komplexe Laplacesche Integral 


y(x) = fr exp tx —-t1+A1j3)dt (x,t komplex) 


als Lösung ergibt. Je nach Wahl des Integrationsweges C erhält Verf. die sieben 
Lösungen A, (x, A), U, (x, A) und V(x,%) (k=1,2,3), zwischen denen drei Relationen 
bestehen. Die A, und U, entsprechen den gleich bezeichneten Lösungen der früheren 
Arbeit. — Ist nun 8 eine (endliche) Umgebung von x = 0, sind weiter C,, die 
Nullstrahlen arg x = 2% — 2 nr k und $, die zu O, entgegengesetzten Sektoren von S, 


BE IR: De ER TEE EEE TR NE TER} 
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so ergeben sich mit &= 24 (—x)32 und B (x, }) = Vrasle (a)Stefüri>4,>0 
und |2| > |x,| >0 asymptotische Formeln folgender Art: 


A,=B&,))[L+H1E(z,})] (z.in 8'— O,, Rei <Uin S,), 
as riVzHi(2Yx)+22E (wi) (einS-S,), 
EBEN) NER TE A] (zinS,„Re& >0inS,), 


V=2niyVad(2Ye) +9 22 (8,9) (© in 8). 
Dabei ist E (x,A) Symbol für eine für alle x und A des betrachteten Gebietes be- 
schränkte Funktion; die mit V x multiplizierten Zylinderfunktionen H1 (2 Vx) bzw. 
J, (2 Vx) sind Lösungen der „asymptotischen“ Dgl. xy” +y=0. — Zu ent- 
sprechenden Formelgruppen gelangt man, wenn man |[£| >N bzw. (E|<N 
(N eine beliebige positive Konstante) zugrunde legt. Ebenso werden Formeln für 
den Fall erhalten, daß x auf den Strahlen (, liegt. Maruhn (Dresden). 


Zwirner, Giuseppe: Elementi uniti di trasformazioni funzionali e teoremi di 
differenziabilitä rispetto a un parametro. Pubbl. Fac. Sci. Ing. Univ. Trieste, Ser. B, 
Nr. 52, 24 S. (1950). | 

„’Sia @ l’elemento variabile di uno spazio metrico lineare completo 2, sia A l’ele- 
mento variabile di uno spazio metrico lineare /; data una funzione continua 7'(o, A), 
YA. stabilisce, sotto opportune condizioni, due teoremi ciascuno dei quali afferma: 
x) l’esistenza di una sola funzione continua e univoca @ (}) soddisfacente all’equa- 
zione »(A)=T(w(A),A) e alla condizione © (A,) = @y OVve @y &, per A= 4, 
elemento unito di y=T (@,4); f) l’esistenza di un’unica soluzione W (A,, dA) 
dell’equazione funzionale nell’incognita v (variabile in 2) u=d,T [og Au; u + 
d,T [®,4,; di], ove d,T [p,i;dp] e d,T [p,A;di] sono i differenziali primi, 
rispettoapea/,di 7 (2); y) che w (A) & differenziabile rispetto a A nel punto 
7, e risulta d,® (Ag: d}) = W (},; dA) per ogni dA di I. — Di tali teoremi viene fatta 
applicazione al problema di valori al contorno y’ (x) = f(x, y (x), y’ (x); A); 
y(a)=y(b)=(0, ove A=u(x), e all’equazione differenziale lineare omogenea 
Y =p@)y +Ay; -Yla)=o, Yl(a)=P, ove A=gq(r), per stabilire 1a 
differenziabilita della soluzione rispetto a 2. S. Cinquini (Pavia). 

Volpato, Mario: Su un problema ai limiti relativo all’equazione y’ = 
J(x,y,y'’,A). Giorn. Mat. Battaglini 79 (IV.S.3), 132—143 (1950). 

L’A. considera il problema di valori al contorno, relativo all’equazione differen- 

'ziale (ove / & un parametro) 
(1) y" E55 f(&, y(%), y (X), 2); (2) yla)=o, y (29) Ze (b) 2 ß; 
ove &, ß, y sono tre numeri reali qualunque, e stabilisce teoremi di esistenza, tra i 
quali riportiamo il seguente: Sia f(x, y, y’,}) una funzione (reale) continua in 
(y, y',A) e misurabile in x nelcampo 8: a <xz<b, |y| <-+o, |y| <-+m, 
ce <A<d, e si supponga che: I. p (z,)),q (,)) siano due funzioni, continue 
 rispettoaA per c <A <d,e, per ogni A fissato, integrabili rispetto a z, in modo che 
in tutto Ssia p (2,4) <f(z,y,y',)) <g(z,}); II. x, sia un punto interno ad (a, b) 
‘in modo che, posto 
Gl, EN, per Rn u. per a, ste 
b 


b 
ciascuno degli integrali f G (2, t) p (t, A) dt, Y G (xt) g(t,})dt sia funzione 


a a 
“non deerescente di A e tenda &—00 e a +00, rispettivamente per A>c +0, 
e A—d-.0. Allora esiste almeno un A, e una funzione y, (2) (a <x <b), assoluta- 
“ mente continua assieme alla propria derivata del primo ordine, la quale per A = A, 
 & integrale dell’equazione (1) e soddisfa alle condizioni (2). S. Cinguini (Pavia). 


X ee VE a a 4 


Doyle, Thomas €C.: Invariant theory of the general ordinary, linear, homo- 

geneous, seeond order, differential boundary problem. Duke Math. J. 17, 249—261 

1950). 
The transformations y(z) = e(2 y* (x), &* = &(x), € (x) # 0, form evidently 
a group G, and this group has the remarkable property that each transformation 
of @, transforms the differential form L(y,A) = y" + p(x) y’ + (4(&) A+r(&)) y 
into the analogous form L*(y*, A) = e (E')? [y® + p* y* + (9*A+r*) y*]J, where 
y=dylda,  y* =dyrldat, pr=(O tl +20 +e)tE), g=()?g 
r* = (E)? [r + po’ + (0)? + 0”). The author adopts here the tensor viewpoint, 
that is L(y,A) is any one of the totality of all allowable forms related by @, [see 
R.E. Langer, Töhoku math. J. 35, 260—275 (1932); this Zbl. 5, 46; and this 
Zbl. 29, 207]. Inthis sense any other expression L*(y*, A) with arguments related 
to those of L(y, A) by the above relations serves equally well to represent the basie 
differential form. The particulary simple canonical form y’ + (gA+r)y is 
examined, g, constant, r = r(&); the concepts of invariant, of covariant and contra- 
variant vectors and tensors are introduced; the boundary problems for L and for 
its adjoint form are considered, and a generalized orthogonal relationship is estab- 
lished for their eigenfunctions. L. Cesari (Lafayette, Indiana). 

Yosida, Kösaku: On Titehmarsh-Kodaira’s formula concerning Weyl-Stone’s 
eigenfunetion expansion. Nagoya math. J. 1, 49—58 (1950). 

Given the differential operator L, = q(x) — d?/dx?, where q(x) is a real valued 
continuous function in the open interval (— 00, 00), we can associate with it a 
kernel E(x, &£,%) of Carleman type so that the following Weyl-Stone expansion 
theorem is valid: If f(x) is an arbitrary real valued function € L?( — ©, 00), then 
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fa) =Lim. fd [EEE fOdE. 


n>00 -—-00 ER r 
Following Weyl’s Analysis [Math. Ann. 68, 220—269 (1910)], the autkor gives an 
analytical proof of the theorem and obtains E(x, &,)) in the usual form 


2 A 
E = >23 N P,(zu) D,(E u)dp,;(u); 


De 
®,, ®, being two independent solutions of L,® = u®. The form of the matrix 
P;,;(#) is also determined. Minakshisundaram (Waltair/India). 

Aronszajn, N.: The Rayleigh-Ritz and the Weinstein methods for approximation 
of eigenvalues. II. Differential operators. Proc. nat. Acad. Sci. USA 34, 594601 
(1948). 

Bezüglich der Anwendung der Methode von Weinstein und der verallgemeiner- 
ten Rayleigh-Ritzschen Methode (vgl. N. Aronszajn,dies. Zbl. 31, 406) auf Eigen- 
wertprobleme bei Differentialgleichungen werden hier einige allgemeine Richtlinien 
zusammengestellt und charakteristische Beispiele gegeben. Schäfke (Mainz). 

Hartman, Philip and Calvin R. Putnam: The gaps in the essential spectra of 
wave equations. Amer. J. Math. 72, 849—862 (1950). 

Sei die Funktion q(t) für 0 St <oo reell, stetig und beschränkt. Dann ist . 
die Differentialgleichung (1) x’ +(A+g)2=0 vom Grenzpunkttyp, und es be- 
zeichne 8’ ihr Häufungsspektrum [H. Weyl, Math. Ann. 68, 222269 (1910)]. 
Ferner sei K(A) die untere Grenze der Zahlen k mit der Eigenschaft, daß 
2 + «2 — O(et) (> 0) gilt für jede Lösung x(t; A) von (1). Wird dann definiert: 

T 


&(t, 6) = fin sup la (5) — a(t)| für Is —t| <6, w(6) = lim sup 7-1 ' @(t, 6) dt bei 
Ö 


T 2 so gilt: (I) Es gibt eine Konstante O, von A, unabhängig, derart, daß für 
alle hinreichend großen A,>0 das Intervall , <A <A Ce Au 1 
mindestens einen Punkt von 8’ enthält. Ar Sur So 


(II) KA) =O(TVE [o(m/All2) + 1/2) (A oo). 
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_ Verschärfte Abschätzungen ergeben sich, falls noch g’(t) bzw. g’(t) und gq’’(t) be- 


schränkt sind. Dann treten in (I) und (II) an die Stelle von (6) die statt mit q 
analog mit g’ bzw. q’’ gebildeten Größen »* (6), &** (6), und vor die eckigen Klammern 
ist jeweils noch ein Faktor A=-V/2 bzw. A-1 zu setzen. F. W. Schäfke (Mainz). 

Ceeceoni, Jaures: Su di una equazione differenziale di rilassamento. Atti 
Accad. naz. Lincei, Rend., Cl. Sci. fis. mat. natur., VIII. S. 9, 38—44 (1950). 

L’A. applica un teorema di J. Bendixson nella teoria dei sistemi di equazioni 
differenziali per dimostrare che l’equazione differenziale 

ea arena NV, 

dove pegq sono numeri positivi, stabilita da @. Krall (cfr. questo Zbl. 37, 274), 
ammette almeno una soluzione periodica per tutti i valori di p da zero fino ad 
un numero positivo p, assegnabile. @. Lampariello (Messina). 

Serbin, H.: Periodie motions of a non-linear dynamie UNE Quart. appl. 
Math. 8, 296—303 (1950). 

Die Existenz periodischer Lösungen der Diehleleftehing- 

+ Ma)E+g@)—=0 

w#rd unter etwas geringeren Voraussetzungen als bei Lienard [Rev. gen. Electrieite 
23, 901 (1928)] bewiesen; unter Benutzung der Hilfsfunktionen 


a f(x) de; 9a) =) a) dx 


genügt es vorauszusetzen: f(x) und g(x) sind as für alle x; es gibt Zahlen x, 
Beamte) > Our 0:48) <O fr e0, TR \<0 für 052 a 
FR Narr, er, gla), = N fur 2 —<0,gle) >00 für — F(— ©) =, 
F(oo) >0, — F(— oo) G(— ©) = ©, F(o0)@(o0) = 00. Der Beweis wird mit 
Hilfe der Energiefunktion H=4$4#°+@G(x) geführt und ergibt die eindeutige 
Bestimmtheit der periodischen Lösung. Es wird an einem Beispiel gezeigt, daß 
ohne die Voraussetzung F(co) @(00) = oo keine periodische Lösung zu existieren 
braucht. Collatz (Hannover). 

Levinson, Norman: Small periodie perturbations of an autonomous system 
with a stable orbit. Ann. Math., Princeton, II. S. 52, 727—738 (1950). 

Soit V(x,@#) =0 un champ de vecteurs dans le produit topologique R? x 8 
(ou ze R* et 9€E S = cercle) admettant la trajectoire fermee stable x = 0 (expo- 
sants caract6ristiques & partie reelle negative). L’A. &tudie le champ V, = V (x, 0, e) 
(cu & est un petit parametre >0); il demontre l’existencee d’une surface 
I, (tore) d’&quation paramötrique x = h, (9,6) (oü p est un parametre reel defini 
mod. 2) ayant les proprietes suivantes: 1./, est engendre par des lignes inte- 
grales de V.. 2. Les lignes integrales de V, voisines de J,; tendent asymptotique- 
ment vers J,. La d&monstration utilise le theoreme de Cacciopoli. Reeb. 

Levinson, N.: A simple second order differential equation with singular mo- 
tions. Proc. nat. Acad. Sei. USA 34, 13—15 (1948). 

Für die Differentialgleichung 7? (t) +o(x) «(t) +A2x(t) =asint mit 
Wera undlo(z,='1.für ei’ >1, NE ) =—1 für |e|<1 wird für kleine A 


die Existenz von „Semi-Perioden“ festgestellt. Wird die stetige Funktion Ir p(x 


durch ein Polynom P(x) geeignet approximiert, so ergibt sich dieselbe E St 
für die obige Differentialgleichung mit P statt 9. Kamke (Tübingen). 
Cartwricht, M.L.: On non-linear differential equations & the second order. 


II. The equation <—k(1—x?)x+x=p'kAcos(At+x), k small and A near 1. 


Proc. Cambridge phil. Soc. 45, 495—501 (1949). 
Verf. untersucht Partikularlösungen der Differentialgleichung 


—ki1- 2) +x=pkicosit 


tt! er Y a a 2 
je Sr 
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(hier sind kund |1 — A| kleine Zahlen), welche die Form haben: x = b (f) sin Mt — ()} 
wobei angenommen wird, daß b und «& sich langsam ändern. Die für 5 und & in 
diesem Falle gültigen Differentialgleichungen werden aufgestellt und zur Diskussion 
der periodischen bzw. fastperiodischen Lösungen verwendet. E. Egervary. 

Cartwright, M. L. and J. E. Littlewood: Addendum to ‚On non-linear differential 
equations of the second order“. Ann. Math., Princeton, II. S.50, 504—505 (1949). 

Um eine von H. A. Newman beanstandete Schlußweise (vgl. Verff., dies. Zbl. 
29, 126) zu korrigieren, beweisen Verff. die Unizität der Lösungen der Differential- 
gleichung y'’ + f(y)y’ +g(2,y)=0 für den Fall, daß f und g beschränkt und 
stetig sind und g(&,y) -9(&y) SM y—y| gilt. E. Egervary. 

Massera, Jose L.: The existence of periodie solutions of systems of differential 
equations. Duke math. J. 17, 457—475 (1950). 

Le systeme differentiel (1) = X (xt) [ou zeRr et X wt+1)= X (z,)] 
admet necessairement une solution p6riodique de periode 1 (harmonique) is m—1 
et si (1) admet une solution bornee pour £ >t,. Un contre-exemple montre que 
ce r6sultat cesse d’&tre valablesi m >1. Cependant, sim = 2, si toutes les solutions 
de (1) existent pour £ >t, et si ’une des solutions de (1) est born&e, (1) admet une 
solution harmonique (application d’un lemme de Brouwer [Math. Ann. %2 (1912), 
p: 45, Satz 8]). L’A. construit differents systemes (1) montrant qu’on peut realiser & 
peu pres toutes les combinaisons raisonnables de solutions sous-harmoniques com- 
patibles avec les r&sultats pr&cedents. En partieulier ss m >2 et si la suite des 
entiers N (1), N (2),... est donnee [oü N (g) =>0 est divisible par q], on peut 
indiquer un systeme (1) dont toutes les solutions sont dEfinies pour — © <t < +0 
et dont les sous-harmoniques d’ordre q sont au nombre de N (g). Reeb. 

Massera, J. L.: On Liapounoffs’ conditions of stability. Ann. Math., Princeton, 
II. S. 50, 705—721 (1949). 

.  Andie Untersuchungen von Liapounoff und anderer russischer Mathematiker 
anknüpfend, unterscheidet Verf. drei Arten der Stabilität, nämlich einfache, asym- 
ptotische und äquiasymptotische Stabilität. Zunächst gibt er einen einfachen und 
kurzen Beweis des folgenden (Maraskovschen) Theorems: Der durch den Anfangs- 
vektor x(f,) =%, in der Umgebung von z= 0 eindeutig bestimmte Lösungs- 
vektor des Differentialgleichungssystems (*) &= X (z,t) sei x = F(t; x,t,); ins- 
besondere sei 0=F(t; 0,t,). Wenn dann X(z,t) beschränkt ist, und wenn eine 
positiv-definite skalare Funktion V(x, t) existiert, deren Derivierte = a 
+ grad V -X(x, t) für alle (von x = 0 verschiedenen) Lösungen von (*) negativ de- 
finit ausfällt, dann ist die Lösung x = 0 asymptotisch stabil, d.h. es gilt für alle 
|| <6 lim F(t; x, t,) = 0. Verf. leitet verschiedene Verschärfungen dieses Satzes 
t> 00 


her und interpretiert diese auch geometrisch. Am Ende wird die Frage nach der 
Umkehrbarkeit der Sätze erörtert. E. Egerväry (Budapest). 

Gradstejn, I. 8.: Differentialgleiehungen mit kleinen Faktoren bei den Ablei- 
tungen und die Theorie der Stabilität von Ljapunov. Doklady Akad. Nauk SSSR, 
n.S. 65, 789—792 (1949) [Russisch]. 


Es seien tr, f n-gliedrige Vektoren, r,(t) für i, St St, eine stetige (diese Vor- 
aussetzung fehlt bei Verf.) Lösung der Gleichung I ED, f zweimal stetig diffe- | 
renzierbar in einer Umgebung von r,(t),und die Lösungen w, (t) der charakteristi- | 
schen Gleichung (f, sind die Komponenten von f) | 


Det. | &W.9 2 — w(t) en 0 


ı 
mögen negative Realtelle Rw,(t) <—r<0O haben. Es wird das System der 
> 


Differentialgleichungen 7 &(t) = f(&,t) (N >0) und eine Lösung &(t,n) mit 


ET N 
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Kto; n)= a betrachtet. Es wird schließlich vorausgesetzt, daß die Lösung 3 (T) 


des Systems 3'(7) = f(4,1,) mit dem Anfangswert 3(f,) = Lo(t,) eine 0-Kurve ist; 
aus dem Beweis kann en werden (die zitierte Aubent von Petrovskij war 
mir nicht zugänglich), daß dieses 3(T) —xy(t,) für T— co bedeutet. Unter diesen 
Voraussetzungen wird = en) 6) Fr it, <t St, behauptet. — Bei dem 


Beweis des grundlegenden Hilfsatzes 1 (es genügt, eine De x zu betrachten) 


werden die Lösungen einer Differentialgleichung X’(r) = f(X, + 2 in einer 
mir unzulässig erscheinenden Weise mit den Lösungen Gierlidng u (t) = f(u,d) 
verglichen, in der # nur ein Parameter ist. Kamke a 


Wright, E.M.: The stability of solutions of non-linear difference-differential 
equations. Proc. R. Soc. Edinburgh A 63, 18-26 (1950). 

An seine früheren Arbeiten anschließend, untersucht Verf. die Funktional- 
gleichung 
ss) Zee et Ozeunscm denen, 
WO Ay», b„ Konstante sind und F eine solche Funktion der Argumente y’(x + b,), 
v„<n, u <m bedeutet, welche im Vergleich zu den linearen Gliedern klein ist. 
Wenn die Funktion F und die Anfangswerte 4 (0); y(x) gewisse Bedingungen 
(welche wegen ihrer Weitläufigkeit hier nicht wiedergegeben werden können) er- 
füllen, so gilt für x >0 die Abschätzung |y” (z)| <ee”°?, wo e eine willkürliche 
positive Zahl ist und c eine von den Wurzeln der charakterischen Gleichung von (*) 
abhängige Konstante bedeutet. E. Egervary (Budapest). 


Majzel', A. D.: Über die Stabilität in erster Näherung. Priklad. Mat. Mech., 
Moskva 14, 171-182 (1950) [Russisch]. 

DE PN HI HR FL) EST 25 
be a given system of differential equations, where p,,(t), 0 St <-+00, are real, 
bounded, continuous functions and ZL,(f,&,...,%,) are holomorphie functions 


of 2%, %%...,%,, without linear and constant terms, whose coefficients are all 
real, bounded, continuous functions oft, 0 <t <+00. As is usual for the problem 
of the stability of the fundamental solution =0,%,=0,..,%,=0, the 
system (1) is compared with the linear systems 

(2) ay,ldt = Pakt) Yıt --- 4 Pont) Um 

or 

(3) lH = PH dat tr Matt, ss =lLı..,n 

where w,(t) are convenient functions of t. — The main theorem obtained is: If (i) 
the system (2) has m, 1 <m <n, indipendent particular solutions whose character- 
istie numbers A,Ay,...,4, are positive and if (ii) there exists a number k, 


0<k<A=min (A,Ay...4,), such that for any set of functions @,(t), 
s—=1,2,...,n, satisfying the relation |o,(t)| <Be*, 0<t <+m, B>0, 
the system (3) has at least one particular solution z#(t), s=1,2,...,n, 0<St<+, 
such that #(t)| <N [N = N(B) depending only on B]; then, under conditions 
(i) and = the following statements holds: the system (1) has a solution x,(t), 
s=1,2,...,n, 0 St <+0, containing at least m arbitrary constants such that 
2, > 0 as > +00. — Vu criteria are deduced and a comparison is given 
of the above theorem with previous statements by A. Liapounoff [Probleme 
general de la stabilite du mouvement; a translation of a Russian memoir (Charkov 
- 1892): Ann. Face. Sci. Univ. Toulouse, Sci. math. Sci. phys., II. S. 9, 203—474 (1907), 
reprinted: Ann. Math. Studies, no. 17. (1944), this Zbl. 31, 184], Perron [Math. Z. 
Berlin, 32 (1930)], J. Malkin [C.R. Acad. Sci. URSS, n. S. 18, 159—162 (1938); 
dies. Zbl. 18, 95], Persidskij [Bull. Soc. phys.-math. Univ. Kazan, III. S. 8, 
47—86 (1937)]. L. Cesari (Lafayette, Indiana). 
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Letov, A. M.: Eigentlich instabile regulierte Systeme. Priklad. Mat. Mech., 


Moskva 14, 183—192 (1950) [Russisch]. 


Let us consider a system S regulated by a regulator R; let ®,, a I R | 


be the eoordinates of 8, let &, o be the the coordinates of R and let us suppose that 
the whole system (S, R) is governed by the following non-linear differential equa- 


” R n 
tions: (1) u Sb, +, Ur Ta nr 230; 0, — 29,98 
a je 


T 


where b,,are constants of 8, h,, p, constants of R, f(o) a continuous function associated _ 


with R such that (A) f(0) = 0, o f(o) > 0, —o <o <+ ©. The system $ is supposed 
given and conditions are sought for the constants h,,?, of R and for the function 
{(c) in order that the solution (F) x} = (0,...,%, = 0, may be stable for all possible 
initial perturbations. The equations (1) are transformed first into the system 


N 
239%,—00—f(o), 
j=1 De 

N N 
where 5, =b,+h,2,9; = Pi b,,.0= = h,Pp,. Theroots A,r=1,2,..,2%, 
> i= 
of the equations |b},— 6,,4| = 0 are supposed to have their real parts negative, 
as can be tested by Hurwitz’s determinants. — If the roots A, are distinct, then the 
equations (2) can be transformed into canonical form: 


Denen ee lrrenno 


ı 


„ 


n 
y=-—ny to d= 3m 00760), 


where 1, =—A, i=1,2,...,n. According to the general methods of Liapou- 
noff, a definite quadratic form is introduced with non positive derivative, and 
the following statement is obtained: (I) If constants @,,a,,...,a,, R can be deter- 
mined such that 


(C}) 2a,|1+ & er een: 
ı= 


(C,) o RP— 1 > 0, then (F) is stable for all initial perturbations and every function 
f(o) satisfying (A). In the case in which the previons conditions cannot be satisfied 
then the following theorem is proved with some restrietion on the function f(o): 
(LI) If constants a,,Q,,...,Q,, R,h can be determined such that (C,) holds and 
(03) (0 +h) R®—1>0, then (F) is stable for all initial perturbations and every 
function f(o) satisfying (A) and (B) F(0)=h, o [f(e)—ho] > 0. — Applications 
are given to a problem already studied by Bulgakoff [same journal, 10 (1946)] 
whose conditions are improved. Extensions of the previous statements are given 
for the case in which the roots A, are not distinct. L. Cesari (Lafayette, Ind.). 
Sestakov, A. A.: Über das Verhalten der Integralkurven eines Systems gewöhn- 
licher Differentialgleiehungen in der Umgebung eines singulären Punktes Doklade 
Akad. Nauk SSSR, n. 8. 62, 171—174 (1948) [Russisch]. h 
L’A. etudie la singularit& & l’origine du systeme differentiel 


dx o x de; N 
1 1 Sex EN AN . 
\ dt im ! = dt re Ges &% ds X, (2%; me X); v— 2, RW, 


da jdt et les X, etant des fonctions holomorphes pour N a? <r?, x, >0, et les 
developpements en series entieres des X, commengant par des termes de degr6 = 1 
Il suppose que les raeines de l’&quation caracteristique tronquee (2) la,;— 8,2 — 0 
ont toutes une partie reelle == 0. — Il d&montre alors par la methode des 2 )) Ss 
ee successives le thöoreme: Si (2) possede k— 1 racines dont la Partie 
est >0 et n— %k racines dont la partie reelle est <0, si c„,>0, alors pour tout 


systeme ok SS 0 „0 n : 
S de k De %,..,% (21 >0) de modules assez petits, il existe un 
systeme unı — K res xI “ S . 

y que de n— k nombres 41, .. ., %, tels que par le point (z9,..., x) 


asse une "be inteer PS int sinouli 
p courbe integrale de (1), tendant vers le point singulier pour t—— oo. — 


i 
5 
5 
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Il procede ensuite & une classification des points singuliers: noeud, cols de 1, 
2eme et 3eme genres, col-noeud. Ces cas se distiguent les uns des autres par la con- 
sideration de la parit& de m, du signe de Cm et du signe de la partie reelle des racines 
de (2). — Il enonce enfin le theor&me: si les racines de (2) sont reelles et negatives 
et si m >2, les courbes integrales tendant vers le point singulier sont regulieres 


et tangentes & la courbe d’equations 53 RER ae 
jel 
Blanc (Lausanne). 

Sobol’, I. M.: Über das asymptotische Verhalten der Lösungen linearer Diffe- 
rentialgleicehungen. Doklady Akad. Nauk SSSR, n. 8. 61, 219—222 (1948) [Rus- 
sisch ]. 

L’A. prova i seguenti teoremi: a) Se nell’equazione lineare omogenea 
() = 4 (2) yr9 (2) 
i coefficienti A, (x) sono funzioni continue in (a, oo), se 

[0°} 


(A) [ A| #-Ide<o (=1,...,n), 
% % 
esipone y(x = ii A,(@)| ®=!dx, allora l’equazione (1) possiede un sistema 


fondamentale di ee: per 5 I vale il seguente comportamento asintotico 


He [wu ar) Ws n 1) 
b) Se nell’equazione lineare 
2) yo (2) = SAU) + Be) 
i coefficienti A, (x) e B (x) sono funzioni continue in (a, ©0), se per i coefficienti 
A,(x) valgono le (A), e per B (x) vale una o l’altra delle seguenti ipotesi 
oo 

(B) ex sup f Bi a B.=309, (B’) R: mi B (tdi < 0, 

aszso | @ : 
allora: i) se re le (A) e (B) l’equazione (2) possiede una soluzione % (x) tale 
che lim y®-1 (x) = 0; ii) se valgono le (A) e (B’) l’equazione (2) possiede una solu- 


>00 


zione y(x) tale che lim y (x) = 0. c) Se nell’equazione (1) pr O0ss sn—1 


z>%00 
per i een 4, ne ) valgono le relazioni 


u) en! 
(©) E | 2 40) nt da Zelt ,Nn 1) 
€ 
> 2 23-1 
= lw 2 Al) uam ie 


l’equazione (1) possiede un sistema fondamentale di soluzioni della forma 
y,a)=#+0@() VSs<enn). 
d) Tutte le soluzioni dell’equazione (2) quando siano soddisfatte le (B’) e (C) sono 
asintotiche con polinomi di grado 0 <n — 1. I teoremi c) e d) contengono teoremi 
gia stabiliti da O. Haupt [questo Zbl. 27, 60] e da J. W. Wilkins [Bull. Amer. 
- math. Soc. 50, 388—394 (1944)]. Giovanni Sansone (Firenze). 
Sobol’, I. M.: Über die Riecatischen Gleichungen und die darauf zurückführ- 
baren linearen Gleichungen zweiter Ordnung. Doklady Akad. Nauk SSSR, n. 8. 
65, 275—278 (1949) [Russisch]. 
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a) L’equazione di Riccati (I) +7°= A(x) dove supponiamo A(x) 


continua in (a, ©), con la sostituzione z=y'y, Yy= exp [2 dx si trasforma 
nell’equazione (2) y’ = A(x) y,e se y(x) & un integrale di quest’ultima che in un 
punto x, soddisfa le condizioni y(%) = 0, Y’(&%) = 1, siha per il corrispondente 


integrale della (1) lim z(&)=—%&, lim z(x) = ©0, esidiräche x,e un punto 
> 0-0 t>%+0 f R 
di discontinuitä per z(x). — Se la (2) possiede un integrale y(x) diverso da zero in 


(b, ©0) (b >a), la (1) ammetterä un integrale in (b, ©0) o come si dice una soluzione _ | 


prolungabile in (b, oo). In virtü del teorema di confronto di Sturm sulle equa- 
zioni differenziali lineari di secondo ordine, se b ha questa proprietä la stessa pro- 
prietä appartiene a tuttii b>b, e se M & l’estremo inferiore dei b, la soluzione 
della (1) che soddisfa la condizione z(M) = 0 &chiamata dall’A. la sua soluzione 
limite. Egli enuncia il seguente risultato: Condizione necessaria e sufficiente 


perche z=2*(x) sia la soluzione limite relativa all’intervallo (a, ©0) & che 
[0,°} 


x 
f exp E fi N) dr dx2:=109. 
[77 [77 

b) Successivamente /’A. chiama la (1) un’equazione regolare quando tutte le 
“ sue soluzioni prolungabili sono mutualmente asintotiche, una al piü eccettuata. 
Ciascuna ‘delle tre condizioni A(z) <0, A(x) >20, |A(x)|<ec in (a,c0), & 
suffieiente per la regolaritä dell’equazione (1). — c) Quando l’equazione (2) non 
possiede soluzioni oscillanti esiste una soluzione %, (2), determinata a meno di un 


[0,0] 
fattore di proporzionalitä, tale che f Y* (x) de = 00; questa viene chiamata dall’A, 
soluzione minimizzante. — Se yY=+cy, (ce costante) si ha 


oo 
rd, Arch —U 
aaa ce a | 
Sono considerati particolarmente i casi A (x) >0, A(x) <O ed infine & enunciato 


il seguente teorema: se nell’equazione y'"=A(x)y+B(x), A(x) e B(x) | 
sono continue in (a, 00), A (x) > 0, condizione necessaria e sufficiente perche per | 
tutte le sue soluzioni esista finito il lim y’ (x) & che siano convergenti i due | 


% >00 
oo 


integrali H RAR) da j. D(a)da. Giovanni Sansone (Firenze), 


Sawyer, W. W.: On some theorems of Silvia Noto. Univ. Politec. Torino, 


Rend. Sem. mat. 9, 173—177 (1950). 
Partendo da un’osservazione di Kasner, la signorina Silvia Noto ha provato 
alcune proprietä geometriche delle curve integrali dell’equazione differenziale: 


N = yal (a2 Y, Y, y") y''2 — B War; Y, Y', y') y Sr (9) (x, Y, Y, y") 


interpretando le x, y, come coordinate su una superficie non sviluppabile [Univ. | 


Politec. Torino, Rend. Sem. mat. 8, 209—221 (1949)]. L’A. mostra che alcuni dei 
risultati puramente geometrici ottenuti dalla signorina Noto si possono provare con 
un metodo semplice e senza calcoli laboriosi, metodo che permette all’A. di aggiun- 
gere nuovi risultati a quelli ottenuti dalla sienorina Noto. Griuliano (Pisa). 


Silov, 6. E.: Die Integralkurven einer homogenen Gleichung erster Ordnung. 


Uspechi mat. Nauk, Moskva 5, Nr. 5 (39), 193—203 (1950) [Russisch]. 
Qualitative Untersuchung der Integralkurven der homogenen Differential- 

gleichung dy/dx = f(y/x). Für die Funktion f(w) wird dabei nur Differenzierbarkeit 

erster Ordnung vorausgesetzt. L. Tchakaloff (Sofia). 


Partielle Differentialgleichungen. Potentialtheorie: 


® Horn, J.: Partielle Differentialgleichungen. 4. Aufl. (Göschens Lehrbücherei 
Bd. 14). Berlin: W. de Gruyter & Co. 1949. VIII, 228 8. geb. DM 14.—. 
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Petrovskij, I. G.: Vorlesungen über partielle Differentialgleichungen. Moskau- 


. Leningrad: Staatsverlag f. techn.-theor. Lit. 1950., 303 8. R. 7,95. [Russisch]. 


An introductory text on Cauchy’s problem, diffusion, eigen-functions, Dirichlet’s and 
Neumann’s problems and parabolic equations. In covering this wide field in 300 small pages the 
author’s technique is to give full and rigorous accounts of the simpler cases, and at the end of 
the chapter to summarize generalizations and recent advances. The introductory Chapter 1 
includes a proof of Kovalevskaja’s theorem on analytie initial data (for the case of linear 
systems) and discusses the reduction to canonical form as far as second order equations and 
first order systems of equations in two independent variables. Chapter 2, Section I, on Cauchy’s 
problem, deals with „correetness‘‘ or continuous dependence on initial data, the „generalized 
solutions“ of S.L. Sobolev (i.e. limits of sequences of ordinary solutions), the solution of 
Cauchy’s problem in two dimensions, comparison of 1, 2 and 3 dimensions as regards diffusion, 
the Lorentz transformation and special relativity theory. There is also a useful summary of 
research on „t-hyperbolic‘‘ systems and the order of differentiability to be imposed on the initial 
data. Chapter 2 Section II, on „oscillations of finite bodies‘“, discusses continuous dependence 
on initial data, and outlines eigen-function methods, mainly in one dimension, Chapter 3, on 
elliptie equations, is noteworthy for three rigorous discussions of Dirichlet’s problem in two 
dimensions, by variational methods, integral equations, and finite differences. Finally Chapter 4 
gives a brief account of parabolic equations (13 pages), mainly on the special case u; = u,,- 
Individualsections ofthe book were writtenby Z. Ja. Sapiro,D. A.Mys&kisandB.M. Levitan. 


F.V. Atkinson (Ibadan). 
„’ Charles, Henri: Sur une certaine elasse d’&quatiuns aux differentielles totales. 
I, II, III, IV. Bull. Soc. Sci. Liege 18, 25—30, 120—123, 209—212, 285—288 (1949). 
I. E (1) &=4A(2,y,2)de + B(x,y,z)dy is completely integrable, the 
corresponding existence and uniqueness theorem is well known. The aim of this 
and the next paper of this series is to find, at the expense of uniqueness, more general 
conditions assuring existence of solution of (1). An existence theorem is proved 
assuming that A, B, 0A/öy, ©A/@z are continuous and O#Bjöx, 0#B/02 exist in a 
certain closed convex domain D and also that an analogue of the complete integra- 
bility condition holds in D.—U. I d = A, (x, y,2)d«e + B, (8, y,»)dy,ı=1,2,... 
are completely integrable and A,—4A, B,— B, uniformly, in a certain domain, 
then an existence theorem holds for de = Adx + Bdy. — Ill. If in a bounded 
domain D, A (x, y,z) and B (x, y,z) are continuous and through each point of D 
there passes at least one integral surface of (1) defined throughout D and satisfying 
(1) d= Adx + Bdy in D, then (1) is said to be perfectly integrable in D (p.i.). 
The following results are proved. ()UE d&=4A,de + B,adyi=1,2,..., are 
p-i. and, uniformlyin D,A,—4A,B,—B, then (1) ist also p.i. (ii) The set of 
integrals of a p.i. equation is compact. (iii). If P is a point between two integral 
surfaces of a p.i. equation passing through P,, at least one integral passes through 
P, and P. — IV. The integrals of a p.i. equation passing through a point P, are 
all situated between two limiting integral surfaces.. M. M. Peixoto (Chicago, 11l.). 
Four®s-Bruhat, Yvonne: Un th6oreme d’existence sur les systömes d’&quations 
aux derivees partielles quasi lineaires. C.r. Acad. Sci., Paris 231, 318—320 (1950). 
Il sistema di equazioni studiato & del tipo 
02 W oW c 
Ar (W, a) Ne 4 Auge =) a (ee RA): 


Sat 0x" 


Alle funzioni incognite W, e alle loro derivate normali sull’iperpiano x, = 0 viene 
prescritto di assumere dati valori. Si suppone che la forma quadratica A?" X, X,, 
per X, = 0 siriduca a una forma definita negativa nelle X,, X,, X, e che A sia 
sempre superiore a una costante positiva. Sui dati del problema di Cauchy cosi 
formulato vengono fatte ipotesi di regolaritä, sotto le quali si perviene a un teorema di 


'esistenza per la soluzione W,. La dimostrazione & basata sulla costruzione di una 


"successione We; w® ‚... di approssimazioni successive definite dalla relazione 
ricorrente 
& w®» x ow*-» 
Aa (WE—1) % s k—1) 5 
aan (Wan, a + WED = 0 
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coi dati suddetti per x, = 0. Le dimostrazioni sono appena accennate. 
@. Cimmino (Bologna). 

Germay, R. H.: Sur les &quations r6currentes, aux differentielles totales, com- 
plötement integrables. Ann. Soc. Sci. Bruxelles, Ser. I 64, 62—73 (1950). 

Si tratta dei sistemi di infinite equazioni ai differenziali totali nelle infinite 
funzioni incognite z,(x, y) del tipo 

dz, = Pr (%, Y, 23 Zr +1) BU + (& Y pn 2Hı)dy (k=l2,...), 
dove le P, (x, y, u, v), 9, (X, Y, u, v) costituiscono due successioni di funzioni asse- 
gnate, supposte continue insieme con tutte le loro derivate parziali prime. Supposte 
verificate le condizioni di integrabilit& 
oP, , OP, op, a0, a0 00: 
BE au 4 dv Qua Gr Ara er a 
viene definita una successione di approssimazioni successive, ciascuna delle quali © 
una successione di funzioni 21,1, 22,4, - . . nulleper = 0,y = elegate alla prece- 
dente dalle 
dzy,uyı = Pr (% 9 2r,u 2r+ 1,0) IE + Or (® 9, 26,0 ?r+ 1,2) 4Y- 

La convergenza di tali approssimazioni a una soluzione del sistema dato nulla per 
x<=0, y=( in un intorno abbastanza ristretto di tale punto viene stabilita 
mediante un ragionamento del tipo consueto. G. Cimmino (Bologna). 

Germay, R.-H.-J.: Sur Pintegrale de Darboux d’une &quation aux derivees 
partielles du premier ordre. Bull. Soc. Sci. Liege 18, 102—107 (1949). 

Data l’equazione alle derivate parziali del primo ordine F(x,,..., %, 2, 
Pi :--,?,) = 0 nel campo analitico, I’A. scrive il sistema di 2n + 1 equazioni 


differenziali ordinarie, che definisce le caratteristiche x; (f), ..., 2,(),2(), Pı(d), -: -,_ 


2,(); detti 9,..., 0,20, p9,...,p? i valori iniziali di queste funzioni, cerca di 
definire tali valori in funzione di n —1 parametri £,,...,t,_, come funzioni im- 
plieite fornite da un sistema di 2n + lequazioni R,—=0 nellet,,.. 1,» & :- 9, 
2°, P1,.. ., p%. Ol risultato, cui perviene & che dovrä esser verificato un certo sistema 
di>2n4- 1 equazioni nelle 4; 2,.. 8.2» :: 5 Ps tu: ot, che definisce impli- 
eitamente le 2,,...,252% ?,-..,7, come funzioni delle’i,t,,...,t, ,; deaursıl 
traggono poi le £,t,,...,t,_, come funzioni implieite delle &,,..., &,, e l’integrale 
generale dell’equazione data come una arbitraria funzione delle t(x,,...,%,), 
RR ES le.) Cosi ottenute: G. Cimmino (Bologna). 

Germay, R. H.: Remargue sur un th6oreme d’existenee des solutions de cer- 
tains syst&mes d’&quations aux derivees partielles du premier ordre. Bull. Soc. Sei. 
Liege 18, 127—133 (1949). 

Unter der Annahme regulärer Koeffizienten und Anfangsbedingungen wird ein 
Existenzsatz für das System von partiellen Differentiaglleichungen 


ou ER () ou 

TE SS, : U ) 

an Ay aa eu Be) 3 + A (u, Ser ber 
hergeleitet. Kamke (Tübingen). 


Germay, R.-H.-J.: Sur des &quations r6eurrentes aux derivses partielles du 
second ordre. Bull. Soc. Sci. Liege 18, 474—480 (1949). 

The following recurrent system of partial differential equations is considered : 
() m=Ful&, Y; 2u, Par Au; 2u+1, Pati, Yu+l > Zurm—1, Patm—15 Ju+m—ı),U=1, 2,..., 
where „= 2u(% Y), Pu = [0% Qu = 02,/0Yy, tu = 92,j0x0y. A system of 
sufficient conditions is set up for the existence and unicity of a solution (era) 
#=1,2,...] of (1) in a sufficiently small reetangle YUSAISH +, YSYy<YytB, 
with the conditions 2,(2,%) = ut), m Sr < 20.4: ul, DI u DE 
»EYSYWrP, wher la), HSe<utron ylYy, WSYy<ytBß, 
4#=1,2,..., are given functions. The conditions involve both the functions F 


u 
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_ and the sequences 9, (X), y„ (y) and are too complicated to be reported here. The 

stated and proved conditions are thought as an extension of a previous statement by 

L. Bruwier [this Zbl. 6, 55] for a recurrent system of ordinary differential equations. 
L. Öesarı (Lafayette, Indiana). 


Dramba, €.: Sur les multiplieit6s singulieres des systömes difförentielles. Studii 
Cere. mat., Acad. Republ. popul. Romäne, Inst. mat. 1, 162-166, russische Zu- 
sammenfassg. 167 und französ. Zusammenfassg. 168 (1950) [Rumänisch]. 

Les calculs developpes dans cette Note se rapportent & l’etude des solutions d’un systeme 
differentiel an variables &,,%,...,%, qui admet une multiplieite !’& k <n dimensions dont 
tous les points sont singuliers pour le syst&me considere. — Si par hypothese le determinant 
DE, 45,29 4,) 

(21,%2, 2 .,%n) 
exceptant au moins un determinant d’ordre n —k, il est possible alors d’exprimer comme on 
sait les n fonctions A, al’aide de n — k fonctions u, qui egalees & zero fournissent les &quations 
de I. — L’A. prend comme nouvelles variables, ä la place de x,,les n — k fonctions u elles-m&mes 
et k autres fonctions v%% = v%4(X], %y, - - :, %)), ces dernieres etant holomorphes et pas necessaire- 
ment nulles au point singulier. — L’equation caracteristique du systeme admet k racines nulles en 
chaque point de Z’etn — k autres racines non nulleset en general complexes. — Par extension du 
theoreme de Chazy, & des racines complexes de l’equation caracteristique, on obtient k integrales 


fonctionnel est nul identiguement ainsi que les determinants d’ordre moindre 


preinieres », _ 4 — S, VER Uns vı, 0% EN v%), FRE ERER k, ce qui permet de 
ramener l’integration & celle d’un systeme d’ordre moindre contenant uniquement les variables 
u et une variable parametrique ti. — Finalement, la solution de ce dernier systeme s’exprime 


a l’aide de tet de n — k constantes d’integration C qui avec les k constantes v°, fixant la position 
d’un point sur la multiplicite singuliere, finissent par determiner l’integrale generale du systeme. 
(Autoreferat.) 
Shrana, Francesco: Su un particolare problema al contorno par le equazioni 
differenziali lineari alle derivate parziali. Atti Accad. naz. Lincei, Rend., Cl. Sci. 
fis. mat. natur., VIII. S. 9, 45—47 (1950). 
L’A. (limitandosi per brevitä al caso parabolico) dimostra che la soluzione di 
una equazione a derivate parziali (soluzione da lui ottenuta in un’altra nota; questo 
Zbl. 37, 345) verifica tutte le condizioni che la determinano. Graffi (Bologna). 


Trjitzinsky, W. J.: Singular elliptie-parabolie partial differential equations. 
Ann. Soc. Polonaise Math. 22, 43—96 (1950). 


Ya sy, seien, Koordinaten in,einem .R,, (2,,..,2) % 
(Ymsp > Yn) = y. D sei ein zylindrischer n-dimensionaler Bereich: (x, y)€ D 
bedeutet: ze B (m-dimensionaler Bereich) und 0, <y, SS, 0 =m+1l,...,n, 


61; <63,). Der Rand von Dsei S8=C+P, woC der „zylindrische“ Teil von S 
ist (x Randp. von B). (Die Zerlegung P= P,+ P, ist Ref. nicht ganz klar ge- 
worden.) Die elliptisch parabolische Gleichung 


= 22 ou 2% ou ze 
Nitrit, 2er eye 


IE i i=m 
(erste Ableitungen der b, und zweite der a,, stetig in D + P, während diese Koeffi- 
zienten und die genannten Ableitungen bei Annäherung an © unendlich werden 
dürfen) wird mittels des Greenschen Satzes auf eine Integralgleichung erster Art 
zurückgeführt, die jedoch möglicherweise mehr Lösungen enthalten kann. Diese 
Fälle werden ausgiebig diskutiert. Die Gleichung erster Art läßt sich mittels eines 
explizit angebbaren Faktors regularisieren. Man kann auch in (1) y als Parameter 
auffassen und die Glieder mit öu/@y, mit der rechten Seite vereinigen. Dies führt 
auf eine — im allgemeinen singuläre — Integralgleichung zweiter Art. Unter ge- 
wissen einschränkenden Bedingungen über das Anwachsen der Koeffizienten, deren 
Angabe zu weit führen würde, ist diese Integralgleichung nicht eigentlich singulär. 

Tautz (Freiburg i. Br.). 

Lopatinskij, Ja. B.: Ein Fundamentalsystem von Lösungen eines linearen 
Differentialgleichungssystems von elliptischem Typus. Doklady Akad. Nauk SSSR, 
n. S. 71, 433-436 (1950) [Russisch ]. 
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Es wird ein „‚Fundamentalsystem“ (= „Grundlösung‘‘) des elliptischen Systems 
» € Oli tr tin 
(Di St Au, S, Dr FREE 
Hierbei ist >> a en ır| &0, s,= max (Ordnung von A,,)- 
ht +in=a k 

E. E. Levi hat dies für den Fall von 2 Variablen gemacht. Die Levische Methode 
ist auch hier anwendbar, sobald die Aufgabe für den Sonderfall der (einzigen) Glei- 
chung (2) f(o/x,,..., 0/0x,)uw= 0 (f eine homogene Form mit konstanten Ko- 
effizienten) erledigt ist. Die Fundamentallösung für (2) gibt Verf. mittels eines 
komplexen Integrals direkt an. Aus ihr läßt sich die Lösung für den Fall eines 
Systems A, = fıı (0/0% 1 - - -, 0/0%,) [fx besitzt ähnliche Eigenschaften wie f in 
(2)] durch eine einfache Transformation gewinnen. Auf detaillierte Angaben über 
Bedingungen und Lösung muß hier verzichtet werden. Tautz. 


Hartman, Philip and Aurel Wintner: On the solutions of the equation of heat 
eonduetion. Amer. J. Math. 72, 367—395 (1950). 

Gli AA. pongono in luce talune analogie esistenti fra l’equazione: (1) u,.— u = 0 
considerata nel quadrato Q: 0 <x <1, 0 <t <1, el’equazione: (2) u,, + Uı — 0 
nel cerchio ©: x +12? <1. Indicata con K la somma dei lati di ®: 

IV Vena Lee et Or 
il problema di Dirichlet per l’equazione (2) in C‘, vien posto in relazione col problema 
consistente nel determinare una soluzione di (1) di cui sono notii valorisu X. Ven- 
gono stabiliti per l’equazione (1) teoremi, analoghi ad altri ben noti per la (2), ri- 

‚guardanti l’unicitä e l’esistenza della soluzione del problema al contorno anzidetto, 

nonche teoremi sulla possibilitä di rappresentare una soluzione di (1) mediante 
integrali di Stieltjes estesi a parte della frontiera di @. Ad es., il teorema di 
Ostrowski, secondo cui una funzione armonica in C puö rappresentarsi come 
l’integrale di Stieltjes del nucleo di Poisson, fattorispettoad una funzione a variazione 
finita, allora e soltanto allora che 


max lim f [u (r cos , r sin 6)| dO < + ©, 


r>1 0 


(k=1,2.r,D0): gesuchte 


ha come analogo un teorema in base al quale una soluzione « di (1) puö rappresentarsi 
mediante la somma di tre integrali lineari di Stieltjes di opportuni nuclei, allora e 
allora soltanto che u verifica le tre seguenti condizioni: 


t t 
max lim f |u(z, s)| ds <+ ©, maxlim ir u(z,s)|de <+oo ( <t<i1i) 
>00 0 s>1 0 


1 


max lim 1 s(1— 5) |u(s, t)| ds < + oo. 
t>0 0 


— E’ opinione del recensore che i teoremi brillantemente dimostrati dagli AA. non 


siano analogie occasionali, solo esistenti fra le due equazioni (1) e (2), ma siano 


aspetti particolari di teoremi generali riguardanti estese classi di equazioni diffe- _ 


renziali lineari. Gaetano Fichera (Trieste). 


Cronin, Jane: The existenee of multiple solutions of elliptie differential equa- 
tions. Trans. Amer. math. Soc. 68, 105—131 (1950). 


2,(%, y) sei eine Lösung der elliptischen Differentialgleichung 
(1) F(&, Y, 20: Pos Io: 70 So to) = Yol®; Y) 
im Kreis vom Radius r mit dem Rande K. Gefragt wird nach den zu 2, benachbarten 
Lösungen 2 (, y) von (2) F(x, %, 2, ?» 4, "5 85, 4) = Yı(%, y) mit Randwerten auf 
K, die sich von denen von 2,(%, y) wenig unterscheiden; auch yı(z%, y) sei zu 
%o(X, Y) benachbart (eine Verallgemeinerung gegenüber Arbeiten früherer Autoren, 
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“die mathematisch belanglos ist). — Nach dem Vorgang von J. Schauder [Math. 


_ Ann. 106, 661—721 (1932); dies. Zbl. 4, 350] wird dem Problem (2) eine Gleichung 
im Banachschen Raum zugeordnet, der entsprechend einer früheren Arbeit des 
Verf. [Trans. Amer. math. Soc. 69, 208—231 (1950)] eine Lösungsvielfachheit zu- 
geschrieben wird, die sich vermöge der Zuordnung auf die Lösungen von (2) über- 
trägt. So werden Existenztheoreme für (2) bewiesen, wobei die zugehörige Jacobi- 
sche Gleichung keine, eine, zwei oder mehr linear unabhängige Lösungen besitzen 
darf. — Bei Beschränkung auf die Differentialgleichung 


8) ABy)r + Ba y)s+ la y)i+l® y22,9) = ya y) 

werden weitergehende Ergebnisse erhalten, die sich z. T. mit denen von J. Leray 

und J. Schauder [Ann. sci. Ecole norm. sup. 5l, 45—78 (1934); dies. Zbl. 9, 73] 

decken, doch auch den Fall einschließen, daß die Jacobische Gleichung mehrere 

linear unabhängige Lösungen besitzt. — Schließlich wird noch der Fall behandelt, 

daß die in (3) auftretende Funktion f noch von einem Parameter A abhängt. 
Iglisch (Braunschweig). 

Eichler, Martin: Eine Modifikation der Riemannschen Integrationsmethode bei 
partiellen Differentialgleichungen vom hyperbolischen Typ. Math.Z., Berlin 53, 
1-10 (1950). 

Verf. wendet seine Methode der Lösungsdarstellung mittels einer Erzeugenden, 
die er bisher nur auf elliptische Differentialgleichungen (Dgl.) angewendet hat, 
auf hyperbolische Gleichungen an. Ist (1) v,„+Mu,+Nu=0 (M(x,0) =0) 
die (stets in diese Form transformierbare) Dgl., so werden Lösungen in der Form 


(x, 4) = I) [ Cı& 5 hıld) d£, 
0 
(2) Y c 
u,(x, y) = |f.(y)— 1 G%(&y;n)tn) 2 exp = al M(&, y) .) 


angesetzt, wo die ‚„Erzeugende‘“ @,der Dgl. (1), @, einer verwandten Gleichung und 
beide noch weiteren Relationen genügen. Die Gleichungen (2) lassen sich um- 
kehren, d.h. f,, fs durch u, und «, mittels Integralzeichen darstellen, wie man 
durch Greensche Sätze beweist. Weiterhin wird gezeigt, daß sich jede Lösung u 
von (1) mit der Eigenschaft (0,0) = 0 inder Form vw = u, + u, mittels passen- 
der Funktionen f,, f, darstellen läßt, welch letztere aus gewissen Volterraschen 
Integralgleichungen berechenbar sind. Das Cauchysche Problem läßt sich also 
mittels der Darstellung u = u, + u, lösen. Es wird dann noch auf Berechnungs- 
möglichkeiten der Erzeugenden hingewiesen und darauf, wie man aus Erzeugenden 
für eine Dgl. solche für andere gewinnen kann. Tautz (Freiburg i. Br.). 

LadyzZenskaja, 0. A.: Die Fouriermethode für hyperbolische Gleichungen. 
Doklady Akad. Nauk SSSR, n. S. 74, 417—420 (1950) [Russisch]. 

The author gives an elementary proof of the convergence of the ‚‚Fourier series‘ 
solving a certain Cauchy’s problem, under somewhat restrietive conditions. Let 


u, = L(u), where 
L(w)= N (a =) cu, 


cr 0x, ij 0%, 
4,j=1l 
be a hyperbolie equation in a finite (®,, . . -, ©„)-region @, with piece-wise smooth 
boundary I‘, and let w be a solution such that ul,-o = ®, Wı=-o = P, ur = 0. 
The Fourier series in question has the form 
oo 
“= 5 (a,c0sA,t + b,sin A,t) u; 
k=1 
where Lu) =— Au, w|r =, fw d2 =1. The following are the required 
[9 


ri 
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orders of differentiability (i)thea,;upto [#n] + 3, (ii) the fuction c up to [3 n] u 2, 
(ii) d, and ©, up to 4 [4n] + 6. Furthermore (iv) e is to be non-negative in Q, 
and (v) the first 4 [#n] +4 derivatives of ®, and ®, are to vanish on J. Under 
these conditions the ‚‚Fourier series‘ is uniformly convergent in the „closed region 


Q“, and may be differentiated twice, the result being uniformly convergent in any 
interior sub-region 0’ of Q. The proof is based on the proposition that the 
([4n] + 1)-th iterate of the Green’s function is of integrable square, deduced in 
turn from an order result for the Green’s function. F.V. Atkinson (Ibadan). 

Germain, Paul et Roger Bader: Sur quelques probl&ömes aux limites, singuliers, 
pour une 6quation hyperbolique. C.r. Acad. Sei., Paris 231, 268—270 (1950). 

Per l’equazione alle derivate parziali 7996 + Inn + AM) 9 = 0 nella funzione 
incognita p(n,®), viene indicato come possano tradursi in equazioni integrali vari 
problemi ai limiti propri delle equazioni di tipo iperbolico, col procedimento classico 
della formula di Green e della funzione di Riemann, di cui qui viene scritta una 
espressione esplicita per mezzo della funzione ipergeometrica. G. Oimmino. 


Elianu, I. P.: Le problöme de Cauchy pour l’&quation des ondes iterde. Bull. 
math. Soc. Roumaine Sci. 48, 102—144 (1947). 


PoloZij, &. N.: Eine Verallgemeinerung der Cauchyschen Integralformel. Mat. | 


Sbornik, n. S. 24 (66), 375—384 (1949) [Russisch ]. 
Es ist das Ziel, den 2. Cauchyschen Satz auf die stetig differenzierbaren Lö- 
sungen u (x, y) und v (x, y) des Systems von Differentialgleichungen 


(1) pru,-v,=u,t+pu,=0 
zu verallgemeinern, wo p (x, y) eine stetige und zweimal stetig differenzierbare 


Funktion in dem im folgenden betrachteten, einfach zusammenhängenden Bereich 
bedeutet. Aus (1) folgt 


Lm)-@n).+@w,=0 ud I0)-(7%) + (7%), 0: 


Ist I’ (z, €) eine Fundamentallösung von Z (u) = 0 und J'ein solche von L (VE 
so nennt der Verf. die (mehrdeutige) Funktion 


a) er) 
ER en y © ASIEN LE) %) 


2. Fundamentallösung von (1). Es sei f«@)=w-+iv eine Lösung von (1), 
2@O--TRd)+iH@d, 2=—fF+iH, dann gilt die Darstellung 


TC) I: f udQ +ivdQ (2 im Innern der genügend regulären, geschlossenen 
S 


Kurve S). Es werden noch einige Sätze von folgendem Typus bewiesen: ‚Besitzt 
pP (x, y) partielle Ableitungen n-ter Ordnung, die der Hölderschen Bedingung 
genügen, so existieren für die Funktionen u und v partielle Ableitungen bis zur 
(n -+ 1)-ten Ordnung, die wieder der Hölderschen Bedingung mit derselben Kon- 
stanten genügen.“ Kriszten (Zürich). 
Wintner, Aurel: On the Hölder restrietions in the theory of partial differential 
equations. Amer. J. Math. 72, 731—738 (1950) 
Unmittelbar sieht man, daß die Funktion 


3@+iy)?  für(m,y) + (0,0), 
0 |) 
die Differentialgleichung Au = 0 erfüllt, ohne daß %,, (0, 0) existiert. Durch das 


bekannte Kondensationsverfahren kann man eine Funktion u bilden, deren irre- 
guläre Stellen in der Ebene überall dicht liegen. Nicht so einfach ist der Nachweis 


u(a,y) = 
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- folgender Erscheinung: Es gibt Funktionen f(x, 4), die in der ganzen Ebene stetig 
sind und für welche die Differentialgleichung Au+(A+f}u=0 für jeden Wert 
von A in jedem Gebiet nur die triviale Lösung « = 0 hat, selbst wenn nur die Exi- 
stenz von u,, und u,, verlangt wird. Kamke (Tübingen). 
Keller, Heinrich: Sur la croissance des fonetions harmoniques s’annulant sur 
la frontiere d’un domaine non borne. C.r. Acad. Sci., Paris 231, 266—267 (1950). 
Im Zuge seiner Betrachtungen über das Wachstum harmonischer Funktionen, 
die auf dem Rande eines unendlichen Gebietes verschwinden, aber daselbst noch 
stetige erste Ableitungen haben (vgl. dies. Zbl. 35, 189), untersucht Verf. jetzt den 
Fall von Kugeln S,, deren Radius r = 1/& ins Unendliche wächst. 7, sei Durch- 


schnitt des gegebenen Gebietes @ mit S, und m(«) = f Ur dr; u die erwähnte 
7 


in G außer möglicherweise in einem Punkte O harmonische Funktion mit den Rand- 
werten Null. Dann folgt wieder mittels Carlemanscher Methoden m” (&) > (a) "m («) 
[4(&) Minimum gewisser Eigenwerte]. Gleichheitszeichen gilt nur, wenn entweder 
@ das Innere eines Halbkegels F(0,@) mit der Spitze O oder der ganze Raum ist 
(Ref. ist nicht klar, was in diesem letzteren Falle unter der Funktion u zu verstehen 
ist). Im ersteren Falle ist A(&) konstant, etwa gleich A. Für u(r) = m(x) ergeben 
sich die vier Möglichkeiten 


T. ur)=0, 14. im 2®u(r) 0, Imre ale) 
1r>00 r—>0 
Dremer nf eo, Im rt ulr) =0, IV. lim ru) >0,)m rin ei 
1>%0 1r>0 7>00 r—>0 
Dabei ist s(s+1)=4A. Tautz (Freiburg i. Br.). 


Cartan, Henri et Jacques Deny: Le prineipe du maximum en th6orie du potentiel 
et la notion de foncetion surharmonique. Acta sci. math., Szeged I2A, L. Fejer et 
F. Riesz LXX annos natis dedic., 81—100 (1950). 

Ce travail prolonge la these de Deny (ce Zbl. 34, 362) en reprenant la theorie 
des potentiels d’energie finie, definis pour une mesure de Radon > 0 & partir d’un 
noyau (generalisant le 1/r de l’espace & 3 dimensions) qui sera une mesure de Radon 
positive, & croissance lente & l’infini et dont la transformee de Fourier est une fonction 
positive & croissance lente ainsiquesoninverse. Ondonne alors des conditions neces- 
saires et suffisantes pour la resolubilit& du probleme d’&quilibre (pour un compact) 
et du balayage d’une distribution > 0 d’Energie finie (sur un ferm£): ainsi il faut 
et suffit que soit satisfait un „‚principe complet du maximum“ plus fort que celui de 
Frostman. Un second chapitre &tudie des noyaux plus particuliers dits ‚‚reguliers‘‘ 
pour lesquels est donne un critere de validit& de ce principe et est etendue la pro- 
priete de continuite des potentiels de Evans-Vasilesco. Lorsque le prineipe est 
satisfait, les potentiels ressemblent aux fonctions surharmoniques celassiques qui sont 
alors generalisees et on annonce un developpement ulterieur de cette etude, com- 
prenant celle de M. Riesz-Frostman pour les noyaux particuliers dits „d’ordre x“. 

Brelot (Grenoble). 

Ugaeri, Tadashi: On the harmonie prolongation. J. math. Soc. Japan 1, Nr. 3, 
262—265 (1949). 

L’A. montre que sideux fonctions harmoniques dans le plan de part et d’autre 
d’un arc analytique y ont sur y m&mes valeurs limites finies et des deriv6es normales 
egales (sans autre hypothese sur les derivees 1i°es), Jes fonctions sont le prolonge- 
ment harmonique l’une de l’autre. On se ramene au cas de y portion de l’axe reel 
(et il y aurait alors extension & l’espace). On s’appuie alors sur ce que, si une fonc- 
tion harmonique v d’un cot& admet sur y des limites finies et une derivee normale 
nulle, elle se prolonge harmoniquement par l’Egalite aux points symetriques. Cela 
derive de ce que si v est de plus nulle sur une demi-eirconf6rence ]’limitante, v = 0. 
Simplifiant la demonstration de l’A.,iln’y a qu’& voir une contradiction en un point 
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P, sur y oü v serait maxima >0; v est majoree par la solution w du probleme de 
Dirichlet pour 0 sur J'et la constante v(P,) sur y; il est connu que wa une derivee 
normale interieure <0 sur y et il en serait de möme de ven P,. On pourrait aussi 
[en reprenant un artifice du Ref., Ann. sci. Ecole norm. sup., III. S. 48, 155 —246 
(1931); ce Zbl. 2, 259] majorer v par la solution V du probleme de Dirichlet 
dans une couronne dont la grande eirconference tangente en P, porte la donnee 
constante v(P,) tandis que sur l’autre eirconference la donnee est constante plus 
petite. On voit que V admet en P, une derivee normale <0; ce qui suffit & conclure. 
Ce type de raisonnement s’appliquerait & un are plus general que y et se transposerait 
ä l’espace, fournissant des &nonc6s d’unicite pour le probleme mixte. Brelot. 

Slivnjak, I. M.: Über den Eindeutigkeitssatz in der Potentialtheorie. Izvestija 
Akad. Nauk SSSR, Ser. mat. 14, 473—491 (1950) [Russisch ]. 

An example is constructed of a mass-distribution over a set Sl, whose logarithmie 
potential is constant in every empty region complementary to St; here lisa bounded, 
closed, nowhere dense set, all points of which are ‚regular‘ with respect to its com- 
plement. The criterion of „regularity‘ depends on the convergence of a certain 
series, involving the Robin’s constant. The set Sl is formed by an infinite process 
of removing ring-shaped portions. The result is complementary to a theorem of 
de la Vall&e Poussin [Acad. Belgique, Bull. Cl. Sci., V. S. 24, 672—689 (1938); 
this Zbl. 20, 130], according to which there is no mass-distribution over such a set, 
not identically zero, whose logarithmie potential vanishes outside the set. 

F. V. Atkinson (Ibadan). 

Zygmund, A.: On a theorem of Littlewood. Summa Brasil. Math. 2, Nr. 5, 
78. (1949). 

Littlewood has proved the following theorem: if O,is a closed curve, situated 
in |z| <1 except for the point z= 1, where it is tangential to the unit circle, 
and 0% is O, rotated by the angel @ around the origin, then there exists a function, 
harmonie and bounded for |z| <1, without limit values along 0g for almost all 0. 
The author givestwo new proofs of this result; the first and simplest proof depends on 
the construction of a Blaschke product with suitable zeros, the second on the con- 
struction of a special kind of sets and simple properties of the Poisson kernel. 

Carleson (Uppsala). 

Brelot, Marcel: Queiques propristes et applieations du balayage. C. r. Acad. 
Sci., Paris 227, 19—21 (1948). 

Weinstein, Alexander: Discontinuous integrals and generalized potential theory. 
Trans. Amer. math. Soc. 63, 342—354 (1948). 


Die Arbeit eröffnet einen neuen vereinfachten Zugang zu den Weber-Schafheitlinschen 
Integralformeln (v > 0) 


© 0 furs0or=3bn 

[ lat) I, bt)d= (2a) für a=b, 

0 RETTEN ale, 
zu deren Gewinnung bisher sehr weitläufige Rechnungen nötig waren (vgl. Watson, Theory 
of Bessel functions, Cambridge 1922, 399—405). Ausgangspunkt ist das partielle Differential- 
system (p > 0) 


a 2 y’®d, FaNze 2, 
zusammen mit den Rliminationsgleichungen 
Yy(D,a + Du) + pP, =0, Ya + Yy) ap. Y,=0. 
In dem schon von Stokes und Beltrami betrachteten Falle p—=1 ist D(z, y) eine um die 
x-Achse drehsymmetrische, im gewöhnlichen Sinne harmonische Funktion, in einer Meridian- 
ebene (x, y) betrachtet. In Analogie zu den dann obwaltenden Verhältnissen heißt auch jetzt 


das zugehörige Y(x, y) Stromfunktion. Das Gegenstück zum Potential einer kreisförmigen 
Quellinie (© = 0, y= b) wird nun von der Gestalt (g =4(p— 1) > — 3) 


[0,0] 
Ge ve I KyH Ju t) dt. 
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In ähnlicher Weise läßt sich die zugehörige Stromfunktion darstellen; sie wird mehrdeutig mit 
deim Verzweigungspunkt (0, 5). Die Untersuchung ihres Grenzverhaltens bei Annäherung an 

den Verzweigungspunkt in verschiedenen Richtungen liefert nun gerade die gewünschten For- 
meln, zunächst für»—=g+1>%. Die Stromfunktion hat nämlich bei Annäherung in der 
Richtung ß (von der Richtung der negativen y-Achse aus gemessen) einen zu ß proportionalen 
Grenzwert, und indem man speziell 8 = 0, n/2, rn setzt, kommt man zum Ziel. Der Fall 
0<»<} wird anschließend gesondert behandelt. Für v —=1 ergibt sich eine ähnliche Deu- 
tung für den klassischen Dirichletschen Diskontinuitätsfaktor. — Einer Berichtigung bedarf 
‚die $. 345 unten aufgestellte Behauptung, die Differenz zwischen den beiden Integralen 

7 x 7 


an 3 
a) ji (* +sin? >) ”2 (sin &)? da und b) f (e 2. zT) Eu ar da 
0 0 


sei eine an der Stelle e = 0 reguläre Funktion. In der Tat ergibt sich nämlich schon im klassi- 
schen Falle p=1 aus a) vermöge sinaf? =1t 


1 
- 2 1 1 
9 2 ee er G )- R 2 2 
fe +2)?(1—- 2)?d 1 Be ge 218 Fe) Be), 


wenn K und X? die in der Theorie der elliptischen Integrale übliche Bedeutung haben, während 
F(x) die Gaußsche Reihe ;F, (4,3; 1; x) bezeichnet. Dagegen ist das Integral b) gleich 
N} n/2e 


EN a+yta=218 2 +0) 
(0) 


PB, Q um e = 0) konvergente Potenzreihen). Die fragliche Differenz ist also, da F(— e2) nicht 
abbricht, bei 0 nicht regulär. Demgemäß ist auch die Herleitung der für das Ganze grund- 
legenden Formel (40) S. 350 ein wenig zu modifizieren. (Anmerkung des Ref.) 

Hermann Schmidt (Braunschweig). 


Variationsrechnung: 


Cinquini, S.: Sopra l’esistenza dell’estremo in campi illimitati. Atti Accad. naz. 
Lincei, Rend., Cl. Sei. fis. mat. natur., VIII. S. 4, 675—682 (1948). 

In einer früheren Arbeit [Ann. Scuola norm. sup. Pisa 6, 191—209 (1937); 
dies. Zbl. 17, 266] hat Verf. einen Existenzsatz für das Variationsproblem 


St@ 9, Y,...,y) dr 
in einem Gebiet A® in (z, y,..., yr-D), das nur bezüglich x beschränkt ist, be- 
wiesen. Dabei wurde u.a. (a) gleichmäßig in Am |f/y®| — oo für |y | — ©, 
(b)f=>N in AR) und für alle y(”) vorausgesetzt. Nun wird durch Beispiele gezeigt, 
daß der Satz falsch wird, wenn (a) nicht gleichmäßig oder (b) nicht erfüllt ist. Sodann 
werden zwei neue Existenzsätze bewiesen, bei denen (a) ohne die Gleichmäßigkeit 
und an Stelle von (b) neue Bedingungen vorausgesetzt werden, die allerdings sehr 
kompliziert zu formulieren, aber, wie Beispiele dartun, recht allgemein sind. 
Boerner (Gießen). 


Hestenes, Magnus R.: An alternate suffieieney proof for the normal problem 
of Bolza. Trans. Amer. math. Soc. 61, 256—264 (1947). 
Verf. betrachtet folgendes Variationsproblem: 


SICH=4 0, 5.0) + Stan syn 


sollein Extremum werden. Hierbei sind die «, Konstante, die nicht von t abhängen, 
und man stellt an die zur Konkurrenz zugelassenen Kurven des Raumes (yP, . . ., Y") 
noch die Forderungen: pP (a,y,y)=0 (P=1,...,m<n), sowie die Randbe- 
dingungen yi (!) = Ti! (a), y*(t?) = T’?(a). Mit Hilfe von absolut stetigen Multi- 
. plikatoren wird die Funktion F(a, y, p, 4) = f(a, y,p) +27’ gyP(a,y,p) erklärt; 
für F werden dann die Euler-Lagrange-Gleichungen, Transversalitätsbedingung, 
sowie Clebsch-, Jacobi- und Weierstraß-Bedingungen in üblicher Weise gebildet. 
Der erste Satz des Verf. lautet dann: Wenn ein Bogen C\, mit einer geeigneten Reihe 
von Multiplikatoren die Euler-Lagrange-Gleichungen, Transversalitätsbedingung so- 
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wie die von Weierstraß und Jacobi erfüllt, so liefert C, ein Minimum. Beim 
zweiten Satz, dessen Beweis zuerst erbracht wird, ist lediglich in der Voraussetzung 
die Bedingung von Weierstraß durch die von Clebsch ersetzt worden. 
Burau (Hamburg). 

Besicovitch, A. $.: On surfaces of minimum area. Proc. Cambridge phil. Soc. 
44, 313—334 (1948). 

Let U be a closed plane Jordan region, J the boundary of U, x(w), we Ds 
a single-valued continuous function whose values are points of the three-dimensional 
euclidean space; then the continuous mappings T: z=xz(w), wEU,r: —=x(w), 
we J, are considered as defining a „parametric surface“ S and the closed continuous 
curve C boundary of 8. Let E = T (U) be the set of all the points occupied by 
S in the space, then for any point x€EE the set T!(x) is a closed subset of U; 
the components of T-1(x) are continua and their number [finite >1, or ©0] is 
called the multiplieity v»(x) of the point x. If E,CE is the subset of all the points 
xE€eE such that v(x)=i and A,E, is the 2-dimensional Hausdorff measure of 
theset#,@=1,2,..., oo),thenthe number A, is defined as follows: A,S = + © 
if A,En >0; A,S = AgE) + 2AgE, +3A,B, + if A,En = 0. The number 
A,S is thought as an „area“ for the surface S and is proved to satisfy the Kolmo- 
goroff principle and the Eilenberg inequality [For other studies on the same line see 
L.C. Young, this Zbl. 31, 292; H. Buseman, this Zbl. 29, 353]. E. J. Mickle has 
proved that A,S is not monotone, i.e. 8: z=x(w), wEeU, 8’: z=x(w), wEU’, 
U’CU, does not imply A,8' <A,S [Riv. Mat. Univ. Parma, 1, 197—206 
(1950)]. — A smoothing process is defined which reduces the so called ‚Lebesgue 
monotone deficiency‘‘, eliminates „bulges“ of the surface, does not increase A, S and 
leaves unalterated the boundary of 5 [for analogous smoothing processes see L. 
Tonelli, Ann. Scuola norm. sup. Pisa, Sci. fis. mat., II. S. 2, 89—130 (1933), this 
Zbl. 6, 118; E.J.MeShane, Trans. Amer. math. Soc. 35, 716—733 (1933), this 
Zbl. %, 119]. — Given a simple closed curve C' boundary of at least one surface S 
with 4,8 <+ 00, the problem (A) of determining a surface 8 spanning C such 
that A,S = min (Plateau problem) is studied. Let m = Inf A,S for all $ having 
the boundary C, then a convenient minimizing sequence [S,] is considered (i. e. 
A,8,—> m), the above smoothing process is applied, and a complicated limit process is 
defined which leads to a set E, with a multiplieity function v2). Through very deli- 
cate and complex reasonings which involve also previous results of the author [Quart. 
J. Math. (Oxford Ser.) 16, 92 (1945); Proc. Cambridge phil. Soc. 42, 2 (1946)] the 
following is proved: i) the measure A, defined as above for the set Z, with the 
multiplieity vyg(2) is <m; ii) the set E, and the multiplieity v,(2) correspond to 
a parametric surface S,, whose boundary is €. From here it follows A,S, = m 
and the proof of the existence of a solution of the problem (A) is obtained. The 
remarkable difficulties in the proofs are due to the fact that A,S is not a lower 
semicontinuous functional (A,S is lower semicontinuous only on surfaces $ suffi- 
ciently smooth). L. Cesarı (Lafayette/Indiana). 


Sigalov, A. G.: Die regulären Doppelintegrale der Variationsreehnung in nicht- 
parametrischer Form. Doklady Akad. Nauk SSSR, n. S. 73, 891—894 (1950) [Rus- 
sisch ]. 

Soit [= Sfr, y,2,P,q) dxdy lintegrale & rendre minima. L’A. suppose 

D 


que, pour (%,9,2)€E H — c’est-ä-dire (x,y)ED, z arbitraire — F, FF, sont 
definies et continues, 5>0, F>mi +pP®+Qy2 ip +®>Let F<M 
si p®+g° <L ou m,M,L et « sont des constantes («x >1); pour H, ferm& 
borne arbitraire C H, il existe une fonction convexe »(p,g) et des constantes 
L,,L,2; tells qe Lp<F<L,p qund &+gQ>L, (x,y,2)€ H, Etant 
donnee ® (x, y) definie et continue pour (x, y) € D’ = frontiere de D, on considere 
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les fonctions f(x, y) definies et continues pour (x, y)€E D, absolument continues 

par rapport & x (resp. y) pour presque tous les y (resp. x), egales & ®(x, y) pour 

(x, y)€ D’ et telles que Fl (p? + Jede dy < + oo. .L’A. demontre que, parmi 
D 


ces fonctions f, il en existe une qui donne & / sa valeur minima. Dufresnoy. 


Putnam, €. R.: An application of speetral theory to a singular ealeulus of 
variations problem. Amer. J. Math. 70, 780—803 (1948). 
Sia 2, la classe delle funzioni y (x), continue per 0 <x<-+ oo, tali che 


+00 
(1) 9()cosa&-+%(0)senx=0 (ove0 <a <n), (2) sy Y: (2),d —=2168, 
Ö 


e per le quali la semiretta 0 < x < + 00 puö essere decomposta, mediante i punti 
u =, Sa, 2S:.-<a,S..., con lim a, = 00, in una successione. di 
n>+% 

intervalli in ciascuno dei quali % (x) possiede derivata del primo ordine continua. — 
Considerata l’equazione differenziale lineare omogenea (3) Y’ + (A—g(&))y= 0, 
ove } & un parametro reale e q (x) & continua per 0 <x <+ ©, e supposto che 
essa, si trovi nel caso del ‚„‚Grenzpunkt“ [cio® per qualche A l’equazione (3) possiede 
almeno un integrale che soddisfa alla (2)], sia S, l’insieme dei valori di A, apparte- 
nenti allo spettro del problema di valori al contorno relativo alla (3) e alla condizione 
(1). Ciö premesso, l’A. dimostra alcuni teoremi tra i quali riportiamo i due seguenti: 
Se g(2), (O <x + <oo) € una funzione continua e inferiormente limitata, allora 
l’integrale 


+00 

Ia= | W*+ay)da 
€ non negativo per tutte le funzioni % (x) di Q,, se e soltanto se lo spettro 8, non 
contiene alcun valore negativo di 4. — Sia q (x), (d <x <-+ 00) una funzione 


continua e non negativa. Se A, (X) € il minimo valore singolare relativo al problema 

di Sturm-Liouville, considerato sull’intervallo (0, X) e determinato dall’equazione 

(3), dalla condizione (1) e dalla y (X) = 0, e se A, & il minimo punto dello spettro S,, 

allora &e lim (I) =): S. Cinquini (Pavia). 
X>+0 


Integralgleichungen. Integraltransformationen: 


e Petrovskij, I. @.: Vorlesungen über die Theorie der Integralgleiehungen. 
Moskau-Leningrad: Staatsverlag für techn. theor. Lit. 1948. 120 S., 2,45 Rubel 
[Russisch]. 

In diesem kleinen Buch gelingt es dem Verf., bei einer strengen Beschränkung 
der Stoffauswahl, die wichtigsten Sätze der Theorie klar und vollständig darzu- 
stellen. Kap. 1 (45 Seiten) ist dem Beweis der drei Fredholmschen Sätze gewidmet, 


N 
diedurch Approximationdes Kernes K (P,@) durch ausgeartete Kerne 3 9,(P)y, (2) 
vl 


‘gewonnen werden. Nebenstetigen Kernen werden auch Kerne der Form PQ”"K(P,Q), 
K stetig, betrachtet. Es folgt ein kurzes Kap. 2 (5. S.) über Volterrasche Gleichungen. 
Kap. 3 (44. S.) behandelt die Hilbert-Schmidtsche Theorie der Integralgleichungen 
mit einem symmetrischen, stetigen Kern. Stark betont ist die Analogie mit den 
endlich dimensionalen linearen Gleichungen bzw. quadratischen Formen, und An- 
‚hang 1 behandelt diese letzteren, nur um diese Analogie zu betonen. Anhang 2 
bringt die Hilbert-Schmidtsche Theorie für quadratisch integrierbare Kerne. 
@G.@. Lorentz (Toronto, Canada). 

Heins, Albert E.: A note on a singular integral equation. Proc. Cambridge 

phil. Soc. 46, 268—271 (1950). 
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In seinem Buch ‚‚Introduction to the theory of Fourier integrals“ gibt Titch- 


; A D(n)d a 
marsh die Lösung der Integralgleichung (1) D(£) es / een mittels 
{ 2 


Fouriertransformation. Diese weist noch gewisse Mängel auf. Verf. gibt einen | 


_ expliziten Ausdruck für die Lösung bei der Nebenbedingung (2) D(£) —= 0 (e°®) 
(0 <c <t). D(E) wird fortgesetzt durch die Vorschrift D(E) =0(E <O). Dem 


wird dadurch Rechnung getragen, daß in (1) auf der linken Seite eine Funktion | 


Y(E) hinzugefügt wird, welche für &>0 Null ist. Wegen (2) haben die Fourier- 
transformierten von® und Yeinen unendlichen Regularitätsstreifen —} <% (w) <—c 
gemeinsam. ® hat die Form 

BE = Act [9-1 (E) —Q-5-:()] = Bei? Ps_; (e), 
wo Q bzw. P Legendresche Funktionen zweiter, bzw. erster Art sind. Bi&=0 
liegt also nur logarithmisches Wachstum vor. Tautz (Freiburg i. Br.). 

Block, Henry David: Explieit solution of certain singular integral equations. 
Iowa State College, J. Sci. 24, 14—16 (1949). 

Kurzer Bericht ohne Beweisangabe über explizite Lösung von Integralglei- 
chungen erster und zweiter Art, sämtlich mit linearem Parameter } bei den Kernen 
e-kle=v| und |e— y| e=*!®=| in den Intervallen (0, 00) und (—%, 00) (k >0). 

[0,0] 


Die Integraltransformation ji le — ylr er*le<vlg(y)dy=L,{g(y)} läßt sich als 


00 
Linearkombination der Iterierten von L, darstellen. Eigenfunktionen von L, sind 
auch solche von Z, aber mit anderen Eigenwerten. Tautz (Freiburg i. Br.). 


Bruijn, N. G. de: On some Volterra integral equations of which all solutions 


are convergent. Proc. Akad. Wet., Amsterdam 53, 813—821; Indag. math., Amster- 
dam 12, 257—265 (1950). ' 


1 
Bei der Integralgleichung f(x) = f, K (x, t) f(«—t) dt [K im Endlichen absolut 
ö 


1 
integrabel, X (x, 1) >0, {1 K(x,t) dt = 1] kann man die Frage stellen, wann eine 
Ö 


Lösung „Konvergent‘ ist, d.h. wann lim f(x) existiert. Eine Lösung f(x) heiße 
5 C>00 


„regulär“, wenn für beliebiges a >1 aus m <f(x) SM fast überall in [a —1, a] 
die gleiche Beziehung mit demselben m, M für alle x >a folgt. Ein Kern heißt 
„stabilisierend“ (stab.), wenn für ihn jede reguläre Lösung konvergent ist. Daß 
nicht jeder Kern stabilisierend ist, wird durch Beispiele belegt. Folgende Eigen- 
schaft ist, wie Verf. beweist, hinreichend für einen stab. Kern: Es existiere eine nicht- 


& oo 
negativestetige Funktion® (x)für« >1derart,daßB $9 min (x) konvergiert; 
n=1nsesn+t2 


dann sei [K(, t)dt ZP(x) für jedes x >1 und jede meßbare Menge E des 
E 


Intervalls [0,1] von einem Maße >y, wo 0 <y <4. K(z?) ist stab.. wenn 
eine gewisse Iteration von K stab. ist. K (x,t) ist ferner stab., wenn eine nicht- 
negative und in [0, 1] absolut integrable Funktion k(t) existiert mit positivem In- 
tegralwert derart, daß K(x,t) >k(t). Tautz (Freiburg i. Br.). 

Bruwier, L. et E. Franckx: Sur Papplication d’une methode d’approximations 
successives A la resolution d’un systeme d’&quations integrales. Bull. Soc. Sei. Liege 
18, 486—497 (1949). 

Dato il sistema di equazioni integrali 


’ 


Ya) = y + a KEN...) G=1,%...,n) 


| 
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- gli AA. definiscono una successione di sistemi y” (x), ... ., y% (x) di funzioni mediante 
le relazioni ricorrenti, che si ottengono sostituendo alle y,(x) al primo membro le 


Yyı(2),...,9, (2) e al secondo membro un sistema ykim REN ykem(), dove 
gli indiei kl,,:.., kim sono assoggettati alla sola condizione di essere tutti minori 
_ di m. Si ottiene cosi una estensione dell’ordinario metodo delle ADD OiazloRı 
successive, al quale ci si ridurrä in particolare, quando tutti gli indiei kKl,,..., Kin 
sono uguali a m —1, esidetermina una condizione per tali indici, atta ad assicurare 
che continuino a sussistere i risultati classici relativi a questo caso particolare, anche 
quando si usi il procedimento generale considerato. @G. Cimmino (Bologna). 


Bellman, Richard: A note on the summability of formal solutions of linear 
integral equations. Duke math. J. 17, 53—55 (1950). 

Durch die Anwendung der Euler-Knopp-Summierung auf die Neumannsche 
Reihe einer Fredholmschen Integralgleichung y=f-+A$!y ergibt sich ein neues 
Iterationsverfahren zur Berechnung von y, welches nach G. Wiarda und H. Bück- 
ner im allgemeinen zu einer Vergrößerung des A-Konvergenzbereiches gegenüber 
der klassischen Iteration führt. Verf. fügt diesem Ergebnis das folgende allgemeine 
Theorem hinzu: Wenn $ eine reguläre Summierungsmethode ist, die für die Reihe 
1+z+22+:-- die Summe 1/(1—z) für eine gewisse Punktmenge R der kom- 
plexen Ebene liefert, wenn $t ein symmetrischer Integraloperator mit stetigem und 
reellem Kern ist, wenn / kein Eigenwert ist und in einer durch R bestimmten Punkt- 
menge T liegt, dann liefert die Methode $, auf die Neumannsche Reihe angewendet, 
die Lösung der Integralgleichung. — Verf. kündigt an, daß er das Theorem auch 
auf unsymmetrische Kerne ausdehnen könne. Hans Bückner (Minden). 


Heins, Albert E: Systems of Wiener-Hopf integral equations and their appli- 
eation to some boundary value probiems in eleetromagnetie theory. Proc. Symposia 
appl. Math., Nr. 2 (Massachusetts Institute of Technology July 29—31, 1948. 
Electromagnetic theory.), 76—81 (1950). 

Gemischte Randwertprobleme, wie sie Verf. früher behandelt hat (dies. Zbl. 
31, 138; 33, 140), führen auf Systeme von Wiener-Hopfschen Integralgleichungen 
vom Typ 


I Eue- a) Ne > VL, 50) 

i=1 
für die unbekannten Me, E,(&). Durch Fourier-Transformation gewinnt 
man k(w) Ak) (w) mit bekannten Matrizen k (w) und f(w); f(w) und 


e (w) sind in I REM nie ) ist in einer oberen Halbebene der komplexen w-Ebene 
regulär. Alle diese Matrizen einschließlich k (w) haben einen gemeinsamen Regulari- 
tätsstreifen parallel zur reellen w-Achse. Die Auflösung nach den Unbekannten 
e (w) und d(w) wird für den Fall skizziert, daß k (w) = exp [l; (w) + I_ (w)], wobei 
s- (w) vertauschbare, in einer oberen bzw. unteren Halbebene reguläre Matrizen 


lind. J. Meixner (Aachen). 


h Weissinger, Johannes: Über Integrodifferentialgleichungen vom Typ der 
Prandtlschen Tragflügelgleiehung. Math. Nachr., Berlin 3, 316—326 (1950). 
Zur Bestimmung einer Näherungslösung der PrandtIschen Tragflügelgleichung 


: ei für G(y) wurde von Multhopp die Lö- 


sung @(®) (y= cos) als trigonometrisches Interpolationspolynom y (9) in m 
bestimmten Punkten 9, angesetzt, das (1) in diesen Punkten befriedigt; die Näher- 
“ rungswerte y (d,) =y, bestimmen sich aus einem linearen Gleichungssystem. Verf. 
beweist nun die (bisher nicht behandelte) Konvergenz der durch dieses Verfahren 
erhaltenen Näherungspolynome gegen die strenge Lösung und zeigt demgemäß, daß 
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lim » =@(®,) gilt. Dies gelingt unter der Annahme, daß die gegebenen Funk- 


M—> 0 > 
sind 


15) und «(d) für 0<9 <r stetig und stückweise glatt sind. — 


tionen 


Weiterhin wird gezeigt, daß die vom Verf. gelegentlich einer Verallgemeinerung der 


Prandtischen Theorie an anderer Stelle [Math. Nachr., Berlin 2, 46—106 (1949)] 
erhaltene erweiterte Integro-Differentialgleichung 


+1 ; RE 
al N 
(2) “(y)=5, N Kynem)an+z | an 
El, = 
[K (y, n) gegebene, L (y) enthaltende und für y = n singuläre Funktion] stets eine 
sind 


Lösung besitzt, vorausgesetzt, daß 1206) (9) und K(y,n) (für y=+n) stetig 


und stückweise stetig differenzierbar sind. Der Beweis gelingt, im Hinblick auf die 
Äquivalenz von (2) mit einer Fredholmschen Integralgleichung, durch den Nachweis, 
daß die rechte Seite von (2) ein positiv-definiter Operator über @ ist. Schließlich 
wird noch ein auf (2) zugeschnittenes ‚„‚Multhopp‘-verfahren geschildert und dessen 
Konvergenz nachgewiesen. Maruhn (Dresden). 


e Sneddon, Ian N.: Fourier transforms. New York: McGraw-Hill Book Com- 
pany, Inc., 1950. 

e Denis-Papin, M. et A. Kaufmann : Cours de ealeul operationnel. (Trans- 
formation de Laplace.) Preface par F. Eselangon. (Bibliotheque de l’Ingenieur- 
Electricien-Me&canicien. Cours de Math&matiques superieures appliquees.) Paris: 
Michel 1950. 237 p., 1200 fr. 


Es ist bezeichnend für die Bedeutung, die der Methode der Laplace-Transformation all- 


mählich auch in Frankreich beigemessen wird (wo sie bis vor einiger Zeit imGegensatz zu den 
angelsächsischen Ländern sehr vernachlässigt wurde), daß das erste einer neuen Reihe von Lehr- 
büchern über Höhere Mathematik für Ingenieure der Laplace-Transformation gewidmet ist. 
Es will zu seinem Teil dazu beitragen, die alten symbolischen Methoden durch die moderne 
Theorie der Funktionaltransformationen zu ersetzen. Obwohl sie völlig in der Luft hingen 
und oft in die Irre führten, hatten die symbolischen Methoden das Verführerische, daß man 
nach Erlernung gewisser Regeln viele schwierige Probleme außerordentlich einfach und elegant 
lösen konnte. Bei der Methode der Laplace-Transformation kann man sich von jedem Schritt 
Rechenschaft ablegen, aber sie birgt eine ähnliche Verführung in sich: Viele Zusammenhänge 
sehen formal sehr einfach aus, sind aber in Wahrheit von der Gültigkeit gewisser Bedingungen 
abhängig, die kompliziert und in den Anwendungen oft schwierig zu verifizieren sind. Es be- 
steht auch hier die Gefahr, daß der Benutzer sich von diesem scheinbar mühelosen Funktio- 
nieren dazu hinreißen läßt, die Brücken, die er bei der Lösung zu überschreiten hat, gerade so 
sorglos wie im Symbolismus zu betreten, ohne sie auf ihre Tragfähigkeit zu prüfen. Wenn der 
Ingenieur auch nicht alles bis ins Letzte klären kann und oftmals etwas riskieren muß, so 
sollte er doch in der Lage sein, sich darüber Rechenschaft abzulegen, welche von seinen Schritten 
sicher fundiert sind und welche nicht. Will ein Lehrbuch den Praktiker zu solcher kritischen 
Einstellung befähigen, so darf es ihm nicht nur formale Ableitungen vorsetzen, die ihm ein 
unberechtigtes Gefühl völliger Sicherheit vorgaukeln, sondern es muß Sätze bringen, die ent- 
weder (eventuell unter hinreichend eingeschränkten Bedingungen) wirklich bewiesen werden, 
oder für die wenigstens in anderen ernst zu nehmenden Büchern Beweise nachgewiesen werden 
können. Die Verff. des vorliegenden Buches haben sich diese Prinzipien nicht zu eigen gemacht. 
Überall, wo die Beweise transzendente Operationen verlangen, wird nur formal gerechnet, also 
z. B. jede Reihe gliedweise differenziert und integriert, das komplexe Umkehrintegral ohne 
Vorsichtsmaßnahmen in Anwendung gebracht und durch Residuenkalkül ausgewertet usw. 
Zu dieser unkritischen Einstellung gehört auch die oftmalige Verwechslung von „notwendig“ 
und „hinreichend“, so z. B. bei der Frage, in welchem Sinn die Umkehrung der Transformation 
eindeutig ist, oder bei der Konvergenz des Laplace-Integrals, für die die absolute Konvergenz 
als notwendig ausgegeben wird. Auch findet sich kein Wort darüber, daß die Transformierte 
immer in einer Halbebene existiert und analytisch ist, obwohl davon beim komplexen Umkehr- 
integral Gebrauch gemacht wird. Hinsichtlich der Strenge steht daher das Buch auf sehr schwa- 
chen Füßen. Seine Stärke liegt darin, daß es den Leser mit einer Fülle von hübschen Beispielen 
bekannt macht, die nicht, wie meist üblich, nur der Elektrotechnik, sondern auch der Mechanik 
entnommen sind und ein farbiges Bild von der vielseitigen Anwendbarkeit der Methode bieten. 
Mit graphischen Darstellungen, die zur Erhöhung der Anschaulichkeit beitragen, ist nicht ge- 
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‚spart. Eine sehr reichhaltige Tabelle von korrespondierenden Funktionen, die nach den Trans- 
 formierten geordnet und nach der praktischen Verwendbarkeit ausgewählt sind, wird dem Be- 
_ nutzer die Anwendung auf andere praktische Probleme erleichtern. Zu bedauern ist, daß die 
Verff. es durch allerlei Äußerlichkeiten dem Leser erschweren, Anschluß an diejenige Literatur 
zu gewinnen, die ihn weiterbringen könnte. So benutzen sie statt der eigentlichen Laplace- 
Transformation f(p) = X {F} die mit p multiplizierte (ein Relikt aus der Zeit des Symbolis- 
mus), obwohl sie selbst S. 144 angeben, daß die Verwendung von £ Vorteile bietet und einfachere 
Formeln liefert, und daß die Societe Frangaise des Blectriciens sich bereits 1944 für Q entschieden 
hat. Ferner bezeichnen sie die Originalfunktionen mit kleinen und die Bildfunktionen mit ent- 
sprechenden großen Buchstaben, also gerade umgekehrt zu der vom Ref. eingeführten und von 
anderen Autoren, z. B. Churchill adoptierten Nomenklatur. Die historischen Angaben über 
die Begründung des Operatorenkalküls durch die Laplace-Transformation enthalten eine Reihe 
von Unrichtigkeiten, die auch sonst in der französischen Literatur über diesen Gegenstand vor- 
kommen und die sich hätten vermeiden lassen, wenn die Verff. auf die Quellen zurückgegangen 
wären, - Doetsch (Freiburg i. Br.). 


San Juan, Ricardo : Caracterisation de la transformation de Laplace par la 
loi de eomposition appelee regle de la „Faltung“. Portugaliae Math. 9, 177—184 
(1950). 


oo 
„Die Laplace-Transformation f(z) = i) p(t) et? dt ist die einzige distributive 


-# 0 
Funktionaltransformation f=X(p), die folgende Bedingungen erfüllt: 1. Sie ist 
indem Raum der Funktionen g (t) definiert, für die e”! p(t) in (0, ©o) summierbar ist. 
Die Bildfunktion f(z) ist in einer offenen Menge der komplexen Ebene definiert. 


2. &(p) ist beschränkt: |%(p)| <M/f Ip(t)|e”* dt. 3. 2(@) erfüllt das Faltungs- 
ö 


t 
gesetz: Llpxp)=L(p) Lg) mit 9x9, al o(d)yı(t—O)dd. A. Es ist 


&(1) = 1/z. — Der Beweis erfolgt auf dem Weg über den Satz von Steinhaus 
über die Darstellung eines im Raum der in (0, 1) summierharen Funktionen defi- 
nierten linearen Funktionals vermittels eines Integrals, der wegen 


[6) 1 
$ yolt)etd= A y(x)de mit y(x) = Y(—-logx) 
ö ö 
oo 
anwendbar ist. Die Behauptung des Verf., f p(t) er! dt könne existieren, ohne daß 
Ö 


1 
MY y(x) dx existiert, ist natürlich unzutreffend ; das dafür gegebene Beispiel beruht 
ö 


auf einer irrtümlichen Ausrechnung der Funktion y(x). Doetsch (Freiburg i. Br.). 


Lebedev, N. N.: Der Parsevalsche Satz für Mehler-Foksche Integraltransforma- 
tionen. Doklady Akad. Nauk SSSR, n. S. 68, 445—448 (1949) [Russisch ]. 
Sei p(z,r) = (rthar)! P_,;;.(x), wo P die Legrendresche Kugelfunktion 
oo 


bedeutet. Es ist bekannt, daß @(r) = f PICAB AG AR IRA f G(r) p(x,r) dr 
i 


2 0 r 

(angenommen, daß die Integrale konvergieren) [F. G. Mehler, Math. Ann. 18, 
161—194 (1881); B. A. Fok, Doklady Akad. Nauk SSSR, n. S. 39 (1943)]. Verf. 
beweist: Wenn g(x) z=3log(1 + x)EL(1,00) und g(x)€EL?(1,00) (wenn alle 


oo oo 


Integrale konvergieren), dann gilt f Gr) de— IR g(z)?dx. Die Beweismethode 
- Ö n 
ist ähnlich einem früheren Beweis von Verf. [dies. Zbl. 33, 281]. Gal. 


Goodspeed, F. M.: The relation between functions satisfying a certain integral 
“ equation and general Watson transforms. Canadian J. Math. 2, 223—237 (1950). 


BE er ir „a | 
= % > - RL Er Sr a . 
270 on ei 


Si considerano le funzioni F(x)€ L?(0,00) che verificano per ogni u >0 
l’equazione 


(1) EEE 


oo = EEE, 
Posto: f(s) - | Fe) 2-1de, GQ,(x)—= lim Vz/ ern. 
u>0 
fi) 0 x ER 
si dimostra che: f(s)f1—-s)=r/senns; G,(x)/« &unnucleo di Watson, cioe | 


G, (x)/x € L? (0, 0), e le relazioni 
a? Gay). a7 CHE) AL HG 
„Aw R-By JEW, WAR 


sono l’una conseguenza dell’altra per ogni A (x)E L? (0,00). — Questi risultati 
vengono poi estesi considerando: 1. equazioni piü generali della (1); 2. ’equazione 


oo 
f F(x) H (us) de = per due diverse funzioni F(x), H (x). C. Miranda. 
0) 

Berge, Claude: Sur un nouveau caleul symbolique et ses applieations. J. 
Math. pur. appl., Paris, IX. S. 29, 245—274 (1950). 

Die dem Kalkül zugrunde liegende Funktionaltransformation ordnet einer zum 
mindesten für ganzzahlige t=n definierten Funktion @(t) die Potenzreihe 


oo 
1a) = > m x” zu. Da der Originalfunktion 9(n + 1) die Bildfunktion f(x) 
n"=0 % 
entspricht, wird eine Differenzengleichung mit konstanten Koeffizienten auf eine 
Differentialgleichung abgebildet. Umgekehrt entspricht einer Differentialgleichung | 
mit Polynomen als Koeffizienten eine Differenzengleichung im Originalbereich, weil 
zu xf (x) die Originalfunktion no (n) gehört. [Anm.d. Ref.: Die gleichen Zusammen- 
hänge zwischen Differential-und Differenzengleichungen wurden bereitsvonLaplace | 
auf Grund der Transformation f(x) = NY p(n) x" und in neuerer Zeit von W.M. 


Stone (dies. Zbl. 29, 218) vermittels der Transformation f(x) = >: Fin) betrachtet.] 


gmrı 


Verf. führt dann eine weitere Transformation ein, die dadurch entsteht, daß man | 
erst auf 9 (nr) die obige Transformation und dann auf f(x) die Laplace-Transformation 


R 
F(p)=p f e-»® f(x) d« anwendet. Hierbei entspricht z. B. der Originalfunktion | 
ö 


p(n + 1) die Bildfunktion p(F(p) —Y(0)), so daß Differenzengleichungen auf ge- | 
wöhnliche algebraische abgebildet werden (so wie der übliche symbolische Kalkül, | 
d. h. die Laplace-Transformation, Differentialgleichungen auf algebraische ab- | 


bildet). Da der Binomialkoeffizient( ”, ) das einfache Abbild ea" besitzt, er- | 


geben sich gewisse Summenformeln der Kombinatorik sowie Formeln aus der Theorie 
der Cesäroschen Summationsmethode auf übersichtliche Weise. Als weitere An- 'f 
wendung werden die Legendreschen Polynome auf Grund ihrer Rekursionsgleichung 
studiert. — Ein Teil der Beweise hat nur formalen Charakter und legt keine Gültig- 
keitsgrenzen fest. Doetsch (Freiburg i. Br.). 


Funktionalanalysis. Abstrakte Räume: 


Garavaldi, Orestina: Per lo studio degli spazi generalizzati. Archimede, Fi- 
renze 2, 191—200 (1950). 


Kelley, J. L.: Convergence in topology. Duke math. J. 17, 277—283 (1950). 
This note deals with convergence in the sense of Moore-Smith and aims at 


eo. 
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simplifying certain results of G. Birkhoff and Tukey as well as proposing some 


_ extension by means of the notion of subnet. The definition of a net is essentially 


the same as that given by Tukey, namely a function S,, x€ A, whose domain is 
an ordered, archimedean set of indices, A, and whose range consists of subsets of 


. a set. A subnet is obtained by defining the domain of 8 to be a certain subset of A. 


Two applications are made of this theory, one to convergence classes and conver- 

gence topology, the other, to compact sets. — The theory of nets and subnets runs, 

on the whole, parallel to the theory of filters developped in Bourbaki, Topologie 

generale, I, $10, (Actual. sci. industr. Nr. 858, Paris 1940; this Zbl. 26, 431) but: 
seems to be more complicated, not being in any manner more powerful. — Theorem 

27, about the unit sphere in the dual of a Banach space being weakly compact, 

has been proved by Bourbaki [see O.r. Acad. Sei., Paris 206, 1701—1704 (1938); 

this Zbl. 19, 123] and Dieudonn& [Ann. sci. Ecole norm. sup., III. S. 59, 107—139 

(1942), p. 128; this Zbl. 27, 321]. ©. Racıne (Madras). 


Ramaswami, V.: Normed algebras, isomorphism and the assoeiative postulate. 
J. Indian math. Soc., Madras, n. S. 14, 47—-64 (1950). 

Ce travail donne des conditions aussi peu restrietives que possible pour qu’un 
espa’te vectoriel sur le corps des nombres reels (ou complexes), muni d’une fonction- 
nelle & proprietes voisines de celles d’une norme, et d’une multiplication aussi peu 
associative et continue que possible, soit isomorphe au corps des r&els, des complexes 
ou des quaternions. Riss (Nancy). 


Menger, Karl: Generalized veetor spaces. I. The strueture of finite-dimen- 
sional spaces. Canadian J. Math. 1, 94—104 (1949). 

V designe unespace vectorielabstraitde dimension >1. Le vecteur nulest designe 
par o. La topologie utilisee est la topologie naturelle definie ainsi: Un vecteur v 
est interieur & un ensemble S de V si pour tout plan P contenant v, v est dans ? 
interieur & PS. L’espace V est pourvu d’une metrique de Minkowski generalisee, 
c’est-ä-dire qu’& tout vecteur v est attache un nombre reel |v|, la norme generalisee 
de v, satisfaisant & 

(«>0)> (av) =oa|vo) et vo +w| <|v| + |w). 

Un vecteur vest dit positif, negatif ou nul suivant que sa norme est positive, 
negative ou nulle, degenere s’il est +oet |v| = |—v| =0. V est appele defini 
si tout vecteur except& o est positif, semi-d6fini s’il n’est pas defini mais aucun 
vector n’est negatif et au moins un est positif, inde&fini s’il contient & la fois des 
vecteurs positifs et des vecteurs negatifs, degener6 s’il contient au moins un vec- 
teur degenere, totalement degenere& si outre o il ne comprend que des vecteurs 
degeneres. L’espace constitue par l’unique vecteur 0 est represente par O*, ’ensemble 
des vecteurs degeneres et de o par V,. Th. 1 V est la somme de V „ espace totale- 
ment degenere, et d’un sous-espace non degenere V’. Ce dernier peut &tre choisi 
de maniere que V’ et V,soient ind&pendants & moins que V soit totalement dögenere 
(V’ = 0*) ou non degenere (V, = 0*). Th.2 Si V est non degenere et non defini, 
l’ensemble des vecteurs non positifs est un cöne ferm& convexe propre (c’est-a-dire 


. ne contenant aucune droite). Si V est inde&fini, l’ensemble des vecteurs negatifs et de 


0 est un cöne ouvert convexe propre dont la frontiere est l’ensemble des vecteurs nuls. 
Th.3 Si V est de dimension finie, non degener6 et non defini, il est la somme d’un 
sous-espace de&fini et de la droite support d’un vecteur quelconque v’ non positif et #0. 
L’article termine sur une classification des espaces V de dimension finie n: Espaces 
non degeneres de type defini ou elliptique, semi-defini ou parabolique, indefini ou 
hyperbolique. Espaces degeneres dont le rang est defini comme = n— dim V,. 
Les d&monstrations sont de nature algebrique;; celledu Th. 3, plutöt lourde, fait inter- 


“ venir une mötrique euclidienne. [Remarques du Ref. — Envisag6s du point de vue 


g6om6trique en faisant intervenir la figurative F et le cöne positif d’etalonnage P dans 
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V x droite numerique (Pauc, Actual. sci. industr. Nr. 885, Paris 1941, p. 38—39; 
ce Zbl. 27, 105), les Th. 1, 2, 3 expriment des proprietes de cönes convexes, essen- 
tiellement connues dans le cas oü V est de dimension finie. La trace T 
de P sur V est l’ensemble des vecteurs non-positifs, la trace A de F sur V est l’ensemble 
des vecteurs nuls. P est convexe et ferm& de frontiere A. V, est la variete lin&aire 
maximale contenue dans A engendree par les droites de A (Bonnesen et Fenchel, 
Theorie der konvexen Körper, Berlin 1934, p. 20; ce Zbl. 8, 77). Si V,=0, Test 
proprement convexe et admet par cons&equent un hyperplan bornant qui est un 
sous-espace defini (Pauc, loc. eit., p. 45).] Chr. Pauc (le Cap). 

Blumenthal, Leonhard M.: Generalized euclidean space in terms of a quasi 
inner produet. Amer. J. Math. 72, 686—698 (1950). 

X denotes an abstract set. To each pair of elements x, y of Z’is attached areal 


number (x, y), called quasi inner product. If x,,..., x, are points (or vectors) 
of &,G@(&,,. . ., %„) represents the Gram determinant 3), 7 120: 
B(&,...,%,) the symmetrie determinant obtained by bordering G@(2%,,.:.,%,) 


with a row and column of 1’s with intersection element 0. Postulates. (Q,) 
SYy)=u9: Q)R)>2G Als d)d- 3 Y)=-HYM)>R=Y); (8) 
eay)>25; SAY) -)>lmy,)>20); SR) = N) 
(C(x, y,2,t) >0); (E,) There exists at least one element 6 of X such that (6, x) — 0 
for each element x of &; (E,) For each x of & and each real number A there exists 
at least one element y of & such that G(x,y) =0and (%,y) =A:(%, x); (E,) U 
G(x, 2) # 0, there exists at least one element ysuch that B(x, y,2) =@(x, y,2) = 0 
and G(z,y) =@(y,z). Main Theorem. If the above listed postulates are satis- 
fied, Z'is a generalized euclidean space (or Hilbertian space). Sketch ofthe proof. 
For == and any real number /,y=4- x is defined by the two properties: 
(2,y) =A'(x,x) and @(z,y) =0. To each two elements x, y is attached the 


number = = [(x, 2) + (y, y)— 2(x, y)® as distance. The norm ||| of x is | 


defined as =x6. If x = z, an element y of Z is an algebraie middle element of x 
and-2 provided (a) @ (2,2) +0,2,y,2 satisfy B(&, y,2) = @(2, 9,2) — 07 and 
Ge y)=Aly,2) or ib) Hz) =0 andy = [Ar AA] mherezr 
(with the roles of x and z reversed in the two immediately preceding equalities in 
case =). The sum of x and z is defined as = 2 (algebraie middle element). 
):xzand © -+-z existe and are unique. The axioms for a normed linear space are 
fulfilled. (x, y) is an inner product and ||x|| = (x, x). The concluding section 
of the paper is concerned with the congruent and vectorial application of & onto 
euclidean and Hilbert spaces yielding the following metrie caracterizations: 2 is 
congruent with Hilbert space provided it is separable, complete, and for each positive 
integer k a subset x%,,...,2, of 2 exists with G(2,,..., 2.) #0. % is congruent 
with the n-dimensional euclidean space provided it is complete, and n is the smallest 
positive integer such that each n + 1 elements of Z'have a vanishing determinant @. 
Chr. Pauc (Cape Town). 

Sreenivasan, T. K.: Some properties of distance funetions. J. Indian math. 
Soc., n. 8. 11, 38—43 (1947). 

(I) Es sei R eine Punktmenge und d(x, y) eine reelle Funktion n RxR 
mit (1) d(ix, x) = 0, (2) d(x,y) >0 für 2=+y, (8) dx, y) = d(y, x), (4) d(z, y) < 
d(x,2) + d(z, y). Dann heiße d(x, y) eine Metrik (über R); gilt statt (1)—(4) 
nur (1), (3), (4) für alle x, y, so heißt d(x, y) Quasimetrik. Satz. Ist F (£) eine reelle 
(nicht negative) Funktion der reellen Veränderlichen &>0, so ist für jede Metrik 
d(x, y) auch F(d(x, y)) eine Metrik genau dann, wenn (a) F(0) = 0, (b),-ZUSISO 
für 2>0, (0) 6) SEO) TFA een sure 
(A) Jede wachsende konkave Funktion mit F(0) = 0; (B) Mit F (£) und @(£) genügt 
auch F(@(£)) den Bedingungen (a)—(c) des Satzes. — (II) Es sei v der Vektor- 
verband aller Folgen & = {a,}, ß = {b,} usw. aus reellen Zahlen a, bzw. b, usw., 


| 


se 


* 


erklärt gemäß «= gleichwertig mit a,—b, für allen, «+ß={a, +b,}, 
c&={ca,,&=0bei a,„=0 fürallen, «x <Pß bei a,<b, für alle n. Wir be- 
zeichnen (x, y) — {d,(x, y)} als Vektormetrik, wenn die [für ö(x, y) sinnvollen] 
Bedingungen (1)—(4) (statt für d) für ö gelten. Es ist ö(z, y) eine Vektormetrik 
genau dann, wenn die d,(x,y) Quasimetriken sind und wenn d,(x,y) = 0 für 

alle n nur, falls & = y. Genügt F(£) den Bedingungen (a)—(e) in I., so ist mit 
ö(z, y) auch F(ö(z, y)) = {F(d,(x, y))} eine Vektormetrik. Ist ö(x, y) Vektor- 
metrik, so ist d(x, y) = 22”d,(x,y)-(1+d,(z, y))"! eine Metrik, die in R die 
gleiche Topologie induziert, wie ö(x, 4). — (III) Genügt f(x, y) den Bedingungen (1) 
und (3), evtl. auch (2), aber nicht (4), so bezeichnen wir als Distanzindex o von f 


das Infimum aller £, für die (f(x, y))'/® auch (4) genügt. Der Distanzindex einer 


u hr 


(1)—(3) genügenden Vektorfunktion ist gleich dem Supremum der Distanzindizes 
ihrer Komponenten. Wegen weiterer Beispiele und Bemerkungen sei auf die Arbeit 
selbst verwiesen. Haupt (Erlangen). 


Jerison, Meyer: The space of bounded maps into a Banach space. Ann. Math., 
Princeton, II. S. 52, 309—327 (1950). 


A mapping of a Banach space (B-space) into another is said to define an equivalence if 
it is one-to-one, linear, continuous, and if it preserves the norm. M. H. Stone, generalizing a 
tbeorem of S. Banach, proved that if X and Y are two compact spaces and R denotes the 
space of the real numbers, the equivalence of RX and RY implies that X and Y are homeo- 
morphic. The author has succeeded in extending this theorem to the case of equivalent spaces of 
bounded maps BX and BF, where B is a Banach space. But, as he shows on an example, no 
extension can be obtained without imposing some restrictive conditions on B. — The method 
followed is inspired by Eilenberg’s proof of the Banach-Stone theorem. Its main idea is to 
„recover‘“ the space X from BX by means of a homeomorphism between X and the space of 
the maximal convex subsets of the unit sphere in BX. These maximal convex subsets deter- 
mine maximal convex subsets of BX, already studied by S. B. Myers and called by him T7-sets. 
Intheir turn, the T-setsof BX may be determined by certain T-setsin B and a point of X. The author 
introduces the following notion: two T-sets are ‚„discrepant‘‘ when either their intersection, or 
the intersection of each one with a third T-set, is empty. This notion allows him to characte- 
rize a class of B-spaces for which the Banach Stone theorem holds: they are those in which any 
two T-sets are discrepant. — Now if the B-space B satisfies this condition, it is easy to define 
an equivalence relation distributing the T7'-sets of BX into classes which may be made into a 
topological space D by defining the closed sets of the topology. Then (theorems 5.1 and 5.2) 
the author proves that anequivalence between BX and BF implies an homeomorphism between 
X and Y, because both these spaces are homeomorphiec with D. The condition imposed on B 
is, of course, only a sufficient condition. A still more restrietive condition imposed on B, namely 
that of being strietly convex, enables the author to obtain an explieit formula for the equivalent 
mapping of Bx into Br when the homeomorphie mapping of X onto Y is given. The method 
is an adaptation of one due to Eilenbergin the paper already mentioned. — The author shows 
that, when B is strietly convex, it is possible to recover not only X but also B from Bx. He 
shows also that, provided some other conditions are imposed, which are rather complicated, 
if two B-spaces, E and B, are given, B being strietly convex, a completely regular space X may 
be constructed in such a manner that E is equivalent to a closed linear subspace of BX. — When 
Bis the space of the real numbers, R, if Y is completely regular, and X is its compactification, 
it has been shown that RF may be extended to RX so that the case of a compact space X implies 
that of a completely regular space Y. The author shows on anexample that such an extension 
is in general impossible when B is an infinite dimensional B-space. — Under lemma 2.1, the 
author proves a necessary and sufficient condition that alinear space may be normed. This result 
with an almost identical proof, is due to A. Kolmogoroff [Studia math., 5, 29—33 (1934); 
this Zbl. 10, 182] and not to Minkowski. C©. Racine (Madras). 


Srejder, Ju. A.: Die Struktur der maximalen Ideale in Ringen von Maßen mit 
Faltung. Mat. Sbornik, n. S. 27 (69), 297—318 (1950) [Russisch]. 


Soient G un groupe abelien topologique separable, et P l’ensemble des mesures (complexes) 
de masse totale finie definies sur G, pour lesquelles les ensembles boreliens sont mesurables 
(dans 1a pratique, il s’agit naturellement de mesures de Radon sur un groupe localement compact); 
P est &videmment un espace de Banach et m&me, du fait que @ est un groupe abelien, une 
alg&bre commutative avec unite, le produit de deux mesures etant le produit de composition. 
Le but de lI’A. est de determiner tous les id&aux maximaux de P. Pour cela, I’A. introduit la 
notion de „fonction generalisee‘‘; c’est une fonction f,(f) d’un element o de P et d’un element 
t€ G qui, pour o donnee, est mesurable relativement & o et qui, pour o’ absolument continue par 
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rapport & o, verifie f(t) = fo’ (t) o-presque partout; cette notion permet de determiner le duale 


de P’espace de Banach P: toute forme lineaire continue sur P est du type 0 — N fs (t) do(t) ot 
la fonction generalisee f est assujettie a verifier sup vrai max Ifo(t)| < + ©o [demonstration: 
co t 


on considere d’abord la forme lineaire donnee Z sur le sous-espace de P forme par les mesures 
absolument continues par rapport & 0; ce sous-espace est isomorphe & L1(G; o), donc son dual 
s’identifieä L%(G; co), d’ot f,(t)]. Ceei fait, on dit qu’une fonction generalisee x, (t) estun carac- 
tere generalise de@sil’on a xt) Xo(8) = Xs(t + 5) o presque partout sur G@xG,etsix,(t) est 
bornee. On obtient alors tout ideal maximal de P en considerant les o telles que f Xs(t) do(t) = 0 
pourun caractere generalise donne. [Demonstration: toutrevient &exprimer que la forme lineaire 
[x do(t) est multiplicative sur P, ie.si o=Axu, que l’on a Ink Y(S) * Xu() dA(s) du(t) 
— [xs(u) do(u); or on verifie aisement que le second menbre vaut ni YXos(s +) dA(s) du(t); 
maintenant, du fait que x,(£) ne change pas si l’on remplace v par une mesure alsolument con- 
tinue par rapport & v, on deduit des relations preeedentes que x.(8 +8) = %,(8) xu(t) Presque 
partout sur GE x @ par rapport & la mesure produit 4 x u; si maintenant v est une mesure quel- 
conque, on applique la propriete precedente en prenant A= u = exp (v), l’exponentielle etant 
definie dans P par son developpement en serie; comme les mesures A et A%A sont equivalentes, 
il vient 4,(s +) = x; (8) x,(t), et comme » est absolument continue par rapport & exp (v) (au 
moins lorsque » est positive), il vient a fortiori (8 + = x%,(s) (b) pour toute » positive 
done aussi pour v» EP quelconque.] L’A. montre ensuite que, dans le cas ou @ est le groupe 
additif des nombres reels [cas dans lequel des id&aux non triviaux de P avajent deja ete deter- 
mines: cf. Gel’fand,Raikovet Silov, Uspechi mat. Nauk, 1, Nr. 2, 48—146 (1946)] sa construc- 
tion donne d’autres ideaux que ceux qu’on connaissait d&ja; sil’onintroduitsur P l’involution habi- 
tuelle u —%, on constate de plus que cette involution ne conserve pas chaque ideal maximal 
(ie. P n’est pas symetrique ausens de Raikov). De la resulte immediatement que, malgre ce qu’on 
+00 
pourrait croire & priori, les caracteres „triviaux‘“ de P, de la forme u — ehren. 
—00 
ne sont pas partout denses dans l’espace de tous les caracteres de P. On deduit de la l’existence 
sur la droite de fonctions f(t) possedant les proprietes suivantes: 1. f(l) > 0, inf ft) > 0; 
t 


2. fest transformee de Fourier d’une mesure bornee (ie: fest combinaison lineaire de fonctions 
continues de type positif); 3. 1/f(t) n’est pas transformee de Fourier d’une mesure bornee; 
autrement dit, le theoreme bien connu de Wiener sur les series de Fourier absolument conver- 
gentes ne s’etend pas aux integrales de Fourier; I’A., qui attribue le resultat precedent & 
Wiener et Pitt [Duke math. J. 4, 420—430 (1938); ce Zbl. 19, 168] assure que la demon- 
stration de ces auteurs est inexacte. R.Godement (Nancy). 

Gel’fand, I. M.: Sphärische Funktionen auf symmetrischen Riemannschen 
Räumen. Doklady Akad. Nauk SSSR, n. S. 70, 5—8 (1950) [Russisch]. 

Soit G un groupe de Lie connexe muni d’une involution dont les points fixes forment un 
sous-groupe compact H de G; l’espace homogene G@/H = X est alors un espace de Riemann 
symetrique. Le but de cette note est d’etudier les fontions definies sur X qui sont invariantes 
par les ‚„rotations‘‘ autour de l’origine, ou, ce qui revient au m&me, les fonctions definies sur @ 
et constantes sur les classes bilateres modulo 7. Parmi ces fonctions, celles qui sont sommables 
sur @ forment, dans l’algebre L1 de @, une sous-algebre R; l’A. annonce tout d’abord que celle-ci 
est commutative, d’ou resulte que tout homomorphisme de R sur le corps complexe peut 


s’ecrire, et d’une seule facon, sous la forme >] f(g) p(g)dg ou g(g) est elle aussi constante 
sur les classes bilatöres modulo @; si un tel homomorphisme est compatible avec l’involution 
fg) —F (9) (ce qui n’est pas toujours le cas), alors @ est de type positif (done continue) et au 
surplus el&mentaire, ie. associee & une representation unitaire irreductible de G; on deduit de 
la et du theor&me de Bochner „abstrait‘“ que toute fonction continue de type positif sur @, bi- 
invariante par H, s’exprime comme „somme continue‘ de fonctions el&mentaires du m&me 
genre; ce resultat peut naturellement s’interpreter autrement, en considerant sur X les noyaux 
K (x, %) qui sont hermitiens positifs et invariants par les deplacements de X. D’autre part 
les fonctions el&mentaires de type positif o dont il a 6t& question plus haut verifient une &quation 
fonctionelle simple (que I’A. n’ecrit pas, mais il est facile de le faire pour lui: 


[Ph dh = p(9) 99); 


compatible ou non avec Vinvolution), d’ou un resultat analogue pour les noyaux correspondants 

— Enfin, PA. etablit des &quations differentielles verifices par ses fonctions el&mentaires „s heri- 
ques“; elles experiment que ce sont des fonctions propres des operateurs differentiels definis = . 
@ et qui commutent & la fois aux translations A gauche et & droite de @ (ces opsrateurs sont da B 
le centre de l’algebre associative engendree par l’algebre de Lie de G; PA. signale du reste que 08 


noter que cette equation est valable des que f— ji f(g) p(g) dg est un homomorphisme de R 
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‚ centre a un nombre fini de generateurs lorsque @ est semi-simple). — Note du rapporteur: 
1. I est regrettable que P’A. ne fasse aucune allusion au travail de Bargmann [Ann, Math., 
Princeton, II. S. 48, 568—640 (1947)], lequel utilise de facon intensive les fonctions spheriques 
dans le cas0oa@—=&SL(2, R), ie. dans un cas absolument pas classique. 2. M&me remargue 
relativement aux travaux de Levitan sur les systemes de translations generalisees, dont les 
points de contact avec la theorie de l’A. sont visibles. 3. On peut d&montrer non seulement un 
theor&eme de Bochner, mais aussi un theoreme de Plancherel, sous la forme suivante par 
exemple: soit S ’anneau des fonetions f(g) continues & support compact, bi-invariantes par H; 
soit X l’espace localement compact forme& par les fonctions spheriques el&mentaires sur G; pour 


feS et gEeX posons f (x) = il fg) x(g) dg; alors il existe sur X une mesure positive unique 


A 


dx telle que, pour f,9€ 8, on ait [ f(s) g(s)ds = IBICrIEN) dy,les fonctions f etant toutes 
@ X 


de carre sommable pour dy. R.Godement (Nancy). 

Arens, Richard: Representation of funetionals by integrals. Duke math. J. 
17, 499—506 (1950). 

X est un espace topologique, O,(X, R) [resp. Co (X, R)] la classe des fonctions continues 
reelles sur X pour lesquelles l’ensemble & (x, |f(x)| > c) est compact quel que soit c > 0 [resp. 
Yensemble E(x, f(x) = 0) a une adherence compacte]. Q est une sous-algebre de C,(X, R) 
[event. Q = Oo(X, R)] dont tout element est la difference de deux fonctions non-negatives. 
J est une fonctionnelle lineaire non-negative [i.e. J()>0Osifz 0], definie sur Q et telle que 
DJ) =supJ(fg,0<g<1,g€Q. Dans ces conditions, l’A. prouve qu’il existe une mesure 
forfement reguliere men X telle que toute f € Q soit mesurable et que l’on ait J/(f) = [ f(x) m(d x), 
toutes les autres mesures satisfaisant a la m&me egalite en etant des extensions. (Une mesure, 
compl&tement reguliere est telle que si HE est mesurable et sim E< a, il existe un ouvertt WIE 
avee m W <a et qui est reunion d’une suite de compacts mesurables.) — Le schema des rai- _ 
sonnements est le suivant: I. 1. Q etant une algebre lineaire de fonctions reelles bornees sur 
un ensemble X (dont la topologie n’intervient pas) et C' etant l’adherence de @ (pour la struc- 
ture de la convergence uniforme sur X), © est fonctionellement complet [i. e. si g est une fonc- 
tion continue reelle dans Rr verifiant @ (0, 0,...,0)=0etsi f,fs---,fn €, alors la fonc- 
tion 9 (ff ---,f„) €C]. I en resulte que CO est une algebre lineaire et une lattice [pour 
sup (f, g) et inf (f, g)]. 2. Soit f€EC, on dira que wE Q garde f,siw>0etsif(x)=(0 quand w(x)<1. 
Sion a un tel couple f, w et si on se donne ö > 0), on peuttrouver geth €EO tells weg <f<h 
eth —g< dw. 3. Si Q, est la classe des f € C gardees chacune par une wE€@ correspondante, 
Q, est une algebre lineaire et une lattice. Si Q, est l’espace vectoriel engendre par Q, et Q, Q 
est une algebre lindaire et toute fonctionnelle lingaire reelle non-negative J definie sur Q a une 
extension unique & Q,, soit J’, telle que pour tout e > 0, fE@,, et p entier, il existe u €Q tel 
que u > fet J” [u —fJ?] < e. On etend d’abord J a Q, en posant J’(f) = sup J(u), u< f, 
ueQ, fe Q,; [(,2) prouve que J’(f) =inf.J(u) ce qui assure l’unieite a cause de la linearite], 
on pose ensuite J”’(f + w) = J’(f) + J(w) si €Q,, wE€Q. 4.Q, est fonctionnellement complet, 
et tout element de @, est garde par un element de Q,. — II. 1. X est suppose muni de sa topo- 
logie et Q, est une classe de fonctions reelles definies sur X, avec les proprietes: a) Toute f€®, 
est continue et est nulle & l’exterijeur d’un compact. b) Toute f €Q, est gardee par une gE(Q.- 
c) Q, est fonctionnellement complet. d) Une fonctionnelle non-negative reelle .J est definie sur Q.. 
Alors, il existe une mesure o-finie m sur X pour laquelle toutes les f € Q, sont mesurables et telle 
que J(f) = S f(x) m(dx). La demonstrationest faite en prouvant que Jest une integrale positive 
au sens de Daniell. — 2. L’A. passe de ce dernier enonce & celui qui est cit& au debut de ce compte- 
rendu. I] montre encore que @ est dense dans le sous-espace ferme de L? (p > 1) engendre par 
eNT’. Enfin, la necessite de la condition (I) resulte du theoreme: Soit une mesure m pour 
laquelle la fonction non-negative f est mesurable et integrable et supposons que son integrale 
soit >r. Il existe dans l’anneau engendre par f une fonction p telle we O<ps1l et 
[ p(x) f(x) m(d«) >r. Un contre-exemple prouve que la condition (I) est independante des 
autres. Revuz (Paris). 

Taylor, A. E.: Banach spaces of funetions analytie in the unit eirele. I. Studia 


math. 11, 145—170 (1950). 

Le but essentiel de ce travail est de donner une representation analytique des 
fonctionnelles lineaires continues d6finies sur certains espaces de Banach de fonetions 
analytiques. A est l’ensemble des fonctions f(z) holomorphes dans le cercle unite 
ouvert |z| <1. B sera toujours un espace de Banach dont les el&ments € U. On 
‚designera par W, la classe des espaces B satisfaisant & ceux des axiomes P, suivants 

E DENT ” (0 5 
d’indices j <i. P,) Les fonctionnelles lineaires ©,(f) Rn sont continues et 
sup ||S,|| <+ ©. Ps) Les elements u, =" de B verifient sup Iw.|| <+ ®. 
N n 


18* 
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P,) La transformation U,f=9 definie par g(e) =.f(zei*) pour x reel applique 
Isom6triguement Bdans B. P,) La transformation 7',f = g definie par g(2) = f(zr) 

plique B dans B si r est bee et O0 <r <i etilexiste une constante A telle que 
7, fi <4||fl|- On designera Da A,(B) la a petite des constantes A. — A 


tout. couple ,ge A avec = La, Zu &b, z" on attribue la fonction 


BEI Sa, b,2" que l’on peut aussi representer par 
0 


2n 
Bi 932), — = a fie, €) g(2, e*?) dO 


Ei a „| <1L k=1,2. I est clair que B(f, g; 2)EWV. Si BEW, 
B(f, g; 2), pour z fixe, est une fonctionnelle lineaire continue sur B (fe B). Sa norme 
est N (g; 2) = sup IB( (4,9; 2)|. Si BEN, N (g;2) verifie les proprietes suivantes: 


1. N; 2) — nl 2), seW |<1. 2. N (g; r) est une fonction non-decroissante 


der. 3. N(g;r) = 0 pour tout r si et seulement si g=0. 4 Sig=+0,log N (g;r) 
est une fonction convexe de logr pur 0 <r <1. 5. N(g;r) est continue en r. 5 
L’A. designe alors par B’ la classe des el&ments FEX tels que N(F;r) soit uni- 
formement born6 en r et pose 
|Fil=N(#) en NER ae 37) 
ro 


et designe par BP la classe des FEN tels que un B(f,g; r) existe pour tout fEB. 


Si BeU, B’C B'. I Enonce le resultat defimitif sous la forme: ,„Soit BEN, 
tel que T',f converge faiblement vers f quand r —1 pour tout fe B, alors toute 
fonctionnelle lineaire continue © sur B est representable par 


Sin im 5 | feed) r(Zeir)d, FEB, FEB, r<o<1. 
"lau, & 


Il ya correspondance biunivoque entre F et &, en outre ||S|| <||F|| <A,(B) sit 


Si T,f converge fortement vers f, on a plus pre6cisement IS|| = ||F||, et ? peut 
etren 'importe quel element de B’.“ Un 2° article & paraitre dans le prochain numero 
de la m&me Revue traitera des applications des r&sultats prec&dents. Revuz. 


Povzner, A.: Über einige Anwendungen einer Klasse Hilbertscher Funktionen- 
räume. Doklady Akad. Nauk SSSR, n. S. 74, 13—16 (1950) [Russisch]. 
(Voir une precedente note: ce Zbl. 34, 215.) NER, a sa theorie generale 
& diverses situations, & savoir: 1. l’espace des fonctions analytiques f(z) de carre 
sommable dans un domaine du plan complexe, espace 6tudie en detail par Ss Berg- 
man; 2. l’espace des fonctions entieres f(z) muni du produit scalaire 
oo 2n 


B)=AaR)Tf S Fr-eid)ger- &®)-e-ı@) dr dd 
0 


ö 
oo 
ou la function z(r) verifie T(0) = 0, J re Ndr <FI-o 0ER 


dernier cas conduit l’A. ä des ne sur les series d’interpolation et les fonctions 
quasi-analytiques. R.Godement (Nancy). 

Snol’, I. E.: Abgeschlossene Ideale im Ring der stetig differenzierbaren Funk- 
tionen. Mat. Sbornik, n. 8. 27 (69), 281—284 (1950) [Russisch]. 

Demonstration simple du theoreme suivant: soit A l’anneau des fonctions f 
continüment differentiables dans le cube unite Z de l’espace & n dimensions, anneau 
norme par 

ö|\. 
zul 


IF =sup( 


Zi 


1 
| 
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alors tout ideal ferme de A est l’intersection des ideaux primaires ferm6s qui le 
contiennent, ceux-ci etant obtenus de la fagon Evidente. R.Godement (Nancy). 


Alexiewiez, A.: Linear operations among bounded measurable funetions. 1. 
Ann. Soc. Polonaise Math. 19, 140—160 (1947). 

Preliminaires — 8: ensemble abstrait. €: famille borelienne d’ensembles E de 8. O/,: 
fonction caracteristique de HE. u: mesure (non negative, denombrablement additive) definie 
sur E& telle que u(8) < oo. M: ensemble des fonctions reelles x(t) definies sur 8, mesurables € 
et essentiellement bornees. (M): ensemble M norme par ||&|| = sup ess |x(t)|. (M,,): ensemble 
M, (lm z, = %)- (||| <£<mopourn=1, 2...) & (liması,d) = )). (M,): 
‚ensemble M, ((f) lim ©, = x,) — (||, || < X < oo purn=1,2,...) & (lim x,() = x,(#) 
presque partout)). (Y): espace de type F. co: convergence faible dans (Y). Espace 
(B,): espace vectoriel topologique oUu la convergence peut &tre definie par une famille 
denombrable de pseudo-normes [Yy],; la distance de Frechet de deux points (vecteurs) 


wet y, =22”[y—a],/(1 +[y— x],). ©: fonction simplement additive definie sur €, pre- 
nant ses valeurs dans Y et nulle sur les ensembles de mesure nulle. Propriete (v) pour ®: pour 
tout &e > 0, il existe un ö > tel que ||2a,©(EH,)|| <e quels que soient les multiplicateurs 
reels 1; =1,2,..., m) verifiant |x,;| < öet les ensembles disjoints Z,. La propriete (v) assure 
Vexistence de l’integrale de Frechet-Radon /(x,®) = [ x(t) dd pour toute z(t)E M. Un en- 
semble Z de Y est dit borne lorsqu’on peut le faire rentrer dans tout voisinage donne de l’origine 
paf une homothetie de rapport assez petit. Si ® verifie (v), l’ensemble des D(E) est borne et 
inversement. Propriete (a) pour ®: (u(E,) — 0) implique (Ö(Z,) — 0 dans (Y)). Faisant appel 
& un theoreme d’Eidelheit et Mazur [Studia math. 7, 159—161 (1938); ce Zbl. 18, 219], P’A. 
pourvoit y d’une seconde norme ||y||* telle que ||y||*< ||y|| et (( <a’ <a’) implique 
(I|a’ y||* < ||a” y||*). (X): extension de type F de (Y) telle que ||y, || — 0 implique ||y,||*—0. 
La norme ||y||* n’intervenant que topologiquement, la condition precedente peut &tre rem- 
placee par ||y||“ < ||y||. (n)-convergence (6) y, — Yo Yn € Y, % € Y”: V’ensemble des y, est 
borne dans (Y) et ||yn — %|— 0. ö est dite une (m’)-convergence si Y est ö-fermee et 
(Iyn|| < K) & ((ö) lim y, = %,) implique ||y,|| < K, une (n’”’)-convergence si (Y) est un espace 
(B,) et la seconde condition est satisfaite pour chaque suite [y„], de pseudo-normes. M et 9 
etant deux espaces vectoriels topologiques, E(M, Y) designe la classe des applications lineaires 
- (e’est-A-dire: additives, homogenes et continues) de M dans 9), representees par (M, 9) U. 
U,,-U5, ..., U, ...: suites d’applications de classe E(M, 9), M = (M,) ou (M,,9=(9) 
ou (Y,), supposees, sauf dans le Th. 9, 11 et 17, converger pour tout x vers une application U. 
Theor&mes — (1) Si ® verifie (v) et (a*) et (y) lim x,(t) = 0, lim ||I(x,„, D)||* = 0. 
2) (M),(Y)) U(x) = I(x,D), ® verifiant (w). (3) (M ); (Y)) U(x) = I(x,®), D verifiant 
(v) & (a). (4) (M,); (7) Ulx) = I(x,®), © verifiant (v) & (days (b) E ((M,), (7) 
—6 ((M,), (Y)). Si (Y) est un espace (B) reflexif et M, un sous-espace separable de M: 
(6) (MM, (M)Ulx)=I(x,d), © verifiant (0); sup ||B(E)||< ||U||< 2sup || (2)||. 
(7) ((M,), (Y)) U(e) = lim [ (t) h„(t) du pour n — oo, les h, etant des fonetions definies sur 
S et prenant leurs valeurs dans Y, integrables au sens de Bochner et ||U|| < lim sup | I} h„(t) du 
\E 


pour n—met BEE, mo am < ||U||. (8) Si les U, sont de classe ((M,); (Y)), U est 
E 


lineaire et de m&me classe. (9) Si x est continue, (Y) de type B,, U, € &(M,), (Y)) et conver- 
gent pour toute (,, ils convergent pour toute z€ M. (10) Si ö est une (m’)-convergence et 
U, SEC ((M,),(7y), U est lineaire et de möme classe. (11) Si (Y) est de type B, et ö une (n’”)- 
convergence, si U, € ((M,), (7,)) et convergent pour toute C’/,, ils convergent pour toute 
. x€M. (12) generalise & l’espace (M,‚)le theor&me de Banach-Steinhaussurlacondensation des 
singularites. (13)et (14) &tendent (10) et (11)& des polynomes (op£erations de degre u selon Mazur 
et Orliez, Studia math. 5, 50—68 et 179—189 (1935); ce Zbl. 18, 210). (15,) (My, (9) U (x) 
— I(x, ®), © etant (denombrablement) additive dans (Y) et verifiant (»). (15) (My); (7) U(®) 
— I(z, ©), © etant (denombrablement) additive dans (Y”*) et verifiant (v). (16) Si 
U„ee (My); (7,)), U est lineaire et de m&me classe. (17) La limite d’une suite faiblement 
convergente d’operations de classe EM y, (Y)) est lineaire et de m&me classe. Esquisses 


de demonstrations — (Th. 6) — » represente une fonctionnelle lineaire quelconque de (Y), 
n(&) = n(U(a)). Y, designe l’espace (lineaire ferme) sous-tendu par les U(2),z€ M,H, 
son conjugue. (x) est une fonctionnelle lineaire sur (M,) qui peut Etre etendue sur (M) sans 
accroissement de norme. (2) = I(z, P) ou sup |X(B)| < |n|-||U||. Mi» Nas » - +» Ans +. .: suite 
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:onnelles lineaires sur (Y,) faiblement dense sur lasphere unite de (H,), Nm (2) = I(z, vs 

> Some Il existe un y I Y, tel que n„(y) = &, pour tout n. ®(E) ai as a 
— y. (Th. 7) — D’aprös (6) U(x) = I(%, D). 2... Um eo represente un ensem le denombrable 
dense dans WM, S=UE,(Ü=1, ..., %,) une d&composition de S en ensembles disjoints En; 
tels que sur chacun d’eux l’oscillation des x;(f), = 1, ...,n soit <1/n, m) = D(E,)/u(En;) 
en tout point de Z„;si u(E,;) = 0. (Remarque du ref. — End autres termes, VA. introduit un 
reseau generateur AR de My, limite de reseaux finis R,; h, est la derivee de U(«) vis-A-Vis de R,.) 
Compl&ement — L’A. reproduit une demonstration non encore publiee ailleurs, du theor&me 
suivant de Mazur et Orlicz: Un espace de type F est isomorphe & un espace (B,) si 
(>) & (Z|r,| < + ©, les r, &tant des nombres reels) implique (& T Ym est convergente)._ 
L’idee centrale de la demonstration est qu’un espace (F) est isomorphe & un espace (Bo) si les 
fermetures convexes (', des spheres ||y|| < 6 (ö> 0) de (F) forment un systeme de voisinages 
de 0. A chaque (,, est attachee une pseudo-norme. De ce critere est deduite la construction 
d’une application lineaire de type M, F qui n’est isomorphe & aucune application de type M, B, 
(ii M = m). Chr. Pauc (le Cap). 

Alexiewiez, A.: Linear operations among bounded measurable funetions. I. 
Ann. Soc. Polonaise Math. 19, 161—164 (1947). 

Cette Note etend les Th. 8 et 10 de l’article pr&cedent au cas ou M represente 


l’ensemble des fonctions mesurables et essentiellement bornees definies sur S et 


prenant leurs valeurs dans un espace de Banach (X). ||«|| = sup ess || «(2 ||- 
((y) im x, = x)» ((||x,|| <K <oopour n=1,2,...) et (limas ||x,() —xo() |=9). 
Il est mentionng que les Th. 14, 15 et 16 restent aussi valides. Chr. Paue. 


Mikusinski, Jan G.-: Sur les fondements du caleul op£eratoire. Studia math. 
11, 41—70 (1950). Sen 
L’A. expose une justification du calcul operationnel qui est plus simple que celles qui utili- 
sent la transformation de Laplace et qui donne & ce calcul un champ d’application plus large. 
Le point de depart est ensemble © des fonctions continues a = {a(f\} de variable reelle > 0, 
muni d’une structure d’anneau oü l’addition est l’addition usuelle et le produit est le produit de 
t 
composition a-b= N a(t —r) b(r) al D’apres le theor&me de Titchmarsh, l’anneau est 


sans diviseurs de zero. On peut done l’immerger dans un corps A dont les elements, appeles 
operateurs, sont representes par le symbole des fractions a/b. A contient: 1. les fonctions de 
C et en particulier l’operateur integral 2 = {1}, 2. l’operateur differentiel.s = 1/l. 3. les opera- 
teurs numeriques, i.e. les nombres complexes introduits par & = {a}/l. 4. les operateurs a pour 


t 
lesquelsl«aest de la forme j [ a) ir ou {a(f)} est une fonction sommable dans tout compact 
ö 


0<t<t,. Ces derniers operateurs forment un anneau isomorphe & l’anneau des fonctions 
sommables avec lesquelles on les identifiera. Les rögles usuelles de calcul operatoire ne sont 
autres que celles des operations dans le corps A. — Le 2° chapitre traite de la convergence, de 
la derivation et de l’integration des operateurs dependant d’un parametre. Les idees direc- 
trices sont voisines de celles de L. Schwartz dans sa ‚‚Theorie des distributions“, Paris 1950 
(ce Zbl. 37, 73). Voici les definitions essentielles. 1. Convergence forte d’une suite de fonctions 
de C: c’est la convergence uniforme dans tout intervalle compact O0<t<t, 2. Fonction 
operatoire: toute fonction qui & A complexe fait correspondre un operateur a(}). Si les valeurs 
de la fonction operatoire appartiennent & (, elle est dite parametrique. 3. La continuite et la 
derivation des fonctions parametriques sont definies en utilisant la convergence forte. 4. La 
fonction parametrique a(A) est dite sommableen «<< BP, si a(A,t) est sommable par 
rapport & / quel que soit £>0 etsi [a(,1)| <p(A) cl) pur a<A<Pß et t>0 ou p(A) 
est sommable en x <As<Pß ebtceE(. Les proprietes classiques de l’integrale sont conservees 


etonaausi | caW)d=c [ a(}) dA pour toute ce € C. 5. La definition des mömes operations 


& 
se fait pour les fontions op6ratoires suivant le procede suivant: multiplication de l’operateur a 
par une fonction k de © de telle sorte que le produit ka€C et que l’operation en vue lui soit 
applicable, application de l’operation & ka, division par k. On a 


lim ka ß Ian [k a (A)]' 

li ——_ L P = — od ) % ee — — 

im a, Tr? J a(}) dA E al ka())d}, a'()) Le 
Dans ce dernier cas, il suffit pour chaque valeur de A de trouver & telle que kaEeC dans un 
voisinage de A et soit derivable pour la valeur A. Si k vaut pour toutun compact «a <A<P,a(}) 
y est dite regulierement derivable. L’A. montre ensuite qu’il existe une fonction operatoire 
unique qui 1°estregulierement derivable dans tout compactx <A< ß 2° satisfaitä a’ ()) = w x(A) 
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ı 8° vaut 1 pour A=0. Il l’appelle fonction exponentielle e®wA (w est un operateur). Aprös un 
theor&me sur la convergence des series de puissances d’op6rateurs, l’A. termine par deux exemples 
d’applications aux 6quations aux derivees partielles oü la methode apparait comme plus puissante 
que la transformation de Laplace. Revuz (Paris). 


Achiezer, N. 1.: Integraloperatoren mit Carlemanschen Kernen. Uspechi mat. 
Nauk 2, Nr. 5 (21), 93—132 (1947) [Russisch ]. 

Bericht über die Grundzüge der Theorie der linearen Integraloperatoren mit 
Carlemanschen Kernen im Anschluß an die von Plessner und Stone gegebenen 
Darstellungen dieser Theorie mit Benutzung der Stoneschen Bezeichnungsweise. — 
Im einzelnen werden nach einführenden Bemerkungen gebracht: Die Integral- 
darstellungen von beliebigen linearen symmetrischen Operatoren im Hilbertschen 
Funktionenraum vermittelst der Spektralfunktionen, insbesondere der maximalen 
und der hypermaximalen (auch als selbstadjungierte bezeichneten) Operatoren; 
die einfachsten Eigenschaften der Integraloperatoren mit Carlemanschen Kernen 
(als Beispiel eines solchen ein Kern, der aus einer Haarschen Folge orthogonal- 
normierter Funktionen in bilinearer Weise mit konstanten Koeffizienten aufgebaut 
ist); die grundlegenden Eigenschaften der Spektralfunktionen der Integraloperatoren 
mit Carlemanschen Kernen; endlich die Integraldarstellung eines Carlemanschen 
Kernes vermittels eines aus seinen Spektralfunktionen abgeleiteten Kernes. — 
Zum Schluß bemerkt Verf., daß die grundlegende Frage nach der Aufstellung von 
kennzeichnenden Bedingungen dafür, daß ein gegebener symmetrischer Operator 7 
des Raumes L?(— 00, + 00) ein Integraloperator mit Carlemanschem Kern X (s,t) 
ist, allgemein noch nicht gelöst ist. Er gibt aber eine Lösung in folgendem Sonder- 
fall: Der Carlemansche Kern heiße ein B-Kern, wenn eine endliche, meßbare Funk- 
tion M(s) >0 existiert, für die für fast alle s bei jedem von fast allen {-Werten 
gilt: |K(s,t)| <M(s)- M(t). Der Operator T ist ein Integraloperator mit einem 
B-Kern genau dann, wenn eine endliche meßbare Funktion P(s), die fast überall 
>0 ist, existiert mit folgenden Eigenschaften: 1. Die Menge [L?]p der Funktionen 

[e,e] 


+ 
o(s) aus L?, für die f P(s)|p(s)| ds <oo gilt, ist eine Teilmenge des Definitions- 
—00 


bereiches des zu 7 adjungierten Operators 7*; 


+ +00 
2. TLal< S Polte)ld: | Pie) |otalds: 
+00 +00 
3. mi TD|< J Piolfiolds- | Ps) |ats)|ds; 
4. (T* f, g) = (f, T* g)-” für beliebige Funktionen f und g aus [Z2]p. 


Svenson (Regensburg). 

Krasnosel’skij, M. A.: Die Eigenwerte von nicht-linearen Operatoren, die den 
linearen asymptotisch nahe sind. Doklady Akad. Nauk SSSR, n. 8. 74, 177—179 
(1950) [Russisch]. 

Soit A un operateur (non lineaire) completement continu dans un espace de 
Banach E; on dit qu’un nombre 4 est valeur propre approximative de A si l’en- 
semble P des vecteurs propres de A relatifs aux valeurs propres situees dans un 
intervalle convenable de centre ) verifie les propri6tes suivantes: a) l’intersection 
de P avec la frontiere de toute boule suffisamment grande de E est non vide; b) les 
valeurs propres des x€ P qui sont de norme R tendent vers A quand R tend vers 
l’infini. D’autre part, on dit A est „tangent‘“‘ & un op6rateur lineaire completement 
continu B lorsque im sup ||Ax—Be|/R=0. L’A. affirme que dans ces 

R>o ||z|!= 
conditions toute valeur on de multiplieit& impaire de B est une valeur propre 
approximative de A. Suivent des applications aux equations integrales dans l’espace 
L2 d’un compact de R", les operateurs A consideres etant de la form 


Afix) = 1: K(x, y) 9 (y, f(y)) dy. R.@odement (Nancy). 
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Hartman, Philip and Aurel Wintner: Lam& coordinates in Hilbert space. Amer. 
J. Math. 72, 775—786 (1950). 

Im Hilbertschen Raum sei H eine beschränkte hermitesche Matrix, @ ein Ein- 
heitsvektor, E die zu p gehörende Projektionsmatrix, / die Einheitsmatrix, schließ- 
lich K= I—E)H(I—E). Verff. zeigten bereits (dies. Zbl. 35, 198): Sind A, <A, 
zwei Punkte des Spektrums von K (bzw. H), dann enthält das Intervall 4, <A <A, 
mindestens einen Punkt des Spektrums von H (bzw. K); ist A Punkteigenwert von K 
(bzw. H) mit der Vielfachheit m >1, so auch von H (bzw. K) mit mindestens der 
Vielfachheit m— 1. — Hier wird anschließend bewiesen: (I) Liegen A,, }, im Spek- 
trum von K, jedoch kein Punkt des Intervalls A, <A <A,, dann gehört zu jedem A 
dieses Intervalls genau ein reelles c = c(A), derart, daß A Eigenwert von 7+cE 
ist. Die Funktion c=c(A), gegeben durch c(A)=—1/(H—AI)9,9), ist 
regulär analytisch und wächst für A, <A <A,. (II) Ist darüber hinaus A, isolierter 
Punkteigenwert von K und bezeichne m, m (c) die Vielfachheiten von /, bezüglich X und 
H + cE, sodaß also 0 <m—1 <m(c) <m-+1, istferner c, = lim c(A) (A—4, +0) 
also — co Sc, <oo, dann gilt c, =— 00 genau dann, wenn m(o)=m—1 für 
alle —oo <c<oo. (II) Falls ce, >— ©, so gelten m(c)=m, m(c)=m+1 
je nachdem c=#c, oder c=c,. — Eine Anwendung auf Differentialgleichungen 
(px) +(A+g)z= 0 vom Grenzpunkttyp stellt die Verbindung zu früheren 
Separationssätzen der Verff. her (dies. Zbl. 33, 273). — Ist der Raum n-dimensional, 
H eine reelle Diagonalmatrix mit verschiedenen Elementen a, <a, <:''' <a,, 
E=(E&,..,.&,)= 09 (c>0) ein Punkt außerhalb der Koordinatenebenen, so 
sind die Eigenwerte von H—cE die bekannten Lameschen Koordinaten von £, 


L &,|@ 
die Wurzeln von = en a l: F. W. Schäfke (Mainz). 

Milkman, Joseph: Note on the funetional equations f(xy) = f(x) + f(y), 
J(x") = nf(x). Proc. Amer. math. Soc. 1, 505—508 (1950). 

Mit elementarer Methode wird gezeigt: I. Eine für alle natürlichen Zahlen 
definierte reelle Funktion f(r), die den beiden Bedingungen: f(n +1) >f(n) und 
I(n m) = f(n) + f{m) (n und m beliebige natürliche Zahlen) genügt, ist identisch 
mit clogn (c eine reelle Konstante). II. Eine für alle reellen & >0 definierte 
monoton steigende Funktion f(x), die für jede natürliche Zahl n und alle x >0 
der Bedingung f(x*) = nf(x) genügt, ist identisch mit f(e)logx. Es schließen 
sich einige Korollare an. Töpfer (Köln). 

Robinson, Lewis Bayard: A rigorous proof that a given funetion is finite valued. 
Rev. Ci., Lima 50, 141—150 (1948). 

Verf. hat in einer früheren Note [Actas Acad. Ci., Lima 8, 129—131 (1945)] 
die Funktionalgleichung w’(x2) = A(1— x?) u(x?) durch Reihenansatz nach Po- 
tenzen von A formal gelöst, wobei die von x abhängigen Koeffizienten gewisse 
iterierte Integrale werden, und die Konvergenz für beliebige A und |x|<1 be- 
hauptet, wofern nur a) 1—-2@2”"+#0(r=0,1,2,...). Er beweist jetzt (auf 
ihm vorgebrachte Einwände hin) eine weniger weitgehende Aussage, nämlich die 
Konvergenz unter der Zusatzannahme b) x° — 1 für ein ungerades, ganzes s = s(z), 
falls || = 1, an Stelle von a); hierbei sind die Integrationen längs der Radien- 
vektoren vom Nullpunkt nach den betreffenden Einheitswurzeln zu erstrecken. 
Übertragung auf |®| > 1 und auf einige verwandte Funktionalgleichungen. 

Herm. Schmidt (Braunschweig). 
Praktische Analysis: 


Eberl, Walther: Zur Multiplikation reeller Zahlen. Z. angew. Math. Phys., 
Basel 1, 411—413 (1950). 


Bezeichnet man mit X eine Potenz von 10 mit ganzzahligem positivem Ex- 


: ; —00 —00 

ponenten, so kann man zwei reelle Zahlen inderForma= $ A,Xi,b= S B,X 
R r 3 
vr. I=$ 


‚schreiben, wo die A, und 3, ganze Zahlen 0 sA,sX—-L0SsSB<sX—1 
"sind. Bei passender Wahl der X kann man mit einer Rechenmaschine die Aus-- 


%—8 
drücke (,= 5 A,B, , und damit das abgekürzte Produkt [ab], = S 0,Xi 
r + 


A 
berechnen (k=»+9), dessen Fehler [a5] — [ab], <(A+B-+HI) x& jet, wo 
r—5+» r+ 
A A; und B= 5 "B,ist. Wählt man für X — 10, so sind die A und 


£ ar JE: 
B Ziffern und man hat die gewöhnliche abgekürzte Multiplikation über Kreuz. Der 


- Fehler ist in diesem Fall am kleinsten. Willers (Dresden). 


Wijngaarden, A. van: Abrundungsfehler. Math. Centrum, Amsterdam, Rapport 


ZW 1950, 001, 138. (1950) [Holländisch]. 


Verf. definiert den auf n Stellen abgerundeten Wert A, feiner Zahl f, wie Peano in seinen 
Untersuchungen: A, f ist die ganze Zahl mit —-5x 1 "+D <}—- 4A, f<5x 10""*V, Im 
Falle, daß 10” f=0,5 (mod 1), rundet er jedoch auf die nächstliegendegerade Zahl ab. Verf. be- 
hauptet, daß dieses Verfahren den Vorteilhat, daß die Wahrscheinlichkeit, nach oben oder nach 
unten abzurunden, a priori die gleiche ist. Ref. bemerkt, daß, falls man exakt 10” f=0,5 (mod 1) 
hat, man gar nichts abzurunden hat; daß Verf. aber den praktischen Rechner zwingt, an Stelle 


‚des herkömmlichen Verfahrens, daß Größen wie 0,34599 und 0,34600, von denen der Rechner 


nur die ersten drei Stellen kennt, und beide mit 0,35_ angibt, etwas anderes, nämlich die erste 
mit 0,34, die zweite mit 0,35 anzusetzen. Verf. definiert — ohne anzugeben, wie das sinnvoll 
für ein endliches System geschehen könnte — die Gleichverteilung einer unendlichen Folge von 


Resten 9, = f. —4A,f,., eine Unabhängigkeit von n konsekutiven 9, und behandelt, unter 


Voraussetzung von unabhängigen, gleichverteilten p, die pseudostatistischen Fragen: 1. nach 
der Diskrepanz zwischen f=Na,f, und g=2a,A„fr, @. = Konstante; 2. nach der Dis- 


 krepanz P zwischen A, fund A,g. Falls die a,rationalsind, wird das Resultat ziemlich verwickelt 


und, indem Verf. den Generalnenner g der a, betrachtet, kommt er zu einer einfachen Formel 
für ganze a. (g—=1) und zum paradoxen Resultat, daß, falls eine der a, irrational ist (g = oo), 
auch eine einfache Formel resultiert. Unglücklicherweise hat der praktische Rechner niemals 
mit Irrationalitäten wie v2 zu tun; er begegnet nur 1,4142! Weitergehend betrachtet Verf. 
die Gleichverteilung und Abhängigkeit der Reste in einer Tafel und die Verteilung der Differenzen 
ineiner Tafel. Verf. überläßt die Frage, ob eine Tafel diesen Voraussetzungen genügt, denjenigen, 


_ die seine Resultate verwenden wollen. Er bemerkt aber, daß Polynome mit rationalen Koeffi- 


zienten und rationalem Intervall der Gleichverteilung nicht genügen. Ref. meint, daß der prak- 
tische Rechner nur mit derartigen Polynomen arbeitet; daß somit jede Verwendung, ausge- 
nommen den Fall, daß die Akkumulation der Abrundungsfehler von Polynomen und Funktionen 
gerade eine Gleichverteilung für die letztere liefern sollte, vom Verf. implizit ausgeschlossen 
wird. Die Wahrscheinlichkeit für P für gewisse Tafeln wurde auf vier Stellen genau vom Verf. 
berechnet. Ref. hat aber dabei dasselbe unangenehme Empfinden wie dem Astronomen Encke 
gegenüber, als dieser, in der Zeit, als die Ausgleichsrechnung sich entwickelte, nicht mehr, wie da- 
mals geschah, z. B.eine Exzentrizität zahlenmäßig mit log 8, 8 011200279 angeben wollte, sondern 
genau den Fehler berechnete und Angaben machte wie für eine Knotenlänge: 334° 1% 31,9 
mit einem wahrscheinlichen Fehler von 5’’, 87 (Astron. Nachr. 1824). E. M. Bruins. 


Householder, A. $S.: Some numerieal methods for solving systems of linear 
equations. Amer. math. Monthly 57, 453—459 (1950). 

Es werden eine Reihe numerischer Methoden zur Lösung linearer Gleichungs- 
systeme Ar = 4) betrachtet, insbesondere soweit sie geometrisch deutbar sind, und 
gezeigt, wie weit sie im Grundgedanken identisch sind. Von den direkten Methoden 
werden so für symmetrische Matrizen WX die „Square rooting‘-Methode von Cho- 


.leski, die Methode der Orthogonalvektoren von Fox, Huskey und Wilkinson 


und die Übertragung der ersten auf nicht symmetrische Matrizen durch Schmidt 
und Turing behandelt. — Nachdem die Methode der sukzessiven Approximation 
in allgemeiner Form dargestellt ist, wird auf das Verfahren von Kaczmarz und 
Cimmino (ersteres ein Spezialfall des zweiten), die mit dem nach den Reihenvektoren 


aufgespannten Raum arbeiten, und auf das von de la Garza, das den durch die 


Spaltenvektoren bestimmten Raum benutzt, eingegangen. Schließlich wird die 
Inversion von Matrizen insbesondere unter Benutzung der Methode von Seidel be- 


“ handelt. Die Tatsache, daß zwei Methoden sich im Prinzip als identisch erweisen, 


1 ai 


bedingt nicht, daß die Folge der numerischen Operationen die gleiche ist. Willers. 
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Abramov, A. A.: Über ein Verfahren zur Beschleunigung von Iterationspro- 
zessen. Doklady Akad. Nauk SSSR, n.S. 74, 1051—1052 (1950) [Russisch]. 

Es werden verschiedene einfache Matrizenpolynome 

(A, = 24° 1, A, 2A, an) 

zur iterativen Lösung eines Gleichungssystemes x —= Ax+b verwendet. Diese 
auch sonst benutzte Maßnahme dient der Verkleinerung der für die Iteration effek- 
tiven Eigenwerte. Die Iterationen werden zum Teil in Gruppen durchgeführt. Die 
Wirksamkeit der Methode wird durch Mitteilung der Ergebnisse bei Anwendung auf 
ein Beispiel (130 Gleichungen) gezeigt. Willers (Dresden). 

Meuienbeld, B.: Note on Lill’s method of solution of numerical equations. 
Proc. Akad. Wet., Amsterdam 53, 464-469 (1950); Indag. math., Amsterdam 1%, 
116—121 (1950). 


Zum Polynom f(z) = 53 a, z2"”—k mit reellen Koeffizienten a, wird ein charak- 

k=0 
teristischer ebener Polygonzug Pu Pi: - -; P„;ı durch Aneinanderlegen der Vek- 
toren P, Pr, konstruiert. Stellt man Vektoren durch komplexe Zahlen dar, so 


ist, von Ähnlichkeitstransformationen abgesehen, P, PN = a, e‘k? mit Bezug auf 
einen gegebenen Winkel o, dessen Sinus nicht verschwindet. Ein zweiter Polygonzug 
Ay Ay: . ., A, wird so konstruiert, daß A, = P, ist, A, mit P, und P,,, auf einer 


Geraden liegt und die Vektoren A, 2ER, undsew.4,, A, gleiche Richtung haben. 


A, ist aufder Geraden P, P, frei wählbar. Setztman x =—P, A,/a, (es wird hierzu 


a, >0 vorausgesetzt), so ist f(x) = A, Pur e*”?. Für @ =n/2 entstehen die 
bekannten Konstruktionen von Lill. Verf. bemerkt, daß der Polygonzug Ay, 
HIN 
Zr 
aufgefaßt werden kann. Hierauf gründet er weitere Konstruktionen, die die graphische 
Ermittlung der Ableitungen des gegebenen Polynoms gestatten. 
Hans Bückner (Minden). 
Meulenbeld, B.: Note on the representation of the values of polynomials with 
real eoefficients for complex values of the variable. Proc. Akad. Wet., Amsterdam 
53, 956—958 (1950); Indag. math., Amsterdam 12, 351—353 (1950). 
Die im vorsteh. Referat beschriebene Konstruktion des Polygonzuges 4,, 
A,,...,4, wird verallgemeinert; A, wird willkürlich in der komplexen Zahlen- 


A,,..., 4, als ein charakteristischer Polygonzug für das Polynom g(y 


ebene angenommen. Man setzt A,P, =ay2. Die weiteren Punkte A,, Ay... 
werden so konstruiert, daß die Dreiecke P,, PA; A, Pa A,,:0As Des Asse 


A 


1 In, 4, ähnlich sind. Dann ist’ A, PD. = 1@): Hans Bückner (Minden). 
Besson, M. et Edm. Brasey: Re&solution des &quations algöbriques par la regle 
a ealeul. Elemente Math., Basel 5, 125—131 (1950). 

Verff. geben Iterationsverfahren an zur Bestimmung der reellen Wurzeln für 
die quadratische und reduzierte kubische Gleichung mit dem Rechenschieber. — 
Der quadratischen Gleichung wird zur Anwendung des Iterationsverfahrens die 
Form 2 = —g/(p+ x) gegeben. Man erhält dadurch die Wurzel mit kleinstem 
Absolutbetrag. Durch die angegebene Rechenschiebereinstellung wird die betref- 
fende Wurzel innerhalb der möglichen Genauigkeit schneller und meist genauer 
bestimmt als durch Ausrechnen der exakten Lösungsformel. Durch ein etwas ab- 
geändertes Iterationsverfahren läßt sich stets schnelle Konvergenz erreichen. — 
Der kubischen Gleichung kann entweder die Form x = —q/(p + x?) oder 
?—|p| + |ql/|x| gegeben werden. Dadurch erhält man die mittlere Wurzel bzw. die 
äußeren Wurzeln. Das Einstellen am Rechenschieber ist ähnlich dem bei der qua- 
dratischen Gleichung. Die verschiedenen möglichen Fälle werden mit Beispielen 
auseinandergesetzt. Rudolf Ludwig (Braunschweig). 


4 
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Bergman, Stefan and Leonard Greenstone: Numerieal determination by use 
of special computational devices of an integral operator in the theory of eompressible 
fluids. I. Determination of the coeffieients of the integral operator by the use of 
punch card machines. J. Math. Phys., Massachusetts 26, 1—9 (1947). 

S. Bergman hat früher [Trans. Amer. math. Soc. 57, 299—331 (1945) u. 
Tech. Notes Nat. Adv. Comm. Aeronaut. 972 (1945)] gezeigt, daß man durch An- 
wendung gewisser Integraloperatoren auf eine analytische Funktion eine mögliche 
Unterschallströmung eines kompressiblen Mediums konstruieren kann. Bei diesem 
Verfahren treten gewisse universelle Koeffizienten Q%) (A) auf. Für diese gelten Re- 
kursionsformeln, in denen eine Ableitung und ein Integral von Q(R=D (A) vorkommen. 
Dadurch können bei der numerischen Berechnung Fehlerhäufungen eintreten. Es 
werden daher neue Formeln für die Q%) (A) abgeleitet, nach denen eine Integration 
nur für ungerade n erforderlich ist. Außerdem werden für QU) und Q@) geschlossene 
Darstellungen angegeben. Söhngen (Darmstadt). 

Isaacs, Rufus: Numerical determination by use of special computational de- 
vices of an integral operator in the theory of compressible fluids. II. Determination 
of the eoveffieients of the integral operator by interpolatory means. J. Math. Phys., 
Massachusetts 26, 165—181 (1947). 

“ Die Q0% (s. vorsteh. Ref.) werden auf eine Form gebracht, die für das Rechnen 
mit modernen Maschinen geeigneter ist. Fehlerabschätzungen werden angegeben. 
Söhngen (Darmstadt). 

Mikeladze, S. E.: Numerische Integration von Differentialgleichungen mit Hilfe 
von Summationsformeln. Doklady Akad. Nauk SSSR, n.S. 65, 125—128 (1949) 
[Russisch]. 

The differential equation is y® = f(xz,y,y',..., y®-2), with given initial 
values y(a),..., yr=D (a). Writing yP = yM(a+ih)(W=0,1,...) the author 
uses Taylor’s formula in the form 

n—k—1 k 1] ge-k-1 pn-k ne 
y 203 m. en U) B) an tm am: Hn-ı-ır ae R,,x» 


i=0 


r 
where M, +.1,r = = (r—v)"—#—1 (rm), and R, „isaremainder term to be neglected. 
v 


The procedure isto caleulatethe y(® (k = 0, 1,..., n— 2) successivelyfor r =1,2...., 
from Taylor’s formula, neglecting the R,,,, caleulating the 4” by means of the 
differential equation, and thence the M,„,ı1,,. A tabular method is proposed. 
Modifications are suggested to cope with the case where the differential equation 
involves y"-D, Asanapplication there isthe eigen-value problem of y’ =—Af(x)y(x) 
with (0) =y(1) =0. Taking f(x) =x and h = 1/5 he finds a quartic equation 
for the lowest eigen-value giving A = 18,25 (exact value 18,96). Approximate 
values of the eigen-function at the points of subdivision could also be calculated. 
F. V. Atkinson (Ibadan). 

Ljusternik (Lusternik), L. A.: Bemerkungen zur numerischen Lösung von 
Randwertaufgaben der Laplaceschen Gleichung und zur Bereehnung der Eigen- 
werte nach der Netzmethode. Akad. Nauk SSSR, Trudy mat. Inst. Steklov 20, 
49—64 (1947) [Russisch ]. 

e Pollak, L. W. and U. N. Egan: All term guide for harmonie analysis and 
synthesis using 3 to 24; 26, 28, 30, 34, 36, 38, 42, 44, 46, 52, 60, 68, 76, 84 and 92 
equidistant values. Dept. of Industry and Commerce, Meteorological Service, Geo- 
physical Publications, Vol. II. Dublin: Stationery Office 1949. XX, 185 pp £ 2/2/0. 

Nikolaev, P. V.: Über die Projektivität von Nomogrammen von M-Funktionen. 
Doklady Akad. Nauk SSSR, n. 8. 67, 421—423 (1949) [Russisch]. 

Unter der Anamorphose einer Funktion versteht man die Darstellung in der 
Form (1) : Flt,t,...,t,)=lfall)s--»fin()|= 0. Verf. untersucht die Frage 
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nach der Eindeutigkeit der Anamorphose bei Polynomen für n > 3, wobei der Grad 
in bezug auf mindestens eine Veränderliche n ist. F(t,) sei die Schar der Funktionen 
Fi, )=F(h,0...,%,), die von den (n — 1) Parametern a, der Veränderlichen 
ty... t, abhängen. F wird N-rational in bezug auf t, genannt, wenn es eine endliche 
Zahl von Funktionen 9, (bt), -- - 9,(tı) gibt, so daß jede Funktion F(t,,&) aus der 
Schar der Funktionen F(t,) durch lineare Kombination dieser Funktionen darge- 
stellt wird. Das System der Funktionen g, nennt man die Erzeugenden der Funktion 
F in bezug auf t, mit der Dimension r. Sind die Funktionen 9, linear unabhängig, 
so ist eine lineare Entwicklung der Funktion Fin bezug auf it, möglich: F(t,,.. ..t,)= 
2 F® 9,(t), wobei Re, — I (ty, .. .,t,). Man nennt das System der Erzeugenden 
Basis der Funktion F in bezug auf t,, wenn die Dimension r nicht verkleinert 
werden kann. — Eine Funktion, die eine Anamorphose zuläßt, muß N-rational in 
bezug auf jede Veränderliche sein, mit einer Dimension, die nicht größer als n ist. 
Zwei verschiedene Basen in bezug auf t, sind durch eine lineare Transformation 
mit nicht singulärer Matrix ineinander überführbar. — Eine Funktion F, die nicht 
entartet, d. h. nicht in ein Produkt zerlegbar ist, von dem kein Faktor sämtliche 
.n Veränderliche enthält, werde als M-Funktion (Massau-) bezeichnet. Die M-Funk- 
tionen lassen Nomogramme zu aus n Basen C', der Veränderlichen t,, und zwar Basen, 
die in einem (n — 1)-dimensionalen, projektiven Raum x liegen. Die Dimension o, 
des linearen Unterraumes von x, der die Basis CO, enthält, ist eine Invariante der 
M-Funktion: 0,=r,—1(r, = Dimension von F in bezug auf t,). Verf. gelangt 
schließlich zu dem Theorem: Existiert für die M-Funktion ein Nomogramm, in 
dem wenigstens eine Basis O,, keiner Hyperebene des (n— 1)-dimensionalen Raumes 
angehört, so sind sämtliche Nomogramme dieser Funktion projektiv. 

Rudolf Ludwig (Braunschweig). 

Pentkovskij, M. V.: Eine nomographische Methode zum Aufsuchen der besten 
projektiven Abbildung geradliniger Skalen. Doklady Akad. Nauk SSSR;,n. S. 66, 
339—342 (1949) [Russisch]. | 
Durch projektive Abbildung eines Nomogramms soll erreicht werden, bestimmte 
Werte eines Nomogramms mit vorgegebener Genauigkeit zu entnehmen. Als 
„Charakteristik“ einer geradlinigen Skala s= s(x) bezeichnet Verf. den Ausdruck 


Pi. As sa) 4x E . : 3 5 
= & se) — 3) a der geometrisch die relative Länge der Teilung 
in Abhängigkeit von der Lage auf der Skala bedeutet. — Die zu der Skala 
Eu OR R IE PR F@) — F@&ı) 
- kt k l = —z — 1 
&=f(x) projektiven Skalen & Er) ET mit F(x) En haben 


(u +1) IF'@)| Aw 
[a F(x) + 1]? 
gramm konstruiert. Als beste projektive Abbildung soll die bezeichnet werden, 
bei der die untere Schranke der |A&|-Werte ein Maximum hat. Das Nomogramm ge- 


die Charakteristik JE = 


Zur Bestimmung von A£ ist ein Nomo- 


stattet, den Parameter u für die beste Abbildung zu entnehmen. — In einer 
Reihe einfacher Fälle ist auch die analytische Berechnung des Parameters u der 
besten Abbildung möglich. Rudolf Ludwig (Braunschweig). 


‚Bakonyi, C.: Le ealeul graphique du temps de travail, de la produetion et des 
salaires productifs. Bull. Sci. Techn. Inst. polytechn. Timisoara 14, 43-53, russische 
Zusammenfassg. 109—110 und französ. Zusammenfassg. 112 (1949) [Rumänisch]. 


NejSuler, L. Ja.: Über die eindeutige Tabulierbarkeit von Funktionen. Do- 
klady Akad. Nauk SSSR, n. S. 61, 791—793 (1948) [Russisch ]. 


Wenn - aus.) a 2... 30) Flle: Or) Ei) und 
an By. ) = Pl. Pla, u) Bi). )) Biere %;ı eine Per- 
mutation von 1,...,n ohne (k=n-—1) odermit (k>n-1) Wiederholungen] 


stets = y,(P,) folgt, dann heißt die (in des Verf. Terminologie k-gliedrig tabu- 
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lierbare) Funktion f eindeutig tabulierbar. Speziell für die 3-gliedrig tabulierbaren 
Funktionen (I) F[f,(x, x;), fs(®, ©,)] ergibt sich leicht, daß die Funktionen der 
Gestalt (Ia) F(f(x, ®;) + fg(x, %,)) nicht eindeutig tabulierbar sind. Unter 
Heranziehung der die Funktionen (T) kennzeichnenden Differentialgleichung [vgl. 
Verf., Doklady Akad. Nauk SSSR, n. S. 64, 763—766 (1949)] ergibt sich, daß genau 
die Funktionen (Ia) nicht eindeutig tabulierbar sind. Ein ähnlicher Satz für Funk- 
tionen 93(9(91(%, 2), %,) %,) p=i oder j. Schmetterer (Wien). 


e Tables of the Bessel functions of the first kind of orders 52 through 63. (Annals 
of the Computation Laboratory of Harvard University, 12.) New York: Harvard 
University Press; London: Geoffrey Cumberlege; Oxford University Press 1950. 
544 p.; 52. 


Miller, Kenneth $S. and Ralph J. Schwarz: Analysis of a sampling servo me- 
ehanism. J. appl. Phys., Lancaster Pa. 21, 290—294 (1950). 

Das Verhalten eines anfänglich in Ruhe befindlichen Servomechanismus mit 
einer auf die Zeit t bezogenen Eingangsgröße ®(t), einer Ausgangsgröße O(t) und 
einer zur Steuerung des Servomechanismus dienenden Größe Y(t) wird für den Fall 
untersucht, daß B(p) Fit) =MOll); Alp)Ol) =KF(®—Y) ist, wobei K 
und M Konstanten, A und B Polynome des Differentialoperators p = d/dt sind 
und —dies ist neu — F eine stückweise konstante Funktion ist, die zu gegebenen 
Zeitpunkten t=T,t=2T,... den Wert von Ö— Y annimmt und bis zum 
nächsten dieser Zeitpunkte behält. Zur Untersuchung wird eine Greensche Funktion 
des Operators A(p) B(p) herangezogen. Es wird eine Formel für den Ausgang © (t) 
aufgestellt und auf den Fall angewendet, daß ®(t) einen Einheitsstoß darstellt. 
Eine Stabilitätsbetrachtung wird ebenfalls angestellt. Hans Bückner (Minden). 


Bower, John L.: A note on the error coeffieients of a servo-mechanism. J. 
appl. Phys., Lancaster Pa. 21, 723 (1950). 

Der durch eine Störung hervorgerufene Fehler eines anfänglich ruhenden Servo- 
mechanismus wird als Faltungsintegral dargestellt. Die Störfunktion tritt als 
Differenzkern auf. Dieser Differenzkern wird nach Potenzen der Integrations- 
variablen entwickelt. Die Note bezieht sich auf die nach Ausführung der Integration 
auftretenden Entwicklungskoeffizienten. Hans Bückner (Minden). 

Akusskij, I. Ja.: Über einige Fragen betreffs der Anwendung der Hollerith- 
Maschinen. Akad. Nauk SSSR, Trudy mat. Inst. Steklov 20, 39—48 (1947) [Rus- 
sisch ]. 


Akusskij, I. Ja.: Operationszyklen der Tabulatoren von vertikal-horizontaler 
Wirkung. Doklady Akad. Nauk SSSR, n. S. 59, 1375—1378 (1948) [Russisch ]. 


Akusskij, I. Ja.: Einige Operationszyklen eines Tabulators, die mit der Dar- 
stellung der Zahlen im dyadischen System zusammenhängen. Doklady Akad. Nauk 
SSSR, n. S. 59, 1521—1524 (1948) [Russisch]. 


AkuSskij, I. Ja.: Neue Methoden zur Berechnung von Summen von Produkten 


* auf dem Tabulator. Doklady Akad. Nauk SSSR, n. S. 60, 5—8 (1948) [Russisch]. 


Karpov, K. A.: Über die numerische Lösung einiger Aufgaben der Analysis auf 
Tabulatoren von vertikaler und horizontaler Wirkung. Doklady Akad. Nauk SSSR, 
n.$. 62, 741-744 (1948) [Russisch]. 


Malavard, L.: Quelques r&centes applieations de la methode d’analogies £lec- 
triques. Colloques internat. Centre nat. Rech. Sei. Nr. 14 (Möthodes de caleul dans 


“ des problemes de m&canique, Marseille 30. 3.—6. 4.1948; Paris 8.—9. 4. 1948), 55 — 


71 (1949). 


286 


Wahrscheinlichkeitsreehnung und Anwendungen. 


Wahrscheinlichkeitsrechnung: 


Gnedenko, B. V. und A. N. Kolmogorov: Wahrscheinlichkeitsrechnung. 
Matematika v SSSR 1917—1947, 701—727 (1948) [Russisch]. 

Smirmov, N. V.: Mathematische Statistik. Matematika v SSSR 1917—1947, 

728—-738 (1948) [Russisch ]. 

Bibliographie. (Wahrscheinlichkeitsrechnung und mathematische Statistik.) 
Matematika v SSSR 1917-1947, 739—756 (1948) [Russisch]. 

Im Rahmen des von Kuros, Markusevi& und Rasevskij herausgegebenen 
Sammelbandes „30 Jahre Mathematik in der SSSR“ geben die im Titel genannten 
Verf. einen enzyklopädischen, meist knapp gehaltenen Bericht über die Arbeiten 
der russischen Mathematiker 1917—1947 in den genannten Disziplinen. Inhalt: 
Wahrscheinlichkeitsrechnung: 1. Summen zufälliger Größen 2. Summen schwach 
abhängiger zufälliger Größen 3. Die Idee der Maßtheorie in der Wahrscheinlich- 
keitsrechnung. 4. Theorie der zufälligen Prozesse. 5. Neuer Standpunkt gegenüber 
den Grenzwerttheoremen für die Summen einer großen Anzahl von Summanden 
(bespricht eine Reihe von Arbeiten, deren Problemstellungen etwa aus Khintchine 
„Asymptotische Gesetze der Wahrscheinlichkeitsrechnung‘“ [Ergeb. Math., Berlin 
1933; dies. Zbl. 7, 217], 3. Kapitel ersichtlich sind). 6. Logische Grundlagen der 
Wahrscheinlichkeitstheorie. — Mathematische Statistik: 1. Theorie der Vertei- 
lungskurven. Korrelationstheorie. 2. Die Verteilung statistischer Maßzahlen in 
Stichproben. Parameterschätzungen von Verteilungen. 3. (Parameterfreie) Schät- 
zungen von Verteilungsgesetzen. Prüfung von Hypothesen. 4. Probleme der Vor- 
aussagen. Periodenanalyse. Einige Anwendungen der statistischen Methoden. 

Schmetterer (Wien). 

e Reichenbach, Hans: The theory of probability: an inquiry into the logieal 
and mathematical foundations of the ealeulus of probability. English translation 
by E. H. Hutten and Maria Reichenbach. 2. ed. Berkeley and Los Angeles: Cali- 
fornia University Press; London: Cambridge University Press 1949. XVI, 492 p.; 
$ 12,50. 

Diese englische Ausgabe stellt eine — nur in den letzten drei Kapiteln durchgreifendere — 
Umarbeitung der 1935 erschienenen Wahrscheinlichkeitslehre des Verf. (dies Zbl. 10, 364) 
dar. Die ersten acht Kapitel behandeln — mit kleineren Veränderungen — die Elemente eines 
inneren Aufbaus der Theorie mit Hilfe der durch die Wahrscheinlichkeits-Implikation erweiter- 
ten symbolischen Logik. Und zwar in eigenartiger Verschmelzung einer — nunmehr wider- 
spruchslosen, aber noch immer schrittweise vervollständigten — Axiomatik mit einer ihrer 


Deutungen, der Häufigkeitsgrenzwert-theoretischen innerhalb einer oder abzählbar vielen 
Merkmalfolgen. Dies führt aber zu zwei Schwierigkeiten und zwei Einwendungen. Gibt 


man auch zu, daß — in richtiger Ablehnung des ursprünglichen Regellosigkeitsaxioms 
dieser Theorie — die Zufallsmäßigkeit der Wahrscheinlichkeitsfolgen — mit Rücksicht | 
z. B. auf die mit Nachwirkung behafteten — am besten schritt- und teilweise gesichert | 


wird, so muß doch — bei der philosophischen Einstellung des Buches besonders — bedauert - | 
werden, daß auf die inzwischen von Wald und Church erreichten Ergebnisse über dielogische | 
Zufallsmäßigkeit nicht eingegangen wird. Diese und andere Schwierigkeiten führten seit 

1933 eben dazu, daß mathematischerseits der Vorrang immer deutlicher der Kolmogoroffschen 

maßtheoretisch-axiomatischen Behandlung erteilt wird. Das Festhalten an einer folgentheo- 

retischen Deutung führt nur dazu, daß der Grenzwertbegriff schon in der elementaren Theorie | 
und das Problem der Induktion bereits am Anfang auftaucht. Der innere Aufbau wird übrigens 
im 8. Kapitel mit einer Stufentheorie der Wahrscheinlichkeiten abgeschlossen, deren Zweck 
rätselhaft bleibt. — Die drei letzten Kapitel behandeln das Problem der Anwendungen, eine 
Wahrscheinlichkeitslogik und die Induktion. Sie versuchen zu zeigen, daß, wenn auch die 
Wahrscheinlichkeitsrechnung in eine umfassendere Wahrscheinlichkeitslogik eingebaut werden 
kann, in welcher an die Stellen der Wahr- oder Falschwerte der Aussagen a und nicht-a inner- 
halb einer zweiwertigen Logik die vielleicht stetigen Wahrscheinlichkeitswerte von a und dessen 
gewogenen Verneinungen treten, die Deutung des Wortes wahrscheinlich immer auf die 
häufigkeitstheoretische zurückführbar ist. Alle Wahrscheinlichkeitsfolgerungen sollen so 
— gemischt mit deduktiven Folgerungen — auf Induktionen durch Abzählung zurückführbar 
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sein. Die Wahrscheinlichkeitslehre bildet aber nur einen Teil einer — sonst recht verschwomme- 
nen— allgemeinen Theorie der Induktion. — Es muß bemerkt werden, daß viele, besonders 
die letzten Kapitel beherrschenden Ausführungen des Verf. sehr diskutierbar sind. Solche 
Diskussionen sind aber für die mathematische Theorie sicherlich und für die Anwendungen 
erfahrungsgemäß unfruchtbar. Szentmartony (Budapest). 

Reichenbach, Hans: Philosophieal foundations of probability. Proc. Berkeley 
Sympos. math. Statist. and Probability (August, 1945 and January, 1946), 120 
(1949). 

Eine gedrängte Übersicht über die philosophischen Gesichtspunkte der Wahr- 
scheinlichkeitslehre und ihren Anschluß an die Anwendungen, welche in vorstehend 


besprochenem Buche des Verf. ausführlich dargestellt sind. Szentmärtony. 


Sibirani, Filippo: Caleolo delle probabilitä. Encicl. Mat. element. e Complem., 
Milano 317, Nr. LIV, 193—244 (1950). 

Klare zusammenfassende Darstellung der Wahrscheinlichkeitsrechnung, haupt- 
sächlich in ihrer klassischen Abgrenzung (etwa wie in Castelnuovos Lehrbuch), 
mit zahlreichen Literaturhinweisen, und mit Andeutungen neuerer Standpunkte 
und Probleme. Bruno de Finetti (Triest). 

Matschinski, Matthias: Sur les probabilites inverses. ©. r. Acad. Sci., Paris 
23], 1282—1284 (1950). 

* Verf. formuliert bestimmte Axiome zwecks Verallgemeinerung der Bayesschen 
Rückschlußwahrscheinlichkeit. Saxer (Zürich). 

Frechet, Maurice: Vorträge über zufallsabhängige Elemente von beliebiger 
Natur. Trabajos Estadist., Madrid 1, 157—181 (1950) [Spanisch]. 

Expository paper, dealing with probabilities in abstract space, with typical 
values of general order and their limits, and with laws of large numbers. 

S. Vajda (Epsom, England). 

Marezewski, E.: Un theor&me de S. Mazurkiewiez sur les espaces de variables 
aleatoires. C. r. Soc. Sci. Lett. Varsovie, Cl. III 41, 7—9 und französ. Zusammen- 
fassg. 9 (1950) [Polnisch]. 

Remarques sur un theoreme encore non publie de S. Mazurkiewicz (Sur les 
espaces de variables aleatoires, Fundam. Math., Warszawa, & paraitre) concernant 
la notion d’espace de variables al&atoires et le jeu de pile et face. Autoreferat. 

Usai, Giuseppe: Valor medio della potenza di una variabile casuale nel problema 
delle prove ripetute. Atti Accad. Gioenia Sci. natur. Catania, VI. S. 6, Mem. 8, 7 8. 
1950). 

Die Momente der absoluten Häufigkeit X, im Bernoullischen Falle 


MM (X)— 5 hr („)r gn—h 
r n en h 
werden folgendermaßen dargestellt: 
Mi) = > As Or 15 2, 


s=1l 8 


oder ähnlich mittels a,, = 2° 0"/s! = Elemente eines arithmetischen Dreiecks 
(von Netto-Galvani-Usai), oder mittels der Aleph-Funktionen 0, von Wronsky, 
weile, = 0,.,(, 3...8). Bruno de Finetti (Triest). 


Pölya, &.: Remarks on characteristie functions. Proc. Berkeley Sympos. 
math. Statist. and Probability (August, 1945 and January, 1946), 115—123 (1949). 
Verständlicherweise unhandliche notwendige und hinreichende Bedingungen 


[0,0] 
dafür, daß f(t) = f eitz JF (x), also charakteristische Funktion einer Verteilungs- 


[0,0] 
funktion F(x) sei, sind von Bochner 1932 und von Khintchine 1937 gegeben 
worden. Verf. gibt I. dafür bei reellem f(t) und den notwendigen Bedingungen 
f0)=1, f-H)=flt) die oft verwendbaren hinreichenden Bedingungen 
lim f(t) = 0 sowie f(t) konvex für t >0 an, welche auch die Existenz einer geraden 
t> 00 
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und höchstens in z& = 0 unstetigen Wahrscheinlichkeitsdichte F’(x) sichern. Als 


leichte Folgerung ergibt sich hieraus einerseits, daß die Einzigkeit der zu einem 
f(t) gehörigen F(x) notwendigerweise durch die ftt)-Werte für eine dichte 


Menge von Werten t > 0 gesichert wird, andererseits, daß bei zwei Zufallsveränder- 


lichen die Kenntnis der Verteilungsfunktionen der einen und der Summe von beiden 
die Bestimmtheit der anderen nicht sichert. Einen Satz von Paley und Wiener 
(1937) verallgemeinernd zeigt Verf. II., daß ein @(x) mit beschränkter Schwankung 


in (— 00, 00) links bzw. rechts von (—h’,h) dann und nur dann je eine Konstante 


oo 
ist, wenn g(l) = f eitz dG(x) eine ganze Funktion vom Exponentialtyp ist. 
—o0 


Dann wird h’ bzw. h = lim log Ig(ir bzw.—ir)|. In den Spezialfällen G(2)=F(x) 


r>0 1 
bzw. F,(2)—F,(x) sowie g(t) = f(t) bzw. fi()— fs(t) ergeben sich somit not- 
wendige und hinreichende Bedingungen dafür, daß f charakteristische Funktion 
einer sich auf (—h’, h) beschränkenden Verteilung F sei bzw. daß f,, f, charakteristi- 
sche Funktionen zweier nur in (—h’, h) verschiedenen Verteilungen F\,, F, seien mit 
den durch f bzw. f, — fs, angebbaren Werten von h',h. Szentmärtony (Budapest). 


Dugu6, Daniel: Sur la structure des semi-groupes de variables al&atoires. C. r. 
Acad. Sci., Paris 230, 50—52 (1950). 

Dugue, Daniel: Sur certaines proprietes des lois ind&finiment divisibles. C.r. 
Acad. Sci., Paris 230, 173—174 (1950). 

Es handelt sich um folgende Fragen: 1. Ist Z das Wahrscheinlichkeitsgesetz 
einer unzerlegbaren Veränderlichen, kann dann LP andere Zerlegungen als 
L(g=0,1,2...p) zulassen? 2. Folgt aus der Voraussetzung, daß 9? (2) 
und @%(z) (p,g relativ prime ganze Zahlen) charakteristische Funktionen sind, 
auch daß @(z) eine solche Funktion ist 3. Folgt aus der Voraussetzung, daß 9* (2) 
(& irrational) und @(z) charakteristische Funktionen sind, auch daß 9(z) charakte- 
ristische Funktion eines unbeschränkt teilbaren Verteilungsgesetzes ist ? — Mittels 
angeführter Beispiele werden Frage 1 in positivem Sinne, die beiden übrigen im nega- 
tiven Sinne beantwortet. Ferner wird eine notwendige und hinreichende Bedin- 
gung dafür, daß 9(z) eine charakteristische Funktion eines unbegrenzt teilbaren 
Verteilungsgesetzes ist, ohne Beweis angegeben, desgleichen einige Sätze über 
Veränderliche mit bzw. ohne ein derartiges Verteilungsgesetz. Heinhold. 


David, F.N. and N.L. Johnson: The probability integral transformation when 
the variable is discontinuous. Biometrika, Cambridge 37, 42-49 (1950). 

Während die Abbildung des Merkmalraumes einer eindimensionalen Zufalls- 
veränderlichen x mit stetiger Verteilungsdichte p(x) auf den Wertbereich 


öl) — Brobj(&, = 2) = y. p(£)d& ihrer Verteilungsfunktion zur Gleichverteilung 


{0,0} 
über (0,1) und bei der weiteren Abbildung w = — 2logv nach R. A. Fisher zur 
x-Verteilung mit zwei Freiheitsgraden führt, ist dies bei einer unstetigen Ver- 


änderlichen, mit den Merkmalen x, %,... für v,=Prb(&<z)—= B3 p, oder 
i—1 da 

AN = ?;+ 3, natürlich nicht der Fall. Verff. berechnen die Mittelwerte und 
i= 

Momente der {»,}, {u,}, {— log v,}-Verteilungen bei endlichen Merkmalbereichen. 

Tabellarisch wird aber Schiefe und Wölbung sowohl bei binomialer, als auch bei 

Poissonscher Grundverteilung für einige Parameter-Werte angegeben. Die Abbildung 

einiger binomialen Verteilungen wird ferner — bezüglich der Bedeutungsstufen 0,05 

und 0,01 — mit der y?-Verteilung verglichen. Zum Schluß werden die Momente der 

abgebildeten Verteilung für den Fall berechnet, daß der Mittelwert der Grundver- 


1 
| 
| 
| 
| 
| 
| 


289 


teilung geschätzt wird, und an der binomialen und Poissonschen Verteilung ver- 
 anschaulicht. Szentmärtony (Budapest). 
Greville, T. N. E.: Remark on the artiele „On a class of distributions that 
approach the normal distribution funetion“ by George B. Dantzig. Ann. math. 
Statist., Baltimore Md. 21, 611—613 (1950). 


Mattila, Sakari: On the weak topology in the theory of probability. Comment. 
phys.-math., Soc. Sci. Fennica 15, Nr. 14, 44 8. (1950). 

Eine klare Zusammenstellung von — die bisherigen starktopologischen Theorien 
umfassenden, alle zeitgemäßen Hilfsmittel heranziehenden — Untersuchungen. Sie 
führt vom Kolmogoroffschen Begriff der Zufallsveränderlichen & in einem Wahr- 


scheinlichkeitsfeld durch den linearen Zufallsraum F: 5 42,012)... einer 
k=1 


Menge (x,) von solchen zu einer Theorie der — insbesondere im Lebesgueschen 
Sinne integrierbaren — Zufallsfunktionen, d. h. Zuordnungen von Zufallsveränder- 
lichen x(s) bzw. x(S8,) zu den Elementen bzw. Teilmengen eines Raumes $S, und 
zwar auf Grund einer schwachen Topologie, welche mit einer, in bezug auf einen 
konjugierten Zufallsraum F’ von Zufallsveränderlichen (x’) durch die Erwartungs- 
werte E(x x) =L, (x) gebildeten und bei E (x x') = 0 füralle « C F’:E(x) = 0 
ergebenden linearen Form |Z,.(z)| als Halbnorm innerhalb F aufgestellt werden 
kann. Das solchermaßen halbreguläre F ist ein örtlich konvexer, im Hausdorff- 
schen Sinne separiert topologischer Raum, bei welchem der Grenzwert einer schwach 
konvergenten Zufallsfolge eindeutig bestimmt ist. Zu Konvergenzuntersuchungen 
bei Mengen von Zufallsveränderlichen müssen allerdings die Cauchyschen Filter von 
F herangezogen werden. Durch Hinzufügung der eindeutigen Grenzelemente der 


letzteren als ideale Elemente kann F zu einem vollständigen, halbregulären F 
ergänzt werden. Die Z,, (x) insolchen Räumen sind nach Dieudonnedieeinzigen, 
durch |L(x)| <k,|E (x x')| für alle «CF gekennzeichneten, stetigen Linear- 
formen. Ihre Gesamtheit in x’ bildet den zu F dualen Raum F*. Bei Vorgabe 
zweier topologischer, meßbarer Räume $ und T lasssen sich nicht nur die obigen 
Begriffe auf zwei konjugierte Zufallsfunktionen x(s), x'(t) übertragen, sondern 
auch ihre schwache Stetigkeit und Meßbarkeit in bezug auf einander definieren 
Letztere von x z. B. durch die Meßbarkeit von E (x (s) x.) füralle CF’. Ein 
& (s) heißt über ein u-meßbares S,C S allgemein bzw. einfach integrierbar, 
wenn E(x(s) x‘) integrierbar bzw. mit einem X ($,) CF: 


B(& (8) 2) = J Eee) 2) due) = Le, (a) 
für alle «’ C F’ ist. Mit der RR ne trifft die zweite dann zu, wenn für 


2 a F “ k„, > 0: |Ls, (x „Elze)| für all «CF wird. 
a! x (8) Aue dann das ee die Mengenfunktion X (S,) über 


alle Henlaren S,C 8 das unbestimmte Integral von x (s) über S, bzw. S. Jedes 
allgemein integrierbare x(s) definiert eine lineare Abbildung von Z! auf F. Um- 
gekehrt ist jede lineare Abbildung von L! (8, u) auf F beidem zu S nach Kakutani 
re Frag S-Raum und Radonschen Maß u, von der Gestalt 

= JR B(s (8). Abschließend wird die spektrale Darstellung stationärer 


en auf die hier behandelten halbregulären ausgedehnt. 
Szentmärtony (Budapest). 
Sapogov, N. A.: Über einen mehrdimensionalen Grenzwertsatz der Wahrsehein- 
lichkeitstheorie. Uspechi mat. Nauk 5, Nr. 3 (37), 137—151 (1950) [Russisch]. 
Verf. geht aus von einer Veröffentlichung von Cramer und Wold, in der es 
diesen gelungen ist, einige Fragen über mehrdimensionale Verteilungen auf die 
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entsprechenden Fragen bei eindimensionalen Verteilungen zurückzuführen. Neu ist 
seine Darlegung, daß der mehrdimensionale zentrale Grenzwertsatz unmittelbar auf 
den eindimensionalen Sonderfall zurückgeführt werden kann. Dabei ergibt sich eine 
beträchtliche Kürzung des ganzen Beweises, und es erweist sich als möglich, eine 
allgemeine Form des mehrdimensionalen Grenzwertsatzes für eine Folge von Reihen 
gleichmäßig vernachlässigbar werdender, unabhängiger Vektoren aufzustellen. 
Paul Lorenz (Berlin). 
Hostinsky, Bohuslav: Revue des travaux publi6s en 1935—1948 sur les ehaines- 
de Markoff et problömes voisins. Casopis Mat. Fys., Praha 74, Nr. 2, 48—61 und 


französ. Zusammenfassg. 62 (1959) [Tschechisch]. 

Le problöme primitif relatif & une chaine simple de Markoff consiste & etudier les probabilites: 
de passage P(") en fonction des indices i, k et de l’indice d’iteration n. Introduisons des variables. 
continues au lieu des indices. Ce changement nous amöne & considerer d’abord l’&quation de 


b 
Smoluchoswki @(z, y,u-+ v) = f p(z,2,u) 9(z,y,v)dz ou l’equation plus generale de: 
a 


b db 
Chapman ©(z,y, st) = f D(x,2,3,u) D(z, yv,t)d, s<u<it, fi Ddy=1l, 0uU®D est la. 
a a 

densite de probabilite de passage. Admettons plus generalement que la probabilite de passage 
(sur un segment de droite) soit representee par ®(x, Y, s,t), ou x est la position initiale (& l’epo-- 
que s) et ou Y designe une partie du segment considere; le point se trouve & l’interieur de Y & 
l’epoque 8. ® satisfait a l’equation 

(* D(a,Y,s,t)= J ©(x,dZ, s,u) d(e, Y,u,t),s<u<t, [ D(a,dY, st) = ©(x, RB, st) =1. 

R R 


Pospisil a donne en 1935 une premiere solution de (*) sous la forma d’une serie infinie. Il reste 
& interpreter, au point de vue du Calcul des probabilites, la signification des termes de cette 
serie. La Theorie des chaines et surtout la recherche des solutions de l’equation (*) doit servir- 
& perfectionner l’expression analytique des lois statistiques qui regissent le d&veloppement des. 
systemes physiques. (Autoreferat.) 
Kolmogorov, A. N.: Ein lokaler Grenzwertsatz für klassische Markoffsche 
Ketten. Izvestija Akad. Nauk SSSR, Ser. mat. 13, 281—300 (1949) [Russisch]. 
Durch eine feste Matrix von Übergangswahrscheinlichkeiten pk= Wi ok). 
(,k=1,2,...,s) wird eine einfache Markoffsche Kette definiert. Die s Zustände 
1, . .,e, werden als Einheitsvektoren im R, gedeutet, und den. möglichen Zustands- 
folgen. &,,&,...,&, werden Vektoren m=&, +. e, = (ml,...,m®) im: 


$ ” 
R, zugeordnet; es ist m = & m’ =. Bedingung (A) besagt nun, daß aus jedem 


1 

Zustand in jeden anderen ein (indirekter) Übergang möglich ist. Ist (A) erfüllt, so 
gelten bekanntlich unabhängig vom Ausgangszustand bestimmte Aussagen für 
Erwartungswert und Streuung von mt/t bei >00. — Verf. untersucht nun im 
Anschluß an eigene frühere Arbeiten sowie besonders an Doeblin [Bull. Soc. math.. 
France 66, 210—220 (1938); dies. Zbl. 20, 146] genauer die asymptotische Verteilung 
der mim R, bei t—> 00. Der Grenz-Streuungstensor bÜ* erzeugt eine quadratische 
Form b(x) im R,, die wegen m =t nur semidefinit ist und hier nur in der durch 


63 
‘= = x = 0 definierten Hyperebene NCR, betrachtet wird. (B) besagt,. 
daß b(x) in N positiv definit ist. Sind (A) und (B) erfüllt, so gilt ein integraler 
Grenzwertsatz mit einer (s— 1)-dimensionalen Gaußschen Verteilung, deren Dichte 
p(x) nach Zentrierung und Normierung für Bereiche EC N mittels der in N zu 
b(x) inversen Form ausgedrückt wird (vgl. Richter, dies. Zbl. 35, 92). — Zum Be- 
weis deslokalen Grenzwertsatzes, d.h. einer analog zu p (x) gebauten asymptotischen 
Formel für die Wahrscheinlichkeit W,(m) des Vektors m beim Ausgangszustand e, 
und bei m — 00, wird jedoch neben (A) eine andere Bedingung (C) benötigt: wenn 
die Zustandsfolge e;, &,..., ey, €, möglich ist, heißt z=e; +--- + 6&, »27- 
klisch‘“, und (C) besagt, daß jedes e, (also jedes m) als Linearkombination vo 
klischen Vektoren mit ganzen Koeffizienten geschrieben werden kann. Aus (A) + (C), 
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folgt (B); es bleibt offen, ob aus (A) + (B) auch (C) folgt. (A) und (C) sind offenbar 
stets erfüllt, wenn alle p% > 0 sind. — Zum Schluß werden die gewonnenen Sätze 
auf die Fälle verallgemeinert, wo (A) bzw. (C) verletzt ist. Wecken. 


Sapogov, N. A.: Ein zweidimensionaler Grenzwertsatz für eine zweidimensio- 
nale Kette. Tzvestija Akad. Nauk SSSR, Ser. mat. 13, 301—314 (1949) [Russisch]. 

Verf. betrachtet zwei miteinander gekoppelte reelle Markoffsche Ketten {z,}, 
{y,) —äquivalent zu einer einzigen (einfachen, nichtstationären) Kette, deren Glieder 
2, = %, + ty, (je endlich viele) komplexe Werte annehmen können. Für die Teil- 
summen einer Markoffschen Kette gilt bekanntlich unter geeigneten Voraussetzungen 
der Laplace-Liapunovsche Grenzwertsatz; dieser führt hier auf eine zweidimensionale 
Gaußsche Grenzverteilung. Eine Ausdehnung der Ergebnisse auf mehr als zwei 
Dimensionen ist ohne weiteres möglich. — Die Voraussetzungen betreffen z. T. den 
Wertevorrat der x, und %,, z. T. die Übergangswahrscheinlichkeiten, und sind ähn- 
lich den bei Sapogov (dies. Zbl.29, 151)und Linnik (dies. Zbl. 30, 165) gemachten; 
insbesondere dürfen sich die Übergangswahrscheinlichkeiten bei k— oo in be- 
stimmter Weise der Null oder Eins nähern. — Die Idee geht auf Markoff (1912) 
und Romanovskij (1939), die Beweismethode auf Bernstein (1944) zurück. 

„ Wecken (Haltingen). 

Levy, Paul: Deux nouveaux exemples de processus stochastiques. C.r. Acad. 
Sci., Paris 231, 1208—1210 (1950). 

Grenander, Ulf: Stochastie processes and integral equations. Ark. Mat., Stock- 
holm 1, 67—70 (1949). 

Mitteilung einiger Ergebnisse, die in engem Zusammenhang stehen mit 2 Ar- 
beiten von Karhunen (dies. Zbl. 30, 165, 201). Die Beweise und weitere Anwendun- 
gen der benutzten Methoden erscheinen in einer späteren Publikation. Heinhold. 

Bailey, Norman T. J.: A simple stochastie epidemie. Biometrika, Cambridge 
37, 193—202 (1950). 

The author treats the case of an epidemic which starts by the introduction of one 
infectious individual into a population of n susceptibles. No infected individual is 
ever withdrawn either by isolation, by recovery, or by death. Well known methods 
lead to the description of the determinate case [i.e. the solution of y=—y(n—y-+1)] 
and of the stochastic differential-differenee equations. Stochastic moments and 
completion times are also determined. S. Vajda (Epsom, England). 

Kakutani, Shizuo: Determination of the speetrum of the flow of Brownian 
motion. Proc. nat. Acad. Sci. USA 36, 319—323 (1950). 

Es bezeichne x (I, ») eine reellwertige Funktion der I:a <s sb und der ® 
von 2:0 <o<1, dessen L-meßbare Teilmengen E einen Borelschen Mengen- 
körper E bilden. Eseimit demdurch Pr (2) = 1 normalisierten Z-Maß Pr (E) seiner 
Elemente als Wahrscheinlichkeit versehen. Ist dann die Funktion x (I, ®) endlich 
additiv in J, ferner meßbare Funktion von ® und mit dem Mittelwert 0 und dem 
Streuungsquadrat |I| normal so verteilt, daß die x für getrennte J,, I, der Wahr- 
scheinlichkeit nach unabhängig sind, dann stellt sie nach N. Wiener eine Brown- 
sche Bewegung dar. Diese ist fundamental, wenn irgend ein f(w)EL? (2) 
durch ein 2 (w) = > a, „u & (I,,„ ©) beliebig angenähert werden kann. Strö- 
mung {g,} einer Ehlchen heißt eine 9, (9, (®)) = 9,, (®) genügende einparametrige 
Gruppe maßtreuer &@ =g,(o) mit z(I+t,0)=x(I,p,(w)). Von der ent- 
sprechenden einparametrigen Gruppe {U,} unitärer Umwandlungen U,f(w) = 
f(9,(w)) zeigten früher E. Hopf und N. Wiener, daß Hm (Weed) 

oo >00 


und unlängst H. Anzai, daß (U,f) = f ei?t do (A) ist mit absolut stetigem, 


nichtabnehmendem o (A). Diese Ergebnisse umfassend beweist Veıf. folgendes. Es 
19* 
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bezeichne ®, das N. Wienersche polynomiale Chaos n-ter Ordnung, d.h. die 
Menge obiger x (») mitn, <n und M, die orthogonale Ergänzung der abgeschlos- | 


senen Hülle von ®,_, in jener von ®,. Dann läßt sich L? (2) in die unmittelbare 
Summe der orthogonalen, abzählbaren M, so zerlegen, daß 1. jedes M, Invarlant 
unter {U} ist, 2. {U,} über M, spektral isomorph mit der durch 


EL 


definierten unitären {V7} über der Menge der im n-dimensionalen Raume Z2-inte- | 


erierbaren und in den s, symmetrischen Funktionen f wird. Szentmartony. 
Kolmogorov, A. N.: Statistische Theorie der Schwingungen mit kontinuier- 


lichen Spektren. Akad. Nauk SSSR, Jubil. Sbornik 1, 242—252 (1947) [Russisch]. | 
Es seien &,(t) (r=1, 2, ....,n) komplexwertige Funktionen des reellen Argumentes it, das | 
im folgenden als Zeit gedeutet werden kann. Wenn die gegebenen Funktionen periodisch oder | 


allgemeiner fastperiodisch sind, können sie in der Form 
(di) OD Le ) 
v 


dargestellt werden. Es erscheint dann als eine sinngemäße Verallgemeinerung des obigen An- 


satzes, einen Grenzübergang von den diskreten zu kontinuierlich veränderlichen Frequenzen | 


vorzunehmen, d. h. die £&,(t) als trigonometrische Integrale 


© ” 
(2) de See ar Era) 
—o 
darzustellen, oder noch allgemeiner, die beiden erwähnten Fälle in 
© . 
(3) lo fe’ aB,(a) =1,2,...m 
—o0 


zusammenzufassen. — Man kann aber bekanntlich Schwingungen mit kontinuierlichen Spektren | 
mit den Mitteln der klassischen Analysis nur als gedämpft darstellen. Es erwies sich aber mehrfach - 
in den physikalischen Anwendungen als notwendig, auch ungedämpfte Schwingungenin der Form 


(2) und (3) darzustellen, undeswurden tatsächlich Untersuchungen in dieser Richtungvon mehreren 
Autoren unternommen. Wenn auch nicht selten ohne eine strenge mathematische Begründung, 


so ergaben sich doch mehrfach wertvolle Resultate. — Die mit der Spektraltheorie der Funk- 


tionen £, (t) sich beschäftigenden fachmathematischen Untersuchungen, für die das notwendige 


Rüstzeug von der Spektraltheorie der Operatoren geliefert wurde, orientierten sich gleich am 
Anfang an einer strengen Begründung der betreffenden physikalischen Theorien. Aber zueiner 


endgültigen Lösung der Frage fehlte noch ein entscheidender Schritt, der 1934 von Khintchine 
getan wurde. [Math. Ann., Berlin 109, 604—615 (1934); dies. Zbl. 8, 368]: die Funktionen 
&,(t) werden in seiner Auffassung als stochastische Variablen in dem üblichen wahrschein- 
lichkeitstheoretischen Sinne gedeutet, und so ergab sich die Möglichkeit, den analytischen 
Apparat der Theorie der stochastischen Prozesse in Gang zu setzen. In der Tat: man betrach- 
tet die Gesamtheit der Funktionen £,(£) als einen n-dimensionalen stochastischen Prozeß, und 
es erscheint als einzige Voraussetzung für die folgenden Überlegungen nur dessen Stationärität 
im weitesten Sinne [für die Definitionen vgl. Kolmogoroff, Grundbegriffe der Wahrschein- 
lichkeitsrechnung, Ergebnisse der Math. 2, Nr. 3 (1933); dies. Zbl. 7, 216]. Ziel der vorliegen- 
den Arbeit ist, einige — von sowjetischen wie auch von ausländischen Autoren stammende — 
Resultate darzulegen, die den Khintchineschen Grundgedanken weiterbilden. — Nach einer 
Formulierung des Khintchineschen Hauptsatzes nach Cramer [Ann. Math., Princeton, II. S. 41, 
215—230 (1940); dies. Zbl. 23, 58] folgt eine interessante, das Wesentliche des Beweisganges 
berührende Plausibilitätsbetrachtung. Zur Herstellung der in Formel (3) erscheinenden Funk- 
tionen werden die £&,(t) als Elemente eines Hilbertschen Raumes betrachtet, in dem die uni- 
täre Metrik durch ($&,n) = M(&n) [M(F) Erwartungswert von F] definiert wird. Wie leicht 
ersichtlich, kann man in diesem Raum durch die Relationen Ur&()=&(t-+7) 
(r=1, 2, ..., n) eine einparametrige unitäre Transformationsgruppe erzeugen, die nach 
Stone [Proc. nat. Acad. Sci. USA 16, 172—175 (1930)] eine Darstellung der Form 


oo 
U’— [ e'’"aB, zuläßt. [E, Zerlegung der Einheit.] — Setzen wir ®,(4) = E, &,(0) 
8) 
(r=1,2,...,n), so erhalten wir nach einer sinngemäßen Deutung des Integralzeichens (3). 


Es wird dann gezeigt, daß trotz der vielleicht abtrakt erscheinenden Herstellung der Funktio- 
nen ®,(}) die Spektralkomponenten 


&,(t, 4,) a e'*t 18 (1) r=1,2,...,n) 
4 
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 _ durch einen passend gewählten ‚‚Filter“ für das Experiment zugänglich gemacht werden können. 
 — Besonderes Interesse verdient noch der Fall, daß jede endliche Anzahl von £,(t) eine Gauß- 
sche Verteilung besitzt. In diesem Fall sind die ®,(A) nichtdifferenzierbar, und so haben wir 
es in diesem für die Anwendungen typischsten Fall mit einem Eindringen der nichtdifferen- 
zierbaren Funktionen in die mathematische Physik zu tun. — Endlich werden noch Arbeiten 
von H. Wold (A study in the analysis of stationary time series, Uppsala 1938; dies. Zbl. 19, 
356), Zasuchin [Doklady Akad. Nauk SSSR, n. S. 33, 435—437 (1941)] und Sluckij (Slutsky) 
[vgl. Voprosy konjunktury 3. I, 34—64 (1927); erweiterte engl. Übs. in Econometrica, Menasha 
5, 105—146 (1937)], besprochen, denen auch bei den außerphysikalischen Anwendungen 
(z. B. Meteorologie, Ökonomie) eine Rolle zukommt. — Auf viele Einzelheiten konnte wegen 
der Kürze nicht eingegangen werden; für diese muß auf die Originalarbeit verwiesen werden. 
L. Pukanszky (Budapest). 


Statistik: 


Frechet, M.: Die Statistik. Ihre Ziele, ihre Anwendungen, ihr Unterricht. 
Trabajos Estadist., Madrid 1, 1835—197 (1950) [Spanisch]. 


Cansado, Enrique: Ein statistisches englisch-spanisches Wörterbuch. Trabajos 
Estadist., Madrid 1, 221—248 (1950) [Spanisch]. 
f Cansado, Enrique: In der mathematischen Statistik verwendete Symbole. 
Frabajos Estadist., Madrid 1, 211—219 (1950) [Spanisch]. 


Koopmans, T. €. and 0. Reiersel: The identifieation of struetural charaete- 
risties. Ann. math. Statist., Baltimore Md. 21, 165—181 (1950). 

In vielen Gebieten der mathematischen Statistik ist das Ziel der Forschung bei 
Betrachtung einer Population weniger die Erfassung deren direkt beobacht- 
barer Eigenschaften als vielmehr die Erkenntnis einer hinter der Verteilung ver- 
muteten „Struktur“, die als Erzeuger der Population angesehen werden kann. Verff. 
wollen gegenüber der von R. A. Fisher als erste Gruppe der Probleme der mathe- 
matischen Statistik bezeichneten ‚Spezifikation der mathematischen Form einer 
Population‘ (1922) eine neue Formulierung der ‚Spezifikation‘ geben, die in dem 
oben angedeuteten Sinne auf viele Populationen paßt, und eine hieraus entsprin- 
gende neue Gruppe von Problemen erörtern, die ‚Probleme der Identifizierung“ 
genannt werden sollen. — Diese Betrachtungsweise ist zwar nicht neu, jedoch 
stammen die meisten Beiträge dazu von Forschern, deren Hauptaugenmerk auf 
spezielle Anwendungen gerichtet war. Verff. leiten aus weitgehend allgemeinen An- 
nahmen über die „hinter der Population‘ stehende Struktur Bedingungen für die 
„Identifizierbarkeit‘‘ ab und geben dann zwei Anwendungen, eine auf ein ökono- 
metrisches Beispiel und eine auf ein Beispiel aus der Faktorenanalyse, die aber 
auch sehr allgemein gehalten sind. Die Betrachtungen sind mengentheoretisch fun- 
diert und bedienen sich der Matrizenrechnung als wesentlichsten Hilfsmittels. 

Paul Lorenz (Berlin). 


Giesekus, Hanswalter: Morphologisch homogene Funktionen und ihre Er- 
zeugung durch statistische Superposition von Elementfunktionen. I. Allgemeine 
Theorie. Z. angew. Math. Mech., Berlin 30, 154—168 (1950). 

Giesekus, Hanswalter: Morphologisch homogene Funktionen und ihre Er- 
zeugung durch statistische Superposition von Elementfunktionen. II. Einige Hin- 
weise und Beispiele zur Anwendung der Theorie. Z. angew. Math. Mech., Berlin 
30, 215—223 (1950). 

Mannigfache — insbesondere an astrophysikalische Erscheinungen ge- 
knüpfte — Überlegungen führen auf quadratisch integrierbare Funktionen, welche 
als gewisse, einfache statistische Überlagerungen mehr oder weniger gleichartiger 
Elementfunktionen erscheinen. Verf. versucht —durch mathematisch rein formale 
und stark heuristische Überlegungen — Beziehungen zwischen den Intensitäts- 
spektren bzw. Faltungsquadraten der Resultante und ihrer Komponenten zu ge- 
winnen. In der I. Mitteilung, von den Komponenten ausgehend zur Resultante 
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fortschreitend, allgemein, in der II. in umgekehrter Richtung bei der Funktion der 
Sonnenfleckenflächen bzw. bei Voraussetzung sehr spezieller Elementfunktionen. 
Szentmärtony (Budapest). 

Risser, Rene: A propos de l’applieation de la loi de Gauss. Note compl&men- 
taire sur la recherehe de P’approximation avee laquelle une grandeur ob6it & la loi 
de Gauss. Bull. trimestr. Inst. Actuaires Francais 61, 367—375, 376 (1950). 

Bose, P. K.: Parametrie relations in multivariate distributions. Sankhya, 
Caleutta 8, 167”—171 (1947). 

Die von R.C. Bose und S.N.Roy [Proc. Indian Statist. Congr., Caleutta, 
19—38 (1938); Proc. Second Indian Statist. Congr., Lahore, 535—542 (1939)] ab- 
geleitete Verteilung des analog dem klassischen eindimensionalen Fall gebildeten 
Studentisierten D? auf Grund von Mittelwerten und Varianzen in % Stichproben aus 
k p-dimensionalen multinormal verteilten Gesamtheiten gleicher Covarianz-Matrix 
wird durch die Transformation x = 0? .D2/(n + 0? D2) in die Form 

const (1 — z)r-?-VI2 . „o-D9l2. F,((n + 1)/2; p]2; ß x) dx 
mit 
2 
ıFı(e;d; a) =1 +7°% a) 51 EB 
übergeführt. Da Tabulierung des drei Parameter enthaltenden unvollständigen In- 
tegrals dieser Verteilung, 


12,8, -[ (Sr Gr] 
— 


Fa am-r-un 0-00. m (CHI, ;B2) ar, 
ö 
Schwierigkeiten macht, führt Verf. dasselbe mittels zweier Rekursionsformeln be- 
treffs p bzw. n auf vier Integrale, I (3,2,8,2)=x.:e®@-V, 1(2,1,8,x)= a3 - ef«=D 
und die nur numerisch berechenbaren I (2,2,ß,x) und I(1,1,ß, x), zurück. 
M. P.@eppert (Bad Nauheim). 
ae K. €. S.: A note on ordered samples. Sankhya, Caleutta 8, 375—380 
(1948). 
Ist eine einparametrige Verteilung p(x, ©) de von x gegeben, so bestimmt sich 
aus der aus 9(x,©) berechenbaren Verteilung »p,(x, ©) dx, für den i.-kleinsten 
Wert x, einer n-gliedrigen Stichprobe nach der R. A. Fisherschen Definition die in &, 


enthaltene Information bezüglich O als J(x,©) = — BE np, 9)) . Für den 


Spezialfall der Normalverteilung p(x, a, o)dx führt Verf. die recht komplizierte 
Berechnung von J(x,a) und J(x,0c) mittels Reihenentwicklungen nach Po- 
tenzen von p durch; sie führen auf Integrale der Form 


“e 


[0,0} 
[ p'(x,a, exp(—- 3 — a)?/2 0?) je 
EL o V2 7 


die zum Teil von T. Hojo tabuliert worden sind. Für die Schätzung von a liefert 
der Zentralwert, für diejenige von o der kleinste bzw. größte Stichprobenwert die 
maximale Information. Ferner wird für den Fall der Normalverteilung die Ver- 
teilung der Halbspanne [® = (x«,— x,)] in Reihendarstellung gegeben. 
M. P.@eppert (Bad Nauheim). 

Bejar, Juan: Bemerkungen über die optimale geschichtete Stichprobenaus- 
wahl. Trabajos Estadist., Madrid 1, 111—116 (1950) [Spanisch]. 
Let a population of size » consist of m strata of sizes v, and variances 0? 
W=1,...,m) respectively. If n, are the sizes of samples taken from the sb 
without replacement, then it is known that the standard error of the mean of all 
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observed values is smallest when n, is proportional to », o, oo The author in- 
| nn 


vestigates the approximation introduced by using the proportions »,o, instead. 
"The requirement that the sizes of the samples must be integers is not systemati- 
cally considered. S. Vajda (Epsom, England). 

Geary, R. C.: Sampling aspects of the problem of relationship from the error- 
in-variable approach. Econometrica, Chicago 17, Suppl., engl. Zusammenfassg. 
26—27 und französ. Zusammenfassg. 27—28 (1949). 

Perkal, Julian: Über einige Korrelationen in Gebieten. Öasopis Mat. Fys., 
Praha 74, Nr. 4, 293—300 und russische Zusammenfassg. 300 (1950) [Polnisch]. 

Als Korrelationen zwischen zwei Veränderlichen in Gebieten bezeichnen wir Ungleichungen, 
‚denen diese Veränderlichen genügen. Analog sind Korrelationen zwischen n Veränderlichen zu 
verstehen. Solche Relationen erhalten wir, wenn wir eine gewisse Gesamtheit von Objekten 
nach n ihrer Merkmale untersuchen. Diese Objekte kann man im n-dimensionalen Raume durch 
Punkte darstellen, und die ganze Gesamtheit durch eine Punktmenge. — In der vorliegenden 
Arbeit werden die beiden folgenden Aufgaben gelöst: 1. Die Konstruktion unabhängiger Koordi- 
naten für eine solche Punktmenge. 2. Die Konstruktion minimaler Gebiete, die einen bestimmten 
‘Teil aller Punkte einer solchen Menge enthalten. 

(Übersetzung der russischen Zusammenfassung.) 
‚ Gibson, Gordon D.: A rapid method for ascertaining serial lag correlation. 
‚Bfometrika, Cambridge 37, 288—307 (1950). 
The author describes a photoelectrie method to find the ‚‚first-moment corre- 
lation coefficient“ 
n 
(= > (at a1 la; a;). 
‘(For two normal populations we have 1— 07 = (1—r?)}.) An application to 
dendrochronology illustrates the procedure. S. Vajda (Epsom, England). 

Theil, H.: A rank-invariant method of linear and polynomial regression ana- 
Iysis. II. Proc. Akad. Wet., Amsterdam 53, 1397—1412; Indag. math., Amster- 
dam 12, 467—482 (1950). 

Extension of the results described in the reviews of Parts I and II (this Zbl. 
36, 216) of the author’s study to polynomial regression and to its applications to 
problems of predietion. S. Vajda (Epsom, England). 

Nanda, D.N.: Distribution of the sum of roots of a determinantal equation 
under a certain condition. Ann. math. Statist., Baltimore Md. 21, 432—439 (1950). 

Let x = ||x,,|| and y = ||y,,|| be two p-variate matrices with n, and n, degrees 
of freedom respectively. The author calculates the distribution of the sums of the 
roots of the equation |xx’ —d (xx +yy')| =, fr I=min(p,n,)=2 or 3 
and |’p—n,| =1. The moments are also derived for 1= 2. S. Vajda. 

Banerjee, K. S.: On certain aspects of spring balance designs. Sankhya, Cal- 
cutta 9, 367376 (1949). 

It is known [Mood, Ann. math. Statist. 17, 432—446 (1946)] that in the case 
of the spring balance the variance factors which define the errors of weighing results 
areatleast 4N/(N +1)?. Theauthor discusses cases wherethis value cannot be obtained 
and computes their variance factors. His designs are derived from balanced 
incomplete block designs, and fractional replication is also considered. (Compare 
the same author’s paper, this Zbl. 37, 91). S. Vajda (Epsom, England). 

Ghosh, M.N.: A test for field uniformity based on the space eorrelation method. 
Sankhya, Calcutta 9, 39—46 (1948). 

Verf. stellt die nicht-parametrische Verteilung des dem Reihen-Korrelations- 
koeffizienten (serial correlation) für den Fall der zweidimensionalen Stichprobe 
(&p i=12%,..,.m; j=1,2,...,n) nachgebildeten Korrellationskoeffizienten 
(space correlation) 


1! 1 xy ) 
23 (2;; er > 24) ER nm Y4m’,i+n’ 


IE (2; FE En > 2,)} 83 (a ci a 23 en) 
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auf, berechnet das zugehörige erste und zweite Moment und zeigt, daß diese Ver- 
teilung mit wachsender Ausdehnung der Stichprobe asymptotisch normal wird. — 


MN . . 
Für die Covarianz Cov (X,X)= 5 2%; ım,j+m ermittelt er das nicht-para- 
ir 


metrische erste und zweite Moment und beweist die stochastische Konvergenz der 
nicht-parametrischen Momente 
go m BE Beer re 3} 
Mer > (x nm 0) ( itm’,I+tn nm i+m’,Ii+tn 

gegen die Momente einer Normalverteilung mit dem Mittelwert 0. Dieser Satz 
bietet eine einfache Möglichkeit, die Zufälligkeit der Beobachtungen in großen zwei- 
dimensionalen Stichproben mit Hilfe der Covarianz zu testen. Georg Friede. 

Walker, A. M.: Note on a generalization of the large sample goodness of fit 
test for linear autoregressive schemes. J. R.statist. Soc., London, Ser. B 12, 102— 


107 (1950). 
Consider the following equation defining a linear autoregressive scheme: 
u +T4W%_1] oe Sn + Am Um DM a bi H-ı SR 40, 
where the n, are independently, identically distributed random variables with mean 
zero, and the a, are such that the process is stationary. The author indicates the con- 
ditions in which the autocorrelations 0, .. .;O4„ determine uniquely the b’s. 
Hence, in general, the a’s and b’s can be determined by equating the first m + n 
serial correlations r, to the corresponding o,. A test is given for the adequacy of 
2 


M 
the scheme, based on a sum of terms RR= 3 A; r,, (t>m+n), where the A, 
s i=0 


5 
are defined by 1 +a,2 7. ta, a”)? — © A,x'. The author discusses also 


i=1 
extensions of the test to somewhat more general schemes and to certain continuous. 
processes. S. Vajda (Epsom, England). 

Bartlett, M. S. and P. H. Diananda: Extension of Quenouille’s test for auto- 
regressive schemes. J. R.statist. Soc., London, Ser. B 12, 108—115 (1950). 

Using a linear operator method, the authors derive two tests of the adequaey 
of autoregressive schemes. One of them is essentially an extension of Quenouille’s. 
test (this Zbl. 29, 274) to the case of correlated residuals and continuous processes. 
(cf. the preceding review) and the relative merits of the other depend on whether 
the coefficients of the defining equation are given or must themselves be estimated.. 
In the latter case Quenouille’s test appears to be preferable. S. Vajda (Epsom). 

Bhattacharyya, A.: On some analogues of the amount of information and their 
use in statistieal estimation. I, II, II. Sankhyä, Caleutta 8, 1—14 (1946), 201—218- 
(1947), 315—328 (1948). 


Für die Streuung V(T) der aus n der l-parametrigen Verteilung eaRe Sn 
02..,0,) folgenden Zufallsvariablen x,,..., &, gewonnenen, von systematischen 
Fehlern freien Schätzung 7(x,,...,x,) für die Funktion t(0,,...,6,) der Para-- 


meter 6,,...,6, leitet Verf. folgende Verallgemeinerung der von Rao (Bull. Cal- 
cutta math. Soc. 37 (3), 81 (1946)] und Crame&r (Mathematical methods of statistics, 
Uppsala 1945) gefundenen Ungleichung ab. Bezeichnet i die geordnete Folge der 


. ” . . U . * 
nicht negativen ganzen Zahlen i,,...,i, deren Summe N i„=#0 und kleiner oder 
r=1l 


gleich ‚einer ganzen Zahl » >1 ist, und ? eine entsprechend definierte Zahlen- 

folge i,...,% und wird 

. gltlere ti Hitler rel 

IM=-— — ——f, zb) 
() 007: + «00°! f @) 801: + + » 00 Y 


J(t, ®) - me da): de 


b2 


n 


gb | % "1.997 


_ und die Matrix (EN) = ((J [% v])) gesetzt, so gilt unter gewissen 

Regularitätsbedingungen v(T) 25 t()r(W)J |, V)], wobei über alle zulässigen 
t, und i, zu summieren ist. Mit diesem Ergebnis werden zugleich auch auf R. A. 
Fisher zurückgehende, vielfach diskutierte Ideen über den Erkenntnisertrag 
verallgemeinert. — Der Fall» = 1 wird sowohl für den Fall !=1 als auch für 
2 >1 besonders diskutiert. Nach einer weiteren Verallgemeinerung durch Ver- 
wendung von Differenzen an Stelle von Differentialen und verschiedenen geometri- 
schen Interpretationen werden die erhaltenenen Ergebnisse auf zahlreiche allge- 
meine Schätzprobleme und solche, die bei speziellen Verteilungen (Cauchy-, mehr- 
"variable Normal-, /-, B- und Multinominalverteilung) auftreten, angewendet. 

Georg Friede (Göttingen). 

Ghosh, M.N.: On the problem of similar regions. Sankhya, Calcutta 8, 329— 
338 (1948). 

Verf. zeigt, daß die Existenz von p suffizienten Schätzparametern 7’, (2, - - -, 2,)> 
1, (% - » -, %,) der k unbekannten Parameter ©,,...,©, der Verteilung von 
x eine hinreichende Bedingung für die Existenz ‚ähnlicher‘ kritischer Bereiche 
(similar regions), d. h. solcher kritischer Bereiche des n-dimensionalen Stichproben- 
raufnes ist, bei denen für alle der zu prüfenden Nullhypothese H, angehörenden 
einfachen Hypothesen über ©,,...,©, die Wahrscheinlichkeit, daß die Stichprobe 
in den betreffenden Bereich falle, gleich groß ist. „Ähnliche“ Bereiche, die sich auf 
die vom Verf. angegebene Weise aus suffizienten Schätzungen konstruieren lassen, 
haben die ‚Struktur detaillierter Ähnlichkeit“. Am Beispiel der Verteilung 


pP («O)de=2- edel =) (2 >0) wird nachgewiesen, daß diese spezi- 


ellen ähnlichen Bereiche i.a. nicht die Menge der ähnlichen Bereiche erschöpfen. 
Sodann gibt Verf. hinreichende Bedingungen für die Verteilung und die suffizienten 
Schätzungen an, unter welchen alle ähnlichen Bereiche die Struktur detaillierter 
Ähnlichkeit besitzen. M. P.@eppert (Bad Nauheim). 


Bahadur, Raghu Raj: On a problem in the theory of k populations. Ann. 
math. Statist., Baltimore Md. 21, 362—375 (1950). 

Let the observeil values X, of k random variables with distributions f,(x) be 
ordered so that X < X, << X. An „impartial decision rule“ d eh 
proportions p;(d) to Xu). ar Hi a a parameter of f;. The author proves that the ex- 


pectation of Imax (9) - 2 P;9; h is smallest if p, = 1 and all other p,=0, and 


that this is true for aky et of f, of a very general type, provided that for any 
BEA, foröwiihr 9; <g, the set dh NLD RT 
is of measure zero. He also proves that the latter condition is necessary. — Such a 
theorem is useful, for instance, when a population is to be found with the greatest 
mean, say, but where it is admissible to indicate more then one population, if the 
differences between the estimates of some of the means are not significant. 

S. Vajda (Epsom, England). 


Seott, Elizabeth L.: Note on consistent estimates of the linear struetural relation 
between two variables. Ann. math. Statist., Baltimore Md. 21, 284—288 (1950). 

Zwei beobachtbare zufällige Veränderliche z& und y sollen die Strukturen 
xz=E+u und y=«&-+Pß&-+v haben. Dabei seien &, u, v ebenfalls zufällige, 
voneinander unabhängige, jedoch nicht beobachtbare Veränderliche, und zwar die 
beiden letzten, die Messungsfehler, mit normalen Verteilungen und Streuungen 
o? und 02. & und ß sind unbekannte Parameter, die geschätzt werden sollen. Verf. 
geht von der Annahme aus, daß gewisse Kenntnisse über die Momente der Vertei- 
lung von £, die nicht normal sein darf, damit das Problem überhaupt lösbar ist, 
vorliegen, und zeigt, daß man dann Gleichungen aufstellen kann, bei denen eine 
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Wurzel eine zuverlässige Schätzung von ß ist. Eine entsprechende Schätzung von 
.& bietet dann keine Schwierigkeiten mehr. Paul Lorenz (Berlin). 

Wolfowitz, J.: Non-parametrie statistieal inferenee. Proc. Berkeley Sympos. 
Math. Statist. and Probability (August, 1945 and January, 1946), 93—113 (1949). 

The author gives an exposition, with bibliography, of recent advances in non- 
parametrie estimation and testing, with indications of the direction in which further 
research can be expected to proceed. In an appendix he deals with the number of 
runs of two kinds of elements, a statistic which has been used [Wald and Wolfo- 
witz, Ann. math. Statist. 11, 147—162 (1940); this Zbl. 23, 248] for a test of the | 
identity of two populations, and derives its large sample variance under a general 
class of alternative hypotheses. S. Vajda (Epsom, England). 

Janko, Jaroslav: Advances in the theory of non-parametrie tests in statistical 
inference. Casopis Mat. Fys., Praha %4, Nr. 2, 62—72 und engl. Zusammenfassg. 
 73—74 (1950) [Tschechisch]. 

Bericht über neuere Ergebnisse, die Schätzung einer kumulativen Verteilungsfunktion 
betreffend, von der nur bekannt ist, daß sie setig ist, und verwandte Probleme, u. a.das der 
Beurteilung, ob zwei Stichproben derselben Population entnommen sind. 

(Aus der engl. Zusammenfassg.) 

Kemperman, J. H. B.: Einige Methoden aus der Sequenzanalysis. II. Math. 
Centrum, Amsterdam, Rapport ZW 1950, 003, 29 S. (1950) [Holländisch]. 

(Teil I vgl. dies. Zbl. 36, 209). Verf. stellt eine Testreihe durch Gitterpunkte 
(n, y) mit n=1,2,3,... dar. Im Punkt (n, y) bricht die Reihe entweder durch 
unvorhergesehene Umstände ab [Katastrophe mit Wahrscheinlichkeit » (n, y)], oder 
der nächste Schritt führt zu (n+1,y-+r) mit Wahrscheinlichkeit g(n, y) oder 
zu (n-+1,y—s) mit Wahrscheinlichkeit p(n, y); r,s ganzzahlig, r+s (0, 
im klassischen Fall r=s=1. Verf. bestimmt die Wahrscheinlichkeit, daß in 
einem Punkte (n, y) eine „Katastrophe“ auftritt. Härlen (München). 

Rushton, S.: On a sequential t-test. Biometrika, Cambridge 37, 326—333 
(1950). 

The author constructs the sequential probability ratio test for thehypothesis that 
the mean of a normal population is a given multiple of the (unknown) standard 
deviation. The resulting formulae involve the non-central t-distribution and an 
approximation is introduced and its accuracy studied. A numerical example, based 
on random sampling numbers, is also given. S. Vajda (Epsom, England). 

Baker, A. G.: Properties of some tests in sequential analysis. Biometrika, Cam- 
bridge 37, 334—346 (1950). 

After alengthy restatement of well-known theory the author describes a sampling 
experiment designed to illustrate the case where the means of two normal popu- 
lations differ by the amount of the common standard deviation. Some remarks are 
made about truncation and about the distribution of the decisive sampling number. 
His main concern is with the accuracy of certain formulae for the two types of 
error. A studentised test is then suggested which „should give satisfactory results“. 
A further paper is promised to discribe a t-test in which the estimate of the variance 
changes as sampling proceeds. S. Vajda (Epsom, England). 


eKemperman, Johannes Henricus Bernardus: The general one-dimensional 
random walk with absorbing barriers; with applieations to sequential analysis. (Diss. 
Amsterdam). ’S-Gravenhage: 1950. 1118. 

The author gives an exposition of the problems of random walk as they appear in 
sequential analysis. In deriving the probabilities for the termination of the sequence 
at given boundaries, or after a given number of steps, he re-states some of Wald’s 
results, using his ‚fundamental identity“, and derives them also by using an integral 
equation. In particular, he studies the case of steps which are integral multiples 
of a given unit length, that of a one sided boundary, and what he describes as „per- 
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_ vious boundary‘“: when any lattice point is reached, there is a given probability 
_ that the walk has terminated. S. Vajda (Epsom, England). 
Theil, H.: Über „uperosses“ und ‚downerosses“ in Zeitreihen. Math. Cen- 
trum, Amsterdam, Rapport ZW 1950, 010, 88. (1950) [Holländisch]. 
Bei mathematischer Analyse empirisch gegebener Zeitreihen stellt sich nach 
Kendall die Frage, wie ‚uperosses“ und „downcrosses“ auf der Zeitachse ver- 
teilt sind. Unter der Annahme, daß es sich um stochastische Größen handelt und 
daß die Zeitreihen durch Differentialgleichungen erster Ordnung gegeben sind, be- 
stimmt Verf. den erwartungsgemäßen Abstand zwischen ‚upcrosses“ und „down- 
crosses“. Härlen (München). 
Doob, J. L.: Time series and harmonie analysis. Proc. Berkeley Sympos. 
math. Statist. and Probability (August, 1945 and January, 1946), 308—343 (1949). 
Expository article. Only work up to 1945 has been considered. S. Vajda. 


Versicherungsmathematik. Finanzmathematik: 


Jantzen, Ivar: Laws of production and cost. Econometrica, Chicago 17, 
Suppl. 58—67 und französ. Zusammenfassg. 67—68 (1949). 

* Dresch, Franeis W.: Continuous index numbers and quantitative study of the 
general economy. Proc. Berkeley Sympos. math. Statist. and Probability (August, 
1945 and January, 1946), 203—221 (1949). 

Verf. stellt eine Verbindung zwischen der konventionellen theoretischen Ökono- 
metrie her, die auf den Walrasschen Gleichgewichtsgleichungen beruht, und der 
statistischen Methode, die zu Indexzahlen führt. Nach Divisia definiert er stetige 
Preis- und Mengenindizes, wozu er die Elastizität (logarithmische Ableitungen) 
benutzt. Für den Fall von ‚„striet competition‘ (im wesentlichen feste Preise) gibt 
er Produktionsfunktionen an mit maximalem Profit; ferner stellt er Angebots- und 
Nachfragefunktionen und die allgemeine Gleichgewichtsgleichung in Indexvariabeln 
auf und findet z. B. eine Maximaleigenschaft des Mengen-Index der Konsumgüter, 
wenn der Mensen-Index der Produktionsmittel, die nicht Produktionsgüter sind, 
konstant ist bei maximalem Profit und bei ‚strict competition‘ (mathematischer 
Ausdruck eines Prinzips von Adam Smith). Härlen (München). 

Leontief, Wassily: Structural matrices of national economies. Econometrica, 
Chicago 17, Suppl. 273—280 und französ. Zusammenfassg. 281—282 (1949). 

Rueff, Jacques: Sur la theorie quantitative et le phenomene de regulation 
monetaire. Econometrica, Chicago 17, Suppl. 295>—305 und engl. Zusammenfassg. 
305—306 (1949). 

Anderson jr., 0.: Zur Frage der Errechnung der Einkommenselastizität. Mit- 


teil.-Bl. math. Statistik, München 2, 93—104 (1950). 

Bei den Betrachtungen des Verf. über die Möglichkeiten, die Einkommenselastizität zu 
errechnen, Jaufen zwei Untersuchungsreihen parallel: einmal werden die Ausgaben als Funktionen 
des Einkommens allein und einmal als Funktionen des Einkommens und der Familiengröße 
behandelt. Bei der hier zugrunde gelegten Linearität der Regression ergibt sich zwischen beiden 
vollkommene Analogie. Verf. kann eine formelmäßige Deutung des Engelschen und des Schwabe- 
schen Gesetzes ableiten. Ferner gelingt eine Darstellung der Ausgabequote und eine durch- 
‘sichtige Klassifikation der mit Geld befriedigbaren Bedürfnisse einer Familie. Durchgehend 
werden die statistischen Möglichkeiten und Schwierigkeiten erwogen. Peter (Tübingen). 

Chipman, John $.: The multiseetor multiplier. Econometrica, Chicago 18, 


355—374 (1950). 


Sei eine Wirtschaft in n Sektoren aufgeteilt, Y, das Einkommen des Sektors i, E, die in 
i gemachten Ausgaben. Die Sektoren ö und k sollen heterogen heißen, wenn der Grenzwert 


der totalen relativen Ausgaben NW nn E zY. ist; gilt statt dessen Gleichheit, so mögen 
; we . ; en # . . . 

"sie homogen heißen. Die Aufteilung der Wirtschaft in größte homogene Gruppen ist optimal hin- 

sichtlich des Grenzwertes. Der ‚‚Multiplier‘“, der die durch Ausgabensteigerung erzielte Ein- 

kommenssteigerung wiedergibt, wird für eine aus heterogenen Gruppen bestehende Wirtschaft 


r 
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‚aufgestellt und gezeigt, daß er für eine aus homogenen Gruppen bestehende Wirtschaft 


in den konventionellen „‚Multiplier“ übergeht. Ferner zeigt Verf., daß die Stabilitätsbedingungen | 


für den Multiplier identisch sind mit den Hurwitzschen Bedingungen dafür, daß eine Gleichung‘ 
nur Wurzeln mit negativem Realteil besitzt, bzw. den I. Schurschen Bedingungen, daß die 
Wurzeln eines Polynoms im Einheitskreis liegen. Härlen (München). 

Simpson, Paul B.: Risk allowances for price expeetations. Econometrica, 
Chicago 18, 253—259 (1950). 


Verf. formuliert unter einigen allgemeinen Voraussetzungen (z. B. der Existenz einer Vor-. 


zugsfunktion) die Hicksschen Risikospannen exakt, die, an den wahrscheinlichsten Preisen an- | 


gebracht, diese zu den zu erwartenden machen. In einem ziemlich allgemeinen Fall läßt sich 
die Hickssche Regel für das Vorzeichen der Risikospannen ableiten. Dabei wurde ein Konser- 


vyativismus des Verhaltens in dem Sinne angenommen, daß bei gleicher Unternehmerneigung | 


größere Risiken nur bei höherer Gewinnerwartung eingegangen werden. Diese Verhaltungsweise 
läßt sich formal durch die Bedingung dV/dS > 0 beschreiben, wo V der mittlere Gewinn und 
S seine Streuung, die beiden Variabeln der Vorzugsfunktion sind. Zu einer äquivalenten Be- 
schreibung kommt man, wenn die Vorzugsgrößen durch Nützlichkeitsgrößen ausgedrückt werden. 
(hier wurde eine Integraldarstellung der einen Größe durch die andere angenommen). Bedeutet 
U diese Nützlichkeit, so lautet die entsprechende Bedingung dU/dS < 0. Bei der Betrachtung: 
wiederholter unternehmerischer Entscheidungen zeigt sich, daß wegen der begrenzten Kapital- 
mittel auch hier dem Unternehmer konservatives Verhalten (d.h. zugunsten kleiner Risiken). 
geboten ist. i S Peter (Tübingen). 
Rocard, Y.: Les modeles &conomiques dynamiques. Econometrica, Chicago 


17, Suppl., französ. Zusammenfassg. 328 und engl. Zusammenfassg. 329 (1949). 


Kellner, Wolfgang: Zur Grundlegung der Konjukturtheorie. Z. Ökonometrie, 
Mainz 1, 26—46 (1950). 

Um die Grundlagen einer dynamischen Theorie zu entwickeln, geht Verf. von den Cassel-- 
schen Gleichungen aus, die er als spezielle Lösungen (für den Fall der Statik) auffaßt. In dem. 
ein Teil der Casselschen Größen als zeitvariabel, ein anderer als konstant angesetzt wird, liefert: 
die zeitliche Differentiation dieser Gleichungen ein gesuchtes System. Durch eine Reihe von. 


Annahmen und Vereinfachungen kann dieses System homogen, linear und von erster Ordnung 


gemacht werden. Die Lösung, durch Exponentialansatz gewonnen und nach einer Hauptachsen- 
transformation elegant diskutiert, analogisiert das Wirtschaftssystem mit einem System stark 
gedämpfter mechanischer Schwingungen. Die Konjukturursachen sind somit nicht mit dessen. 


„Kigenschwingungen‘ erklärbar. Eine Möglichkeit hierzu bieten die in der bisherigen Approxi- | 
mation vernachlässigten zeitlichen Ableitungen der technischen Koeffizienten, die formal als. 
äußere Erzwingungen figurieren und die, wirtschaftlich zwangsläufig als Unternehmerinitiative | 


gedeutet, einen befriedigenden Erklärungsgrund für die Konjunkturursachen darstellen. Dies. 


ist im engen Anschluß an die Schumpetersche Erklärung der Konjunkturbewegungen. Ab- | 
schließend weist Verf. auf die Möglichkeit hin, der durch die Näherung bedingten Grobheit der | 
Analyse mit einer Störungsrechnung zu begegnen, sowie auf die Richtungen, in denen die statisti- | 


sche Arbeit Daten und Prüfungsmöglichkeiten gewinnen kann. Peter (Tübingen). 


Costa Leal, A.: Bemerkungen über die mathematische Theorie des Monopols.. ; 


Rev. Economia, Lisboa 1, 31—33 (1948) [Portugiesisch]. 


Kurze elementare mathematische Theorie des Monopols unter Benutzung der | 


Bücher von Hicks und Stackelberg, die heute in Deutschland von den jüngeren 
mathematisch interessierten Nationalökonomen herangezogen werden. Lorey. 


Costa Leal, A.: Bemerkungen zur Theorie des bilateralen Monopols. Rev. 


Economia, Lisboa 1, 234—235 (1948) [Portugiesisch]. 


Unter vereinfachenden Annahmen werden die das Problem beschreibenden 


Differentialgleichungen abgeleitet. Lorey (Frankfurt a. M.). 

Anderson, Theodore W. and Leonid Hurwiez: Errors and shocks in eeconomie 
relationships. Econometrica, Chicago 17, Suppl. 23—24 und französ. 24—25 (1949) 
(Zusammenfassgn.). 

Tinbergen, J.: Some remarks on the problem of dollar scareity. Econometrica 
Chicago 17, Suppl. 73—95 und französ. Zusammenfassg. 96—97 (1949). 

Rebuelto, Emilio: Eisenbahntarife maximalen Ertrages. VII. An. Soc. ci. 
Argentina 143, 177—200 (1947) [Spanisch]. 


Beachtlich als Beitrag zur Anwendung der Mathematik bei Konstruktion von 


Tarifen, wie sie vor Jahrzehnten schon der von Verf. auch genannte Launhardt 
in Deutschland gemacht hat. Lorey (Frankfurt a. M.). 
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Rother, Karl: Konnuptialindex und Korrelationskoeffizient. Mitteil.-Bl. 
- math. Statistik, München 2, 184-190 (1950). 

® Insolera, F. A.: Trattato di Seienza attuariale. I: Teoriea della sopravvivenza. 
Torino: Giappichelli, Editore 1947. VII, 242 p. 

L’A. si & proposto di coordinare la materia trattata in molte note pubblicate 
nel corso di oltre 30 anni, cosi da farne una esposizione organica che si presti per 
tracciare le linee di una teoria generale della sopravvivenza. — Il volume consta di 
due parti: la prima tratta della teoria della sopravvivenza in gruppi generici, omo- 
genei rispetto alla sola etä dei componenti; la seconda parte tratta della teoria della 
sopravvivenza in gruppi scelti. — Tra gli argomenti della prima parte figurano: 
considerazioni sulle forze biologiche di mortalitä e di vitalitä& e sul concetto di etä 
estreme; postulati per uno studio logico deduttivo del fenomeno della sopravvivenza; 
costruzione delle tavole di mortalitä in gruppi chiusi e in gruppi aperti; tassi di 
mortalitä; funzioni di sopravvivenza dipendenti da una variabile e d’ordine superiore. 
— Nella seconda parte si estendono i concetti gi& studiati sui gruppi dipendenti da 

‚una variabile, a gruppi dipendenti da due variabili. Si esamina quindi la sopravvi- 
venza in gruppi di assicurati selezionati e in gruppi d’invalidi. — L’esposizione di 
quasi tutti gli argomenti parte dai concetti elementari per giungere a una trattazione 
suPperiore. T. Salvemini (Roma). 

Thepaut, A.: Le trait& d’exe&dent du cout moyen relatif (ecomor). Bull. tri- 
mestr. Inst. Actuaires Francais 61, 273—343 (1950). 

Verf. beweist, indem er das einfache Verteilungsgesetz von Pareto voraus- 
setzt (m =bx", wo m die Zahl der x übersteigenden Schäden ist, «a und 5 Kon- 
stante) und einer Feststellung von Fr&chet folgt, die ‚‚Indeformabilität“ des ersten 
steilen Abschnitts der Schadenverteilungskurve; die Summe der einzelnen Schaden- 
exzedenten (Belastung des Rückversicherers) ist für alle Punkte der Kurve pro- 
portional zur Summe der Franchisen F aus den entsprechenden Risiken (m - F), 
wobei die Ordinate des betreffenden Punktes als Franchise angesehen wird. Das 
Verhältnis Belastung des Rückversicherers zu m: F ist der Prämiensatz, für den 

1-a 
Verf. ableitet 7, = en I 
k = Anzahl der Maxima, die der Schadenexzedenten-Rückversicherer deckt. — 
Verf. gründet hierauf ein neues System der Rückversicherung (ECOMOR), bei dem 
die Franchise nachträglich bestimmt wird als Ordinate einer bestimmten Stelle 
der Schadenverteilungskurve (Betrag des m-ten Schadens), so daß eine dem Vertrag 
immanente Stabilisierungsklausel besteht. Damit ist eine Problematik des gewöhn- 
lichen Schadenexzedenten-Vertrages gelöst. Die andere, die in der Bestimmung 
einer nicht willkürlichen Prämie besteht, löst sich ebenfalls, indem der empirisch 
bestimmte Prämiensatz 7 mit m: F zu multiplizieren ist. Die Praxis dieser Ver- 
tragsart wird ausführlich dargelegt, vor allem auch die relative mittlere quadratische 

Abweichung abgeleitet. Härlen (München). 

Jeeklin, H.: Du ehamp d’applieation de la formule d’approximation de Lidstone. 
Bull. trimestr. Inst. Actuaires Frangais 61, 261—272 (1950). 

Verf. leitet aus einem einfachen algebraischen Prinzip die Lidstonesche Nähe- 

- rungsformel für die Prämie der Versicherung auf verbundene Leben ab und ver- 
wandte Näherungsformeln für die versicherungstechnischen Werte (F) als algebra- 
ische Funktionen von a,a), 1/azn] und a,+1n=r/&zn)- Für zwei Leben mit den Be- 
ginnaltern x, y und der Versicherungsdauer n gilt F,ynı = Fan + Fun — Fnj und 

rat entsprechende Formeln gelten bei drei und mehr Leben. 

Ferner ist für verschiedene Zinsfüße i und i’ Fyn — Fam Fin —F%, und Fon/fr 
üFzn/F%. Ähnliche Näherungen gelten für die Prämien bei 100% Übersterblich- 
keit, woraus einfache Ausdrücke für den erforderlichen Prämienzuschlag bzw. den 
nötigen Multiplikator folgen. . Härlen (München). 


e il 9, 
kuw.I.k—= Sr, = Be also unabhängig von m, 


7 
[} 
z 
ne 
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Zwinggi, E.: Zur numerischen Berechnung der Sterbewahrscheinlichkeit aus 


der Sterbeintensität. Experientia, Basel 6, 457 (1950). 
Poudevigne, J.: Note sur les rentes röversibles et la m&thode du d&doublement. 


Bull. trimestr. Inst. Actuaires Francais 61, 405—411 (1950). 


Geometrie. 


Grundlagen. Nichteuklidische Geometrie: 


Uitar, Joze: Elementargeometrische Abbildungen und Begriff der Transfor- 
mationsgruppe in der Geometrie. Fac. Phil. Univ. Skopje, Sect. Sci. natur., Ed. 
spec. Nr. 1, 64 8. mit deutschem Auszug (1950) [Kroatisch ]. 


Verf. zeigt mit elementarsten Mitteln — um auch Lehrern ohne oder mit unvollendeter 
Fakultätsausbildung verständlich zu sein —, den Ideen F. Kleins folgend, welche Bedeutung 
die geometrischen Abbildungen und der Begriff der Transformationsgruppe für die Systematisie- 
rung der Geometrie haben. Bei Beschränkung auf elementargeometrische Abbildungen wird 
nebenbei an manchen Beispielen gezeigt, wie man geometrische Abbildungen auch praktisch 
ausnutzen kann, um aus bekannten, für spezielle Fälle geltenden Sätzen oder geometrischen 
Konstruktionen allgemeinere zu bekommen; hierfür wird besonders die Affinabbildung benutzt. 

(Aus der deutschen Zusammenfassung.) 

e Kostin, V. L.: Grundlagen der Geometrie. 2. Aufl. Moskau: Staatsverlag für 
Erziehung und Unterricht des Bildungsministeriums der RSFSR 1948. 304 8., 8,10R. 
[Russisch ]. 

Dies Buch ist, wie in der Einleitung auseinandergesetzt wird, nicht vorwiegend systematisch 
angelegt wie das bekannte Werk von Hilbert, sondern führt historisch in den Stoff ein und 
zeichnet sich auch weiterhin durch bemerkenswerte Vielseitigkeit aus. Zu Beginn wird zuerst. 
in einem geschichtlichen Abriß insbesondere über Euklids Elemente und ihre bereitsim Altertum 
und später bemerkten Mängel berichtet. Im Kap. II stellt Verf. dann ein vollständiges Axiomen- 
system der absoluten Geometrie mitsamt den einfachsten daraus zu ziehenden Schlüssen in 
der Hilbertschen Gruppierung auf. Die Kap. III und IV handeln dann je von der Euklidischen 
und Lobatevskischen Geometrie. Auf die Frage der Widerspruchsfreiheit beider Geometrien 
wird besonders eingegangen; diese Frage wird im Fuklidischen Falle mittels der gewöhnlichen 
analytischen Geometrie und im hyperbolischen Falle mittels der Kleinschen Abbildung (die 
hier stets nach Beltrami-Klein benannt ist) auf die nach der Widerspruchslosigkeit der Ana- 
lysis zurückgeführt. Es fehlen aber auch in diesen Kapiteln nicht andere Modelle, wie das der 
Euklidischen Geometrie im parabolischen Kreisbündel und auf der Grenzfläche des hyperboli- 
schen Raumes, dessen Grundeigenschaften zuvor dazu entwickelt werden. Nach einer Erklärung 
des Formelapparats der hyperbolischen Trigonometrie im V. Kap. folgt das Kap. VI mit der 
Überschrift „Interpretationen der Lobalevskischen Geometrie“. Zunächst wird darin die Frage 
nach der Vollständigkeit des Axiomensystems der hyperbolischen Geometrie gestellt und zu 
ihrer Entscheidung ein direktes analytisches Modell dieser Geometrie unabhängig vom euklidi- 
schen entwickelt. Dann kommen die bekannten Deutungen der nichteuklidischen Geometrie 
ausführlich zu Wort, und zwar neben der Kleinschen die der Poincareschen Halbebene und die 
auf Flächen negativen Krümmungsmaßes. Das letzte Kapitel bringt dann noch einen Abriß 
der Inhaltslehre. Das Buch ist vorzüglich geschrieben und mit 172 Figuren versehen. Es fehlt 
allerdings völlig eine Behandlung der elliptischen Geometrie. Der russische Leser wird an einer 
Stelle dieserhalb gelegentlich auf ein Buch von Bogomolski (Einführung in die nichteuklidische 
Geometrie Riemanns, 1934) verwiesen. Burau (Hamburg). 

Busemann, Herbert: Noneuelidean geometry. Math. Mag., Pacoima Calif. 
24, 19—34 (1950). 

‚Sehr elegante, populäre — d.h. für „Sophomores“ berechnete — Einführung 
in die sphärische, elliptische, euklidische und hyperbolische Geometrie. Die Methode 
ist synthetisch und trigonometrisch. Der unvermeidlichen Frage: „Aber welche ist 
nun die wirkliche Geometrie ?“ wird dadurch vorgegriffen, daß die sphärische 
Geometrie, als die wahre Geometrie auf der Erdkugel, den Ausgangspunkt bildet. 
Es wird nach den metrischen Räumen gefragt, die freie starre Beweglichkeit ge- 
statten. Wenn ® (x) das Verhältnis eines Bogens auf der Abstandslinie im Abstand x 
mit der entsprechenden Strecke auf der Grundgeraden ist, so führt eine synthetische 
ei a Funktionalgleichung ®(x + y) Dix y) =2®DP(x)D(y). Dem 

eser wird als Übungsaufgabe empfohlen, zu bestätigen, daß 0,1, cosax, ccsh xx 
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die einzigen stetigen Lösungen sind. Dementsprechend gibt es keine anderen als 
die klassischen Geometrien. Wenn der Somophore nach dieser mathematischen 
Vorbereitung zu der oben erwähnten naiven Frage zurückkehrt, wird er vielleicht 
den Mut finden, über deren Sinn selbständig nachzudenken — und das ist wohl 
das Hochziel eines populären Artikels. F. W. Levi (Bombay). 


Sevdid, Milenko: Le triangle et quadrilatere assoei6s dans la g6ometrie de 
Lobatevski. Periodicum math.-phys. astron., Zagreb, II. 8. 2, 11—16 und französ. 
Zusammenfassg. 17 (1947) [Kroatisch]. 


Gruting, €. J. van: Einzelne Betrachtungen über die Eigenschaften von Drei- 
ecken und Kreisen in der elliptischen Geometrie. I. Simon Stevin, wis.-natuurk. 
Tijdschr. 27, 153—176 (1950) [Holländisch]. 

Verf. legt die Cayleysche Maßbestimmung in bezug auf den absoluten Kegel- 
schnitt seinen Betrachtungen zugrunde. Er entwickelt die elliptische Trigonometrie 
auf Grund der dualen Beziehung zwischen dem Abstand zweier Ecken eines Drei- 
ecks und dem Supplement des gegenüberliegenden Winkels. Ausgehend von einer 
von Darboux gegebenen Definition des Flächenelements beweist er die Beziehung 
zwischen dem Dreiecksinhalt und dem Exzeß der Winkelsumme. Er bestimmt die 
Größe eines Kreisausschnitts und zeigt, wie die Fläche eines Kegelschnitts durch 
ein elliptisches Integral ausgedrückt werden kann. Er schließt den vorliegenden 
ersten Teil seiner Betrachtungen mit einigen Formeln, die auf den dualen Bezie- 
hungen zwischen den Seiten und den Außenwinkeln des Dreiecks beruhen. 

Zacharias (Quedlinburg). 

Petrov, @.: La meöthode projeetive de Monge dans V’espace elliptigue. Öasopis 
Mat. Fys., Praha 75, 27—42 und tschechische Zusammenfassg. 42 (1950). 

Verf. entwickelt die Grundlagen des Mongeschen Abbildungsverfahrens für den 
Fall eines dreidimensionalen elliptischen Raumes. Der Raum ist dabei durch ein 
Cayley-Kleinsches Modell realisiert. Das nullteilige absolute Gebilde der Geometrie 
ist durch seinen reellen Vertreter bestimmt, der als Einheitskugel 2, angenommen 
wird. Aus der Bemerkung, daß die auf einer Ferngeraden von 2, induzierte Anti- 
polarität identisch ist mit der von der euklidischen Metrik herrührenden absoluten 
Antipolarität, folgt, daß der Winkel von Ebenen durch den Mittelpunkt der Kugel 
für die euklidische und elliptische Geometrie der gleiche ist. Nimmt man nun als 
Bezugsebenen des Zweibildersystems zwei aufeinander senkrechte Ebenen durch 
den Mittelpunkt der Kugel, so sind die orthogonalen Projektionen eines Punktes 
auf diese Ebenen mit den euklidischen Projektionen identisch. Die Abbildung von 
Gerade und Ebene geschieht dann auf die in der euklidischen Geometrie be- 
kannten Weise. Bei der Lösung der Lagenaufgaben ergibt sich kein Unterschied zur 
euklidischen Geometrie. Beider Behandlung der metrischen Aufgaben ist es wesent- 
lich, daß der reelle Vertreter des absoluten Kegelschnittes einer beliebigen Ebene 
leicht konstruiert werden kann. Mittels dieses Kegelschnittes können dann, wenn 
man noch die Dualität zwischen Winkeln und Strecken im elliptischen Raum be- 
rücksichtigt, die Maßaufgaben gelöst werden. Verf. behandelt die folgenden sechs 
Grundaufgaben über Maßbeziehungen: 1. Entfernung eines Punktes von einer Ebene, 
. 2. Gerade, die durch einen vorgegebenen Punkt geht und eine vorgegebene Gerade 
unter rechtem Winkel schneidet, 3. Transversale zweier w Ändschiefer Geraden, 
4. Cliffordsche Parallele zu einer gegebenen Geraden durch einen vorgegebenen 
Punkt, 5. Konstruktion einer Cliffordschen Fläche mit vorgegebener Achse, 6. Drehung 
eines Punktes um eine Achse um einen vorgegebenen Winkel. Varga (Debrecen). 


Elementargeometrie; 


e Garcia Serrano, Vineente Inglada: Methoden zur Lösung von geometrischen 
Problemen. Madrid: Editorial Dossat 1948. 480 p. 183 fig. 100 pesetas. [Spanisch.] 
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e Frame, J. $.: Solid Geometry. New York:.McGraw-Hill Book Co. 1948. | 
X, 339 p. $ 3,50. 2 

e Northeott, J. A.: Plane and spherieal trigonometry. Revised edition. New 
York: Rinehart 1950. X, 94p. $ 3,50. 

e Wijdenes, P.: Sphärische Trigonometrie. Groningen-Djakarta: P. Noord- 
hoff N. V. 1950. 298 8. £ 9,50, geb. £ 11,50 [Holländisch]. 

Buch, Kai Rander: Ein elementares Verfolgungsproblem. Mat. Tidsskr. B, 
Kobenhavn 1950, Festskr. t. J. Nielsen, 128—130 (1950) [Dänisch]. 

Zwei Schiffe fahren geradlinig mit den konstanten Geschwindigkeiten v,, 2. 
Zur Zeit {—0 haben sie den Abstand c, und die Winkel ihrer Fahrtrichtungen 
gegen die Verbindungslinie sind z und v. c und u sind gegeben, z soll so bestimmt 
werden, daß ein minimaler Abstand erreicht wird. Eine kurze elementare Rechnung 
‚ergibt eine hübsche zeichnerische Lösung. @ericke (Freiburg i. Br.). 

Tibiletti, Cesarina: Sul problema di Apollonio: I cerchi orientati e le soluzioni 
di Vieta, Plücker e Newton. Periodico Mat., IV.S. 25, 16—29 (1947). 

Die Lösungen von Vieta, Plücker und Newton für das Appollonische 
Problem werden, um die Diskussion der Lösungsanzahl zu erleichtern, für orientierte 
Kreise gefaßt. @. Hajös (Budapest). 

Ramler, 0. J.: A poristie system of triangels.. Duke math. J. 1%, 443—451 
(1950). 

Systeme von oo! Dreiecken, die einem Kreis eingeschrieben und einem Kegel- 
schnitt umschrieben sind, haben außer Poncelet auch Laguerre, Weill und 
Goormaghtigh (dies. Zbl. 20, 386) betrachtet. Zahlreiche ihrer Eigenschaften 
werden hier mittels isotroper Koordinaten auf einfachere Weise hergeleitet. Z. B.: 
Für alle Dreiecke mit demselben Umkreis und demselben Inkreis hat das von den 
Berührungspunkten des Inkreises gebildete Dreieck denselben Schwerpunkt (Weill). 
Hohenberg (Graz). 

Varoli, Giuseppe: Di un teorema sul triangolo. Boll. Un. mat. Ital., III. S. 5, 
360—363 (1950). 

Neuer Beweis der von ©. E. Bonferroni mitgeteilten Verallgemeinerung des 
„Satzes von Napoleon“ (dies. Zbl. 36, 221). Zacharias (Quedlinburg). 

Fog, David: Betrachtungen im Zusammenhang mit einem Satz der ebenen 
Geometrie. Mat. Tidsskr. B, Kobenhavn 1950, Festskr. t. J. Nielsen, 27—32 (1950) 
[Dänisch]. 

Konstruiert man auf den Seiten eines ebenen Dreiecks nach außen gleich- 
schenklige Dreiecke mit dem Basiswinkel 30°, so sind deren Spitzen die Ecken eines 
gleichseitigen Dreiecks. Diesen Satz, der ein Sonderfall bekannter Sätze über ähn- 
liche Dreiecke auf den Seiten eines Dreiecks ist, verallgemeinert Verf., indem er 
den Aufsatzdreiecken verschiedene Basiswinkel gibt, deren Summe 90° beträgt. 
Es ergibt sich, daß in diesem Fall die Spitzen der Aufsatzdreiecke ein Dreieck 
bilden, dessen Winkel den halben Winkeln an den Spitzen der Aufsatzdreiecke gleich 
sind. Diese Verallgemeinerung gilt, wie Verf. beweist, auch für ein Dreieck ABC 
auf der Kugel. Zwei Sonderfälle dieses sphärischen Analogons der ebenen Ver- 
allgemeinerung können als Übertragungen des ursprünglichen Satzes für das ebene 
Dreieck gelten. — Statt nach außen, kann man die Aufsatzdreiecke auch nach 
innen antragen. Zacharias (Quedlinburg). 

Deenop, &. W.: Elementares vom höheren Standpunkt aus: Fußpunktdreiecke 
mit gleichen Brocardschen Winkeln. Math. Centrum, Amsterdam, Rapport ZW 
1950, 002, 5 S. (1950) [Holländisch]. 

Der bekannte Satz: Jeder Kreis des Schouteschen Büschels ist der geometrische 
Ort der Punkte, deren Fußpunktdreiecke einen konstanten Brocardschen Winkel 
besitzen (Enceykl. math. Wiss. III AB 10, $S. 1216) und andere bekannte Eigen- 
schaften der Brocardschen Gebilde werden bewiesen ohne Anführung der Literatur. 

Zacharias (Quedlinburg). 


> 
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Goormaghtigh, R.: Le pöle biangulaire dans les couples de triangles. Mathesis 
59, 167—172 (1950). 

Verf. hat früher (Mathesis 55, 424) den Begriff des „Zweiwinkelpols“ (pöle biangulaire) 
einer Geraden bezüglich eines Dreiecks eingeführt: Er legt durch die Ecken des Dreiecks ATASA, 
die Geraden A,P,, A,P,, A;P;, die die Gerade A in P,, P,, P, unter einem Winkel # treffen; 
die Geraden durch P,, P,, P;, die A,A,, A,A,, A,A, unter einem Winkel 9 treffen, bilden ein 
Dreieck Q,Q,9,, das dem Dreieck A,A,4, ähnlich ist mit dem Ähnlichkeitsverhältnis sin(9 +): 
sin 9. Der Mittelpunkt des Kreises Q,Q,0; ist der Zweiwinkelpol von 4 bezüglich A,A,4, für die 
Winkel 9 und 9. Für 9=—® wird der Zweiwinkelpol zum Isopol für den Winkel 9 (und 
dieser für = n/2 zum Orthopol). Für den Zweiwinkelpol beweist Verf. den Satz: Die Zwei- 
winkelpole für die Winkel # und der Seiten eines Dreiecks B,B,B, bezüglich eines Dreiecks 


 A,4,4, und für die Winkel —® und — 9 der Seiten des Dreiecks 4,4,4A, bezüglich des Dreiecks 


B,B,B, gehören zwei kongruenten Ellipsen an, die als gemeinsamen Mittelpunkt den Punkt der 
Mittelsenkrechten der Strecke zwischen den Höhenpunkten der beiden Dreiecke haben, von dem 
aus diese Strecke unter dem Winkel 2% erscheint. Sind O,, O,, R., R, Mittelpunkte und Radien 
der Kreise A,4,A, und B,B,B,, so sind die Längen der Ellipsenachsen 


(0,0, 4 [R2 + RR —2R, R, cos (28 + 29 + y)]}:sin®. 
Hierin bedeutet y den, wie Verf. beweist, konstanten Winkel zwischen den Radien der Kreise 
A,4,4, und B,B,B,, die nach solchen Punkten dieser Kreise hingehen, deren Wallacegeraden 
bezüglich A,4,4, und B,B,B, eine gegebene Richtung haben. — Verschiedene bemerkenswerte 
Sonderfälle werden von Verf. hervorgehoben. Zacharias (Quedlinburg). 


F 
Goormaghtigh, R.: Sur les groupes de triangles. Mathesis 59, 304-307 (1950). 
1. 4,, 43, . . ., 4, sei eine Gruppe von n Dreiecken einer Ebene. P,, P3, . .., P„ seien die 
Punkte ihrer Umkreise, deren Wallacegeraden einer gegebenen Richtung parallel sind. 
Un Mas » » -, U, Seien Massen, mit denen diese Punkte behaftet sind. Variiert jene Richtung, so 
beschreibt der Schwerpunkt dieser Massen einen Kreis I. Sein Mittelpunkt C ist der Schwer- 
punkt der den Umkreismittelpunkten der Dreiecke beigelegten Massen u, Hg, - --, Ay; sein 


Radius sei R. — 2. Wenn sich eine Gerade um einen Punkt O dreht, so beschreibt der Schwer - 


punkt der den Orthopolen dieser Geraden bezüglich der n Dreiecke beigelesten Massen 
Hi, gs + + +», 4, eine Ellipse. Ihr Mittelpunkt liegt in der Mitte zwischen O und dem Schwerpunkt 
der den Höhenpunkten der Dreiecke beigelegten Massen u, Ha, - - -, Un; ihre Achsen haben die 
Längen |R + 0 C|. — Wird eine Gerade d parallel zu sich selbst verschoben, so beschreibt der 
Schwerpunkt der den Orthopolen von d in der Dreiecksgruppe beigelegten Massen ij, Us, - - -, In 
eine zu dsenkrechte Gerade ö. Variiert die Richtung von d, so umhüllt ö eine dreispitzige Hypo- 
zykloide, deren Mittelpunkt der Schwerpunkt der den Neunpunktekreismittelpunkten der Drei- 
ecke beigelegten Massen u, ist und deren dreifach berührender Kreis den Durchmesser R hat. — 
Ist d fest und drehen sich die Dreiecke mit gleicher Geschwindigkeit um ihre Umkreismittel- 
punkte, so beschreibt der Schwerpunkt der den Orthopolen von d bezüglich der Dreiecke bei- 
gelegten Massen u, eine Epitrochoide; ihr Mittelpunkt ist die Projektion des Schwerpunkts 
der den Umkreismittelpunkten beigelegten Massen u, auf d. Trägt man von einem Pol 2 aus 
Strecken ab, die den Entfernungen der Umkreismittelpunkte der Dreiecke von den Höhen- 
punkten gleich und gleichgerichtet sind, und ist y der Schwerpunkt der den Endpunkten jener 
Strecken beigelegten Massen u,, so wird die Epitrochoide erzeugt durch Rollen eines Kreises 
vom Durchmesser 42 y auf einem Kreis von doppeltem Durchmesser, und zwar wird sie be- 
schrieben durch einen Punkt der Ebene des beweglichen Kreises, der von dessen Mittelpunkt 
die Entfernung 4 R hat. Zacharias (Quedlinburg). 


Wilson, Neil Y.: The general isogonal eirele. Math. Gaz., London 34, 281— 
285 (1950). 

Nahezu alle wichtigen Kreise der Dreiecksgeometrie — In- und Umkreis, 
Feuerbachscher, Taylorscher, Lemoinescher Kreis u. a. — sind, wie Verf. beweist, 


 Sonderfälle eines ‚allgemeinen isogonalen Kreises“ : Pund Q seien irgend zweiisogonal 


konjugierte Punkte für das Dreieck ABC. Durch P lege man drei Geraden, die mit 
den Dreiecksseiten BC, 0A, AB die gleichen Winkel PDC=PEA=PFB=% 
bilden; ebenso lege man durch Q@ drei Geraden, die mit den Seiten denselben Winkel 
in entgegengesetztem Sinn bilden: QLB=QMO=QNA=9. Dann läßt sich 
beweisen, daß die sechs Punkte D, E, F, L, M, N auf einem Kreis liegen, dessen 
Mittelpunkt O der Schnittpunkt der Mittelsenkrechten der Strecken DL, EM, FN 
und PQ ist. — Verf. untersucht das System der isogonalen Kreise für veränderliches 
®: Schneiden sich DM und FLin U, EN und DM in V, FLund EN in W, so 
gehen AU, BV, CW durch einen festen Punkt R. Die den verschiedenen Werten 


Zentralblatt für Mathematik. 38. 20 


4 En; r re N a En N a ur 


von ® entsprechenden Dreiecke UV W sind homothetisch (= ähnlich und ähnlich. 
liegend) und R ist das Zentrum der Homothetie. Verf. nennt R den erzeugenden. | 
Punkt des ganzen Kreissystems. Das veränderliche Dreieck UV W, dessen Seiten. 
immer zu DM, EN, FL parallel sind, erzeugt die Kreise. Zum Schluß zeigt Verf.,, 
welche bekannten Kreise sich bei besonderen Lagen von P und Q und besonderen 
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Werten von Ö ergeben. Zacharias (Quedlinburg). 
Droussent, L.: On a theorem of J. Griffiths. Amer. math. Monthly 54, 538 — 
540 (1947). 


Der gemeinsame Punkt der aus den Seitenmittelpunkten eines Sehnenvierecks 
auf die gegenüberliegenden Seiten gefällten Lote heißt das Antizentrum des Sehnen-. 
vierecks. Alle vier Feuerbachschen Kreise der durch die Eckpunkte des Sehnen- 
vierecks bestimmten vier Dreiecke laufen bekanntlich durch das Antizentrum. Es 
wird bewiesen, daß das Antizentrum gemeinsamer Potenzpunkt der vier Thales-. 
kreise über den Abständen der Höhenpunkte und Umkreismittelpunkte dieser vier 
Dreiecke ist und daß dasselbe für die orthoptischen Kreise der (die Dreiecksseiten. 
in ihren Mittelpunkten berührenden) Steinerschen Ellipsen bzw. für die Polarkreise 
der vier Dreiecke gilt. G. Hajös (Budapest). 

Goormaghtigh, R.: Sur certaines enveloppes associ6es aux polygones inserip- | 
tibles. Mathesis 59, 39—44 (1950). | 

Verf. hat schon früher [Mathesis 54, 362 (1940/42)] den Satz aufgestellt: die 
Parallele, welche man durch einen veränderlichen Punkt P eines Kreises k zu seiner 
Wallace-(Simson-)geraden w(P) bezüglich eines festen, k einbeschriebenen n-Ecks 
zieht, umhüllt eine n-spitzige Hypozykloide [Definition von w(P) nach Langley, 
Educ. Times 51 (1889); siehe auch M. Kobayashi, Töhoku math. J. 28, 46 (1927), 
R. Goormaghtigh, Amer. Math. Monthly 47, 466 (1940) and Mathesis 54, 362. 
(1940/42)]. Hier wird allgemeiner die Einhüllende e einer Parallelen zu w(P) be- 
stimmt, deren Abstand von w(P) zu ihrem Abstand von P in einem festen Ver-- 
hältnis q:1 steht. Die Einhüllende e, für welche eine Parameterdarstellung in der 
Gaußschen Zahlenebene gegeben wird, ist im allgemeinen von der Ordnung 2(n— 1) 
und der Klasse n. Für unendliches g ergibt sich der oben erwähnte Satz. Im Fall 
n—=3 ist e, auch bei beliebigem g, eine dreispitzige Hypozykloide mit Ausnahme. 
des Wertes qg=#, bei welchem, wie bekannt, e in den Höhenschnittpunkt des 
Dreiecks ausartet. Im Fall n = 4 ist e im allgemeinen eine reguläre oder schiefe 
Astroide, für g=$ jedoch ein Kreis. Weitere Spezialfälle. Schönhardt. 

Tallquist, Hj.: Reguläre sternförmige Polygone. Comment. phys.-math., Soc.. 
Sci. Fennica 14, Nr. 15, 8 8. (1949) [Schwedisch ]. | 

Jedem regulären n-Eck entsprechen ein oder mehrere reguläre sternförmige | 
n-Ecke 10, die dadurch erhalten werden, daß je i(=1,2,3,...) aufeinander | 
folgende Teilpunkte auf dem Kreis übersprungen werden. Verf. berechnet einige 
elementargeometrische Bestimmungsstücke (Strecken, Winkel, Flächen und Ver- 
hältnisse) und tabelliert die Größen für 3 <n <16. Für die gleichen Werte von n 
werden die Polygone P,,, gezeichnet. H.L. Schmid (Berlin). 

Bilo, J.: Une propri6t6 „orthopolaire“ des droites asymptotiques de P’hyper- | 
boloide des hauteurs du t&tra®dre. Mathesis 59, 162—166 (1950). | 

A, seien die vier Ecken, a, die Ebenen eines Tedraeders, A} die Normalpro- | 
jektionen der A, auf eine Gerade g. h, sei die aus A, auf a, gefällte Höhe, H, der 
Höhenschnittpunkt in a,. Die durch A; parallel zu [h,H,] gelegten Ebenen schnei-- 
den sich in einem Punkt, wenn g die Fernkurve des durch die h, gehenden Hyper-- 
boloids trifft. Anwendung auf Schmiegtetraeder einer kubischen Parabel. 

; Hohenberg (Graz). 
Thebault, Vietor: Points et droites remarquables du tötratdre. Ann. Soc. sci.. 
Bruxelles, Ser. I 64, 39—47 (1950); Mathesis 59, Suppl. 9p. (1950). 
Verf, unterscheidet zwei Eulergeraden im Tetraeder T= ABCD: Erste Euler- 
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gerade nennt er die Gerade OG@ (0 = Umkugelmittelpunkt, G = Schwerpunkt von 
T), zweite Eulergerade die Gerade 02 (Q isogonal konjugiert zu O bezüglich 7). 
Von der zweiten Eulergeraden beweist er die Sätze: Das Tangentialtetraeder 
T,=4,B,0,D, und das Fußpunkttetraeder T’= 4’ B’C'’D’ von 2 bezüglich 
T sind homothetisch (d.h. ähnlich und perspektiv liegend) bezüglich eines auf der 
zweiten Eulergeraden liegenden Punktes P. Der Umkugelmittelpunkt von 7, liegt 
auf der zweiten Eulergeraden von 7’. Weitere Ergebnisse der Arbeit beziehen sich 
auf die Gerade @K (K = erster Lemoinescher Punkt von T, d.h. der Punkt, für 
den die Summe der Quadrate seiner Entfernungen von den Flächen von T ein 
Minimum ist) und auf die Berührungspunkte der Kugeln, die die vier Flächen des 
Tetraeders berühren. Zum Schluß gibt Verf. einige Ergänzungen zu einer früheren 
Arbeit (dies. Zbl. 35, 365). Zacharias (Quedlinburg). 

Thebault, V.: Sur les points qui divisent dans un möme rapport quatre segments 
arbitraires de l’espace. Mathesis 59, 86—89 (1950). 

Die vier Punkte, welche vier gegebene Strecken des Raumes in demselben, vor- 
geschriebenem Verhältnisse k teilen, bilden ein Tetraeder, dessen Rauminhalt durch 
eine rationale Funktion von k gegeben wird. Hieraus schließt Verf., daß im allge- 
meinen drei solche Ebenen existieren, welche vier gegebene Strecken in demselben 
Verhältnisse teilen. Weiterhin diskutiert Verf. die speziellen Fälle dieses Satzes. 

E. Egervary (Budapest). 

Löbell, Frank: Eine Verallgemeinerung des Pentagramma mirifieum. Math. Z., 
Berlin 53, 236—243 (1950). 

Man kann die räumlichen rechtwinkligen Fünfecke als Verallgemeinerungen des 
Gaußschen Pentagramma mirificum auffassen. Diese Auffassung ist in allen Räumen 
konstanter Krümmung sinnvoll. Wegen der Eindeutigkeit des Gemeinlots zweier 
Geraden liegen dabei im hyperbolischen Raume besonders einfache Verhältnisse vor. 
Man kann dort nach F. Klein die Geraden g durch komplexe binäre quadratische 
Formen darstellen (deren Nullstellen den Fernpunkten der Geraden auf der als 
Riemannsche Zahlkugel begriffenen Maßfläche entsprechen), wobei durch die 
Normierung (g, g)=1 eine eindeutige Orientierung der Geraden erreicht 
werden kann. Als komplexes Maß zweier so beschriebener Geraden g und A erhält 
man so die komplexe Größe cosy = (g, h). — Ist dann in dem rechtwinkeligen 
Fünfeck der Geraden g, 7 = 1,2, 3, 4, 5) y, das komplexe Maß der beiden geeignet 
orientierten Geraden g,_, und g,,,, so bestehen zwischen diesen fünf „Stücken“ y, 
die folgenden grundlegenden Beziehungen: cosy, = siny;jssiny;_, = ctg Y;_1 tg Yzyı- 
In Worten: In jedem rechtwinkeligen Fünfeck ist der Kosinus jedes Stückes gleich 
dem Produkt der Sinus der gegenüberliegenden Stücke und gleich dem der Kotan- 
genten der Nachbarstücke. — Diese Aussage umfaßt die Neper-Engelsche Regel 
der sphärischen Trigonometrie und deckt deren Wesen auf, das bekanntlich eng 
mit dem Gaußschen Pentagramma mirificum zusammenhängt. Man vergleiche auch 
die Arbeit des Verf. über „Das rechtwinkelige Fünfseit als Grundfigur der Trigono- 
metrie‘‘ [Unterricht und Forschung 5, 112ff., 161ff. (Stuttgart 1933)]. 

K. Strubecker (Karlsruhe). 

Csäszär, Akos: A polyhedron without diagonals. Acta Sei. math., Szeged 
13, 140—142 (1949). 

Das Tetraeder, im üblichen Sinne verstanden, ist das einzige zur Kugel ho- 
möomorphe Polyeder ohne Diagonalen. Verf. macht uns mit einem Seitenstück 
dazu bekannt, indem er die Konstruktion eines Polyeders mit derselben Eigenschaft 
beschreibt, welches zum Torus homöomorph ist. Ausgangspunkt ist die Eulersche 
Relation, welche in Verbindung mit der Tatsache, daß jede Seitenfläche eines solchen 
Polyeders ein Dreieck sein muß, unmittelbar die Eckenzahl sieben liefert. Hieran 
schließt ein Triangulationsschema auf der aufgeschnittenen Torusfläche (Rechteck). 
Den Überblick über die Schnittverhältnisse der Seitenflächen im E®? gewinnt der 
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Verf., indem er sechs Ecken in bestimmter Art zu Paaren zusammenfaßt, deren 
Elemente orthogonal-symmetrisch zu einer Achse liegen, während die 7. sich auf 
der Achse selbst befindet. Baebler (Zürich). 
Apsimon, Hugh: Three faeially-regular polyhedra. Canadian J. Math. 2, 326 
—330 (1950). | 
Unter einem Polyeder wird ein zusammenhängendes System einander nicht 
durchdringender Polygone verstanden, so daß in jeder Polygonseite genau zwei 
Polygone zusammenstoßen. Es werden drei aus unendlich vielen kongruenten regu- 
lären Dreiecken aufgebaute Polyeder angegeben mit der Eigenschaft, daß keine 
Ecke gegenüber einer anderen ausgezeichnet ist. Dabei sind bei den ersten zwei 
Polyedern auch zwei beliebige Flächen durch Deckbewegungen des Polyeders ver- 
tauschbar. An jede Ecke der betreffenden Polyeder stoßen 12, 9, bzw. 8 Dreiecks- 
flächen. L. Fejes Toöth (Veszprem). 


Analytische Geometrie. Projektive Geometrie: 


e Douglass, R. D. and Samuel D. Zeld’n: Analytie Geometry. London: Mc- 
Graw-Hill Publishing Co., Ltd. 1950. Pp. 216. 23s. 6d. 


e Hart, W. L.: Elements of analytie geometry. Boston: Heath 1950. IX, 
264 p. 8 2,75. | 

e Rutgers, J. 6.: Einführung in die analytische Geometrie. I: Die Ebene. 
4. Aufl. Groningen, P. Noordhoff N. V. 1947. 368 blz. geb. f 12,50 [Holländisch]. 

e Olmsted, J. M.H.: Solid analytie geometry. New York: D. Appleton-Century 
Company, Inc. 1947. XIII, 257 p. $ 4,00. 


e Gonseth, F. und M. Rueff: Analytische Geometrie der Ebene in moderner 
Behandlung. Bern: Verlag Paul Haupt 1948. V, 256 S. 91 Fig. 


Das vorliegende, sehr interessante Buch über Analytische Geometrie der Ebene weicht in 
beträchtlichem Maße von den methodisch so ausgefahrenen Geleisen dieser mathematischen 
Grunddisziplin ab, indem es die geläufige Verwendung der Vektorrechnung durch eine konse- 
quente Algebra der Momente, vor allem der quadratischen Momente ergänzt, „wodurch der 
analytischen Behandlung der quadratischen Geometrie eine bemerkenswerte Einheit verliehen 
wird. Die Autoren waren verblüfft bei der Feststellung, daß ein so abgeackertes Gebiet wie 
die Theorie der Kegelschnitte in ein ganz neues Licht gerückt wurde“. Diese Theorie der qua- 
dratischen Momente, der Mechanik (Drehmoment, Trägheitsmoment, Deviationsmoment) ent- 
wachsen und zu einer systematischen Theorie der Momentenfelder erweitert, liefert tatsächlich 
für den Geometer vielfältige neue Aspekte, deren Verfolgung sich lohnt. ‚Die Autoren geben 
gerne zu, daß es ihnen Freude bereitet hat, die klassischen Eigenschaften der Kegelschnitte 
im Rahmen ihrer Theorie neu zu beweisen oder zu ordnen. Vielleicht wird dieser oder jener 
Leser an gewissen Einzelheiten dieses systematischen Wiederaufbaus ein ähnliches Vergnügen 
empfinden, sei es an der Feststellung, daß ein dritter Apollonischer Satz zusammen mit den 
bereits bekannten der Ausdruck eines Fundamentalsatzes über die Reduktionen der Felder ist, 
seies an der Erkenntnis, wie elegant sich die Eigenschaften der Polaren oder des Mittelpunktes 
in den Rahmen der Feldeigenschaften einordnen lassen, oder sei es an der Entdeckung, wie die 
Brennpunkteigenschaften aus dem quadratischen Feld entstehen u. a. m.“ — Der genaue Inhalt 
des sehr lesenswerten Buches, das für Mittelschullehrer, mathematisch interessierte Ingenieure, 
Studenten der ersten Semester und vorgerückte Mittelschüler geschrieben ist, kann hier nur 
durch einige Kapitelüberschriften angedeutet werden: Lineare Geometrie: I. Vektoren 
und Koordinaten. II. Das innere Produkt zweier Vektoren. Die Gleichung der Geraden. III. 
Das äußere Produkt zweier Vektoren und seine Anwendungen. — Massen und Kräfte: IV. 
Homogene Punkt- und Linien-Koordinaten. A. Grundbegriffe, B. Formale Eigenschaften des 
gegenseitigen Momentes (Dualismus zwischen Massen und Kräften!), ©. Zerlegung von Massen 
und Kräften, D. Dreiecks- und Dreiseitkoordinaten. — Geometrie des Kreises: V. Kreis- 
gleichung. Tangente. Polare. Potenz. VI. Lineare Kombinationen von Potenzen. — Quadra- 
tische Geometrie: VII. Systeme von Paaren und Äquivalenzbegriff. Allgemeines (Quadra- 
tische Felder, Minimalreduktion). VIII. Untersuchung der quadratischen Felder und der Kegel- 
schnitte (Polarentheorie, Klassifikation der Mittelpunktsfelder und der parabolischen Felder, 
Theorie der Brennpunkte, Invarianten, Apolare Kegelschnitte). K. Strubecker (Karlsruhe). 

e Neiss, Fritz: Analytische Geometrie. Berlin-Göttingen-Heidelberg: Springer- 
Verlag 1950. VIII, 167 S. und 64 Abb.; DM 9,60. 
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Nach einer elementaren Einführung, in der Geraden, Ebenen, Kurven und 
Flächen zweiter Ordnung in Cartesischen Koordinaten behandelt werden, folgen in 
fünf weiteren Kapiteln: Geometrie der Geraden und Ebene unter Benutzung der 
Vektorrechnung, Kongruente und ähnliche Abbildungen, Projektive Geometrie der. 
linearen Gebilde, Kurven und Flächen zweiter Ordnung. — Obwohl Verf. die Kennt- 
nis des in seinem Buch „Determinanten und Matrizen‘ (3. Aufl., Berlin, Göttingen, 
Heidelberg 1948; dies. Zbl. 31, 105) dargestellten Stoffes voraussetzt, wird das 
Buch auch ohne diese Kenntnis für den Studierenden leicht lesbar sein, da ein ein- 
leitendes Kapitel die wichtigsten algebraischen Hilfsmittel bringt. In leicht faßlicher 
und oft eleganter Darstellung wird dem modernsten Standpunkte Rechnung ge- 
tragen und der Leser mit Fragen der Vektorrechnung und Gruppentheorie vertraut 
gemacht. Zahlreiche Übungsaufgaben sind eingeschaltet. Das Buch bringt eine 
sehr erwünschte Brücke vom Mittelschul- zum Hochschulstoff. Zahlreiche sehr 
deutliche Figuren erläutern den Text. Weitzenböck (Overveen/Holland). 

Pedrazzini, Pierino: Trattrice della eireonferenza. Periodico Mat., IV.S. 25, 
30—36 (1947). 

Das Thema ist die Ableitung der Gleichung der Traktrix des Kreises und ihre 
Diskussion. Ref. konnte wegen unerklärter Bezeichnungen manches kaum bzw, 
nicht verstehen. @. Hajos (Budapest). 

Bagehi, Haridas: Some novel properties of eycelides and hypereyclides. J. 
Asiatie Soc. Bengal, Sci. 15, 121—130 (1949). 

Mit Hilfe der elementaren analytischen Geometrie zeigt Verf., daß für eine 
allgemeine Zyklide die fünf Inversionszentren, die fünf Gruppen von sechs Fuß- 
punkten der Normalen aus diesen Zentren auf die Fokalquadriken und der Mittel- 
punkt dieser Quadriken, zusammen 36 Punkte, auf einer kubischen Raumkurve mit 
Asymptoten parallel zu den Achsen der Fokalquadriken liegen. Verf. dehnt dieses 
Resultat aus unter Betrachtung von n Zykliden im (n + 1)-dimensionalen Raume. 

E. M. Bruins (Amsterdam). 

e Bagchi, Haridas: Bilinear transformation of a bieireular quartie. Calcutta: 
U.N. Dhur & Sons, Ltd., 1948. 4 p. 

Ausgehend von der bilinearen Transformation der komplexen Ebene, schließt 
Verf. auf eine Reihe von Möglichkeiten zur Transformation einer bizirkulären 
Kurve vierter Ordnung, welche alle darauf hinauskommen, daß man den Krüm- 
mungskreis in einem bestimmten Punkte P der Kurve in einen willkürlichen Kreis 
überführen kann. E. _M. Bruins (Amsterdam). 

Bagchi, Haridas: Note on a certain Cremona transformation associated with 
a plane triangle. Rend. Sem. mat. Univ. Padova 19, 231—236 (1950). 

Es sei J’ ein Kegelschnitt, der von den Geraden A,A,, A3A,, A,A, der Reihe 
nach in den Punkten U,, U,, U, berührt wird. Es ist bekannt, daß sich dann die 
Geraden A,U,, A,U,, A,U, in einem Punkte X schneiden. Y sei der Mittelpunkt 
von J‘. Ist nun ein Dreieck A,A,A, gegeben, so induziert jeder Punkt X in seiner 
Ebene einen (speziellen) Carnotschen Kegelschnitt /. Der gegebene Punkt Y in 
der Ebene des Dreiecks als Mittelpunkt induziert ebenfalls einen solchen Kegel- 

. schnitt I, Ist A,4,4A, gegeben, so erzeugen die Kegelschnitte /', die die Seiten des 
Dreiecks A,A,A, berühren, eine eineindeutige Zuordnung zwischen den Punkten 
X, Y. Diese Zuordnung ist eine quadratische Cremona-Transformation, welche im 
baryzentrischen Koordinatensystem des Dreiecks A,A,A, durch 

1 1 1 il 1 il 
Be En N BT Re 
gegeben ist. — Diese Transformation wird nebst affingeometrischen Anwendungen 
in der vorliegenden Arbeit behandelt. Z. B.: wenn wir eine Gerade der Ebene als 
Bahn des Punktes X, bzw. Y betrachten, dann beschreibt der Bildpunkt Y, bzw. 
X einen Kegelschnitt, der durch die seitenhalbierenden Punkte des Dreiecks A,A,A,, 
bzw. durch A,, A, 4, geht. F. Karteszi (Budapest). 


310 


Deaux, R.: Sur Pimage d’une affinit6 dans le plan de Gauss. Mathesis 59, 
101—110 (1950). 

Bezieht man die kartesische Ebene der Punkte (x, y) auf isotrope Koordinaten 
z=x-+iy, 2=x—iy, so können ihre reellen, nicht singulären Affinitäten & 
in der Form 2’ =a2z+b5bz2-+c dargestellt werden. Sind dann (2), 2,23) und 
(21, 23, 23) zwei reelle, sich in » entsprechende Dreiecke, so kann man mit ihrer Hilfe 
für die Real- und Imaginärteile der komplexen Affinitätskonstanten a, b, c die ver- 
schiedensten geometrischen, insbesondere vektoriellen Deutungen geben und die 
mannigfachsten Beziehungen der Gaußschen Bildpunkte A, B, C dieser Konstanten 
‘a, b, c zu den genannten Dreiecken und mit ihnen verbundenen Figuren studieren. ' 
Ergebnisse von allgemeinerer Bedeutung treten dabei jedoch kaum zutage. 


K. Strubecker (Karlsruhe). 


Bilinski, Stanko: Bemerkungen zu einem Satze von G. Monge. Periodicum 
math.-phys. astron., Zagreb, II. S. 5, 49—53 und deutsche Zusammenfassg. 54—55 
(1950) [Kroatisch]. 

Vooren-van Veen, J. F. van de: Über Ähnlichkeitspunkte und damit zusammen- 
hängende Konfigurationen. Simon Stevin, wis.-natuurk. Tijdschr. 27, 129—132 
(1950) [Holländisch ]. 

Verf. geht aus von einer Figur von 13 Punkten und 13 Geraden: Die Punkte 
sind die Ecken P, @, R, S eines vollständigen Vierecks, die Punkte A= PS, QR, 
B=PQ, RS, C=PR,0QS und die Schnittpunkte ab und ba von AB mit PR 
und 08, be und cb von BC mit PS und @R, ca und ac von CA mit PQ und RS. 
Die 13 Geraden sind die 6 Seiten des Vierecks, AB, BC, CA und (bc, ac), (ca, cb), 
(bc, ca), (ac, cb). — Durch Erweiterung der Betrachtung auf den Raum ergibt sich 
eine Figur von 24 Punkten und 24 Ebenen, in der durch jeden Punkt 9 Ebenen 
gehen und in jeder Ebene 9 Punkte liegen. Bezeichnet man als Geraden der Figur 
solche Geraden, auf denen mindestens 3 Punkte liegen, so gibt es 32 Geraden mit 
3 Punkten und 18 mit 4 Punkten. Durch jeden Punkt gehen 7 Geraden. 

Zacharias (Quedlinburg). 


Bruins, E. M.: On the symbolical method. I, II, IH. Proc. Akad. Wet., Amster- 
dam 51, 1270—1276 (1948), 52, 35—45, 707—713 (1949); Indag. math., Amsterdam 
10, 414—420 (1948), 11, 3—13, 235—243 (1949). 

Die beiden Hauptsätze der Invariantentheorie des (n — 1)-dimensionalen projektiven 
Raumes @, gestatten einmal die Rückführung jeder rationalen projektiven Invarianten eines 


Systems von Punkten und Räumen auf die Fundamentalinvarianten (x, %,...,2), (W,v',...,w), 
die Determinanten von n Punkten bzw. n Hyperebenen, und das innere Produkt 
Wu ++, 


wobei Punkt und Hyperebene auch symbolisch gemeint sein können als Variable, die kogredient 
oder kontragredient transformiert werden, zweitens die Reduktion jeder rationalen Relation 
zwischen Invarianten auf drei Fundamentalrelationen. — Man kann so etwa den Desarguesschen 
Satz im @, oder @, oder den Pascalschen Satz im @, in einfacher invarianter Gestalt aus einer 
Identität herleiten, deren Symmetriegestalt keiner Vereinfachung mehr fähig ist. Es gibt aber 
Fälle, und diese häufen sich in höherdimensionalen Räumen, wo eine derartige Symmetrie nicht 
mehr statthat, z. B.wenn man die Gleichung einer Pascalschen Geraden von sechs Punkten 
auf einem Kegelschnitt bestimmen will; es bleibt eine Willkür in der Wahl der Darstellung, die 
durch identische Transformation nicht beseitigt werden kann. — Um diesen Mißstand zu ver- 
meiden, führt Verf. eine Normalkurve im Raume @,, ein in symbolischer Parameterdarstellung, 
die eine Polarität definiert, sodaß jede Hyperebene durch die Parameter ihrer Schnittpunkte 
mit der Normalkurve, jeder Punkt durch die Parameter der Schnittpunkte der Normalkurve 
mit der zugeordneten Polaren bestimmt wird. Es läßt sich dann eine symbolische Methode ent- 
wickeln, in der die Determinanteninvarianten in binäre Symbole (ab) zerspalten werden, wodurch 
die geschilderten Nachteile behoben werden können. — Dieser Grundgedanke wird nun in der 
Ebene @, in allen Einzelheiten auseinandergesetzt: Aufstellung eines vollen Invariantensystems 
für ein aus der Normalkurve und beliebigen weiteren Kurven bestehendes Kurvensystem und 
Entwicklung eines abkürzenden formalen Kalküls. Beispiele: Drei und vier Punkte auf einem 
Kegelschnitt. — Im zweiten und dritten Teil wird die Konfiguration von sechs Punkten auf einem 
Kegelschnitt, das Hexagramma mysticum von Veronese [Atti Accad. Reale Lincei, III. S.1, 
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649—703 (1877)] in voller Ausführlichkeit behandelt und gezeigt, daß durch die Rückführung 
‚der ternären Geometrie auf die binäre Geometrie bezüglich des Normalkegelschnittes die ent- 
wickelte Methode alle Eigenschaften dieser Konfiguration aus dem Pascalschen Satz in der 
‚geforderten geschlossenen invariantiven Gestalt liefert. — Auf Einzelheiten näher einzugehen, 
ist im Rahmen eines Referates unmöglich, es muß auf die Arbeiten selbst verwiesen werden. 
Specht (Erlangen). 

Hartley, E.M.: Two maximal subgroups of a collineation group in five di- 
mensions. Proc. Cambridge phil. Soc. 46, 555—569 (1950). 

Diese Abhandlung beschäftigt sich nochmals mit der schon viel behandelten 
"Kollineationsgruppe @ der Ordnung 28-36.5-7 im ö-dimensionalen Raume 
(J. A. Todd, dies. Zbl. 35, 98 und 99; E.M.Hartley, dies. Zbl. 35, 98). Die 
Gruppe @ wird von 126 harmonischen Homologien erzeugt; es sei @’ die Unter- 
‚gruppe von @ mit Index 2, deren Homographien Produkte von einer paaren Anzahl 
‚der 126 Homologien sind. Verf. betrachtet hier zwei Untergruppen von @"; die erste, 
.K7, hat den Index 162 in @' und ist von J. A. Todd schon betrachtet worden; die 
zweite, K5, hat den Index 540 in G. Die angegebene Konstruktion von K1 und Kz 
‚ist eine geometrische und ist mit der Konfiguration der 126 Spitzen der gegebenen 
Homologien verbunden. — In dieser Konfiguration gibt es, wie bekannt, gewisse 
567 5-Hexaeder; mit jedem ß-Hexaeder ist eine wohlbestimmte ß-Quadrik verbunden; 
‚aus den 567 ß-Quadriken wird eine, Q,, ausgewählt; es gibt dann andere 120 zu 2 
.apolare ß-Quadriken; darunter kann man noch gewisse Gruppen von je 20 zuein- 
‚ander paarweise apolaren ß-Quadriken wählen; 2, und eine solche Gruppe bilden 
einen Zykel von 21 ß-Quadriken; es gibt 324 solcher Zykel; diejenige Homographien 
von @', die einen Zykel invariant lassen, bilden die Untergruppe Kj. Sie ist mit der 
Permutationsgruppe einer besonderen endlichen Geometrie von 21 Punkten isomorph. 
— Man gelangt zur Gruppe Ka durch Betrachtung der j-Ebenen; es sind dies 560 

Ebenen, deren jede neun, eine Hessesche Konfiguration bildende, Homologiespitzen 
enthält. Die j-Ebenen verteilen sich zunächst in 280 konjugierte Ebenenpaare. 
‚Die Gruppe K3% besteht aus denjenigen Homographien von @', welche ein gewisses, 
ziemlich kompliziertes, System von 28 j-Ebenenpaaren invariant lassen. Die Gruppe 
Kyist auch eine Untergruppe mit dem Index 2 einer Gruppe X,, die in@und nicht in 
-G enthalten ist. E.G. Togliatti (Genova). 

Sydler, J.-P.: Sur un probleme de M. Hadamard. Elemente Math., Basel 5, 
81—85 (1950). 

Verf. verallgemeinert eine Aufgabe, die Hadamard in Elemente Math., Basel 4, 
18 (1949) gestellt hatte. Das verallgemeinerte Problem lautet: Gegeben seien ein 
beliebiger Kegelschnitt ce und zwei beliebige Punkte A und BD auf einer Geraden «a. 
Man betrachtet alle Kegelschnitte c’, die durch A und B gehen und c berühren, 
derart, daß zwischen c’ und c eine Zentralkollineation besteht, deren Zentrum R 
auf a liegt. Gefragt ist nach dem geometrischen Ort des Pols P der Geraden «a in 
"bezug auf die Kegelschnitte c’. Verf. beweist, daß dieser Ort aus zwei Kegelschnitten 
besteht, die durch A und B gehen, einander in diesen Punkten derart berühren, 
daß die beiden gemeinsamen Tangenten sich im Pol der Geraden a in bezug auf c 
schneiden, und außerdem gewisse weitere genau bezeichnete Punkte enthalten. 
"Wenn A und B die Kreispunkte sind, so ergibt sich das von Hadamard gestellte 

* Problem. Die weitere Untersuchung der zu seinem Problem gehörigen Konfigu- 
ration und deren Dualisierung führt den Verf. zu zahlreichen interessanten Sätzen 
‘über Kegelschnitte. Die Beweise werden mit den Methoden der synthetischen Geo- 
metrie geführt. E. Löffler (Stuttgart). 


Peezar, Leopold: Über eine einheitliche Methode zum Beweis gewisser Schlie- 
‚Bungssätze. Mh. Math., Wien 54, 210—220 (1950). 

A. Miquel [J. Math. pur. appl. 3, 517 (1838)] hat folgende Kreisfigur entdeckt: 
„Legt man durch je zwei benachbarte der vier Punkte 2,, 25, 23, 2, eines Kreises 
je einen Kreis, so schneiden sich diese Kreispaare zum zweiten Male wieder in vier 
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Punkten 2,, 2g 27, 2g eines Kreises“. In der Gaußschen Zahlenebene heißt das: 
„Sind 2,...,23 acht komplexe Zahlen und sind die vier Doppelverhältnisse 
(21: 29» 255 26)» (22> 23 2 27), (23) 2a> 27 28) und (2,, 21 28 25) reell, so haben die beiden 
Doppelverhältnisse (27, 2, 23,23) und (25, 26, 27, 28) gleichzeitig entweder reelle 
oder nicht reelle Werte“. Verf. beweist dies auf sehr einfache Weise und verall- 
gemeinert das Ergebnis, indem er an die Stelle des Körpers der komplexen Zahlen 
geeignete Quotientenringe R und darin enthaltene Körper A treten läßt. An.die Stelle 
der Kreise treten damit „A-Ketten‘“, d.h. durch drei jeweils feste Größen w,, wg, wg 
und eine bewegliche Größe z von R bestimmte Elementsysteme, deren Doppel- 
verhältnis (@,, ®,, @3, 2) = a in Aliegt. Dabei ist durch entsprechende Abgrenzung 
das störende Auftreten von Nullteilern in den Nennern zu vermeiden. Um zu be- 
kannten Gegenstücken des Miquelschen Satzes zu gelangen, wählt Verf. als Sonder- 
fall den Ring R der dualen Zahlen und deutet diese nach J. Grünwald [Mh. Math. 
Phys. 17, 81 (1906)] als Punkte in einer dualen Ebene. Er erhält so eine schon be- 
kannte Miquelsche Parabelfigur. Durch Deutung der dualen Zahlen als Speere in 
der Ebene der Laguerreschen Kreisgeometrie ergibt sich weiter ein zuerst von 
E. Müller studiertes Gegenstück des Miquelschen Satzes, an dem sechs Zykel be- 
teiligt sind. K. Strubecker (Karlsruhe). 

Bompiani, E.: Sopra una nozione di antipolaritä fra rette nello spazio, occor- 
rente in Dinamiea. Rend. Mat. sue Appl., Univ. Roma Ist. naz. alta Mat., V. S. 8, 
412—422 (1949). 

Bei einer von A. Signorini stammenden Verallgemeinerung des Begriffs der 
Trägheitsellipse wird einer Raumgeraden r mit Hilfe eines Ellipsoids e (Mitte O) 
eine Gerade r’ zugeordnet: Die Ebene [rO] = x schneidet e nach einer Ellipse 0, 
vom Flächeninhalt s,. o„ wird durch Streckung aus O im Verhältnis h/s, (h fest) 
in e, übergeführt. X sei der Antipol von r bezüglich e,. Dann ist r dieinKaufx 
errichtete Normale. — Diese Zuordnung wird hier geometrisch untersucht. Die r, 
deren r’ durch einen festen Punkt K gehen, bilden eine Regelfläche 3. Grades. In 
Plückerschen Koordinaten besteht zwischen r und r’ eine birationale Strahlverwandt- 
schaft 3. Grades. Die 00° Hauptstrahlen im Raum der Geraden r (deren r’ unbe- 
stimmt ist) berühren den isotropen Kegel aus O und schneiden die Fernebene in 
Punkten einer c, mit Doppelpunkten in den Fernpunkten der Achsen von &. Die 
co? Hauptstrahlen im Raum der r’ berühren einen Kegel 4. Ordnung (Spitze O, 
Doppelerzeugende in den Achsen von e), ihre Fernpunkte liegen auf dem zur Fern- 
kurve von eg absolut polaren Kegelschnitt. Hohenberg (Graz). 

Niee, Vilko: Demonstration et eomplöment d’un th6or&me eoncernant le co- 
noide de Plücker. Periodieum math.-phys. astron., Zagreb, II. S. 4, 173—175 und 
französ. Zusammenfassg. 175 (1949) [Kroatisch]. 

Cesarec, Rudolf: Sur la determination des asymptotes en eoordonnees projec- 
tives. Periodicum math.-phys. astron., Zagreb, II. S. 4, 49—66 und französ. Zu- 
sammenfassg. 67—69 (1949) [Kroatisch ]. 


Algebraische Geometrie: 


Metelka, Josef: Die algebraische Kurve im Raum als Schnitt von Flächen. 
Casopis Mat. Fys., Praha 73, D6--D8 (1948) [Tschechisch]. 

Gaeta, Federico: Sulle famiglie di eurve sghembe algebriche. Boll. Un. mat. 
Ital., 111. S. 5, 149—156 (1950). 

Lecture given by the author on his results about curves of finite residual (this 
Zbl. 33, 208). New proofs based in the Hilbert’s theory of syzygetic chains will 
appear in the Ann. Mat. pura appl., Bologna. Ancochea (Madrid). 

Galafassi, Vittorio Emanuele: Indirizzi e metodi in „questioni di realitä“. Univ. 
Politec. Torino, Rend. Sem. mat. 9, 77-93 (1950). 
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Expository lecture on questions of reality in projective and algebraic geometıy. 
The most is devoted to algebraie curves and the classic results of Harnack and 
Klein, besides the method of „small variations‘“, are especially considered. 
Ancochea (Madrid). 


Permutti, Rodolfo: Sui moduli delle eurve k-gonali. Rend. Mat. sue Appl., 
Univ. Roma Ist. naz. alta Mat., V.S. 9, 54—58 (1950). 

Une courbe est dite k-gonale si elle possede une g} et non une g}_ı; la gonalit& 
de la courbe generique de genre p est le plus grand entier contenu dans 3 (p + 3), 
les courbes de gonalit& inferieure forment une variet& inreductible. B.Segre a 
donne le nombre des modules d’une courbe k-gonale generique [Math. Ann., Berlin 
100, 537—551 (1928)]. L’A. etablit la formule N = 2k +2h + p—7 donnant le 
nombre des modules d’une courbe k-gonale contenant &galement une g}. I etablit 
d’abord qu’une telle g} doit satisfaire A >p/(k—1) +1; la courbe generique 
k-gonale ne contient pas de telles g;, celles en contenant forment une seule variete- 
irreductible, d’apres un lemme de Severi; cette vari6te apparait ainsi comme l’inter-- 
section de celles repr&sentatives des courbes k- et h-gonales d’oü la formule. 

B. d’Orgeval (Grenoble). 


„’ Jongmans, F.: Le probl&me des series sp&ciales d’une courbe algebrique. I, I.. 
Acad. Belgique, Bull. Cl. Sci., V. S. 35, 1027—1041, 1113—1124 (1949). 

Im Anschluß an bekannte Sätze von Clifford, Castelnuovo, Comessatti, 
Severi und B. Segre behandelt Verf. die Aufgabe, auf einer algebraischen Kurve. 
vom Geschlechte p die Verteilung der Spezialscharen ohne einschränkende Voraus- 
setzungen über die Moduln der Kurve genauer zu untersuchen. Er geht von der 
bekannten Feststellung aus, daß das Geschlecht p <(h— 1) (l— 1) ist, falls zwei 
lineare Scharen g;, und g; existieren, welche unabhängig sind, d.h. nicht beide mit 
einer und derselben Involution zusammengesetzt sind. Als projektives Modell dient 
eine ebene Kurve der Ordnung A+1—1 mit zwei vielfachen Punkten der Ord- 
nungen Z—1 und h— 1 und eventuellen weiteren Doppelpunkten, falls p nicht die 
angegebene Höchstgrenze erreicht. Verf. untersucht zunächst den Fall I=h und 
beweist folgenden Satz: Ist p = (I—1)? (1 >3) und existiert mindestens eine gl, 
so ist die Kurve /-gonal (d.h. es gibt keine g}, mit m <I); gibt es zwei gl}, so exi- 
stiert keine weitere g] und auch keine eigentliche g}), mit 1 <m <21—3, aber 
unendlich viele g3,_g, die einer Vollschar g%,_] angehören. Ähnliche, etwas kom- 
pliziertere Sätze beweist Verf. für p= (lI—1)?—k (k=1,2,3). — Im zweiten 
Teil nimmt Verf.2 <! <h anund beweist zunächst den Satz: Ist p = (lI— 1) (k—1) 
und gibt es eine gl, die mit keiner Involution geringerer Ordnung zusammengesetzt 
ist, so gibt es keine unabhängige g/, mit 1 <&m <h; existiert ferner eine g},, so gibt 
es keine unabhängige gl, mit h<m<Ii-+h—35, wohl aber unendlich viele 
944», innerhalb einer Vollschar 974,1. Für p= (I—1)(k—1)—k (k=1,2,3) 
gelten ähnliche Sätze. Der Fall p=5 wird besonders untersucht; hinsichtlich 
p = 6 vergleicheM.Nollet (dies. Zbl. 30, 213). Gröbner (Innsbruck). 


Jongmans, F.: Observations compl&mentaires sur les series sp£eiales des courbes 
algebriques. Acad. Belgique, Bull. Cl. Sci., V. S. 36, 128&—137 (1950). 
? In zwei vorausgehenden Arbeiten (vgl. vorstehendes Referat) hat Verf. einige 
Regeln über die Existenz von Spezialscharen gl, auf einer algebraischen Kurve des 
Geschlechtes p abgeleitet, die in der vorliegenden Arbeit hinsichtlich einiger primi- 
tiver Scharen g7, (r > 1) ergänzt werden. (Eine Schar g7, heißt primitiv, wenn sie 
eine Vollschar ohne feste Punkte und in keiner Aa enthalten ist.) Mit denselben 
Methoden wie früher beweist Verf. den Satz: Eine Kurve des Geschlechtes p = (I— 1)? 
(1 > 4) mit zwei g! (die nicht beide mit derselben Involution zusammengesetzt sind) 
“ besitzt immer eine primitive g3, und außer dieser keine anderen $, mit r 25; 
jede Schar der Ordnung 21—1 oder 21—2 ist in ihr enthalten. — Ist 
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p»=(I—-1)(k—1) (A <I<h) und existieren eine g; und eine 9% (die nicht mit 
derselben Involution zusammengesetzt sind), so gibt es eine primitive Tr E alle 
nicht mit der gl zusammengesetzten Scharen einer Ordnung <I+h sind in ihr 
enthalten. Analoge Sätze beweist Verf. für die Fälle p= (I—1)?—k und 
»=(I—-1)(h—1)—k (k=1,2,3). Gröbner (Innsbruck). 

Jongmans, F.: La repartition des series lin&aires speeiales sur les courbes alge- 
briques de genre sept. Acad. Belgique, Bull. Cl. Sci., V.S. 36, 220—237 (1950). 

Die möglichen Verteilungen der Spezialscharen auf Kurven des Geschlechtes 
» = 5 wurden von M. Nollet (dies. Zbl. 30, 213), des Geschlechtes p = 6 vom Verf. 
im Zusammenhang mit allgemeinen Untersuchungen über diesen Gegenstand an- 
gegeben (vgl. die beiden vorsteh. Referate). Hier stellt sich Verf. dieselbe Auf- 
gabe für p—= 7. Es genügt in jedem Fall, die „‚primitiven“ Scharen (d.s. Voll- 
scharen g”, ohne feste Punkte, die in keiner 9771 enthalten sind) der Ordnungen | 
<p-—1-=6 anzugeben, weil diejenigen höherer Ordnungen deren Restscharen 
sind. Abgesehen von den hyperelliptischen Kurven findet Verf. folgende Typen 
von Kurven des Geschlechtes 7: 2 Arten trigonaler Kurven, nämlich eine 0%(4°), 
d.i. eine Kurve 6. Ordnung mit einem dreifachen Punkt, die eine gl, eine einfache 
92 und deren Restschar 2gl enthält und von 15 Moduln abhängt; zweitens eine 
C”(44, 2 B?), deren Doppelpunkte B in der ersten Nachbarschaft des vierfachen 
Punktes A liegen, mit einer gl und einer g?— 2gl und 13 Moduln. — 3 Arten 
quadrigonaler Kurven, nämlich eine (0”?(43,5B?), wobei das Kurvensystem 
0°(A1,5B!) irreduzibel sein muß, mit einer gl, ool gl und oo? gl, 17 Moduln; 
zweitens eine 0%(3A?) mit sovielen gl als eigentliche Punkte A, 2 einfachen g2, 
die zusammenfallen, wenn die 3 Punkte A auf einer Geraden liegen, ferner oo®gt _ 
und 16 Moduln; drittens eine 08(4A%, 8B?), wobei die Doppelpunkte B vom vier- 
fachen Punkt A getrennt und so liegen, daß das Kurvensystem C*#(4A?, 8B!) irredu- 
zibel ist, mit oo! gl und oo! g2, die mit einer elliptischen Involution yl zusammen- 
gesetzt sind, und 00% gl, die nicht zur yl gehören, 14 Moduln. — Eine Art penta- 
gonaler Kurven mit dem Modell C?(8A2), welche oo! gl, 00% gl und 18 Moduln 
besitzt; der Fall von oo? gl und oo® gl bleibt noch offen. — Verf. präzisiert am 
Schluß den Geltungsbereich eines Satzes von B. Segre [Sui moduli delle curve 
poligonali ecc., Math. Ann. 100, 537—551 (1928)]. Gröbner (Innsbruck). 

Jongmans, Franeois: Remarques sur les formes qui contiennent une variete 
algebrique donn6e. Atti Accad. naz. Lincei, Rend., Cl. Sei. fis mat. natur., VIII. S. 
8, 476—479 (1950). 

L’A. si occupa della ricerca di condizioni sufficienti di appartenenza di una 
data varietä irriducibile V, di S, a forme Vf_, di ordini „bassi“, levando certe 
restrizioni a risultati ottenuti precedentemente da L. Roth (questo Zbl. 29, 316). 

F.@Gaeta (Madrid). 

Godeaux, Lueien: Sur la jacobienne d’un röseau de courbes algöbriques. Mathe- 
sis 59, 297—299 (1950). & 

Nous nous proposons de determiner dans quelles conditions la jacobienne d’un 
reseau de courbes algebriques possede un point double (en dehors des points-base 
du reseau). (Author’s summary.) Ancochea (Madrid). 

Godeaux, Lueien: Sur une courbe alg&brique gauche du sixieme ordre. Mathesis 
59, 156—161 (1950). 

La courbe a, 27% +4,23 23 +a,23 2, = 0 est transformee en elle-möme par 
une homographie H cyclique d’ordre 21, y engendrant une involution eyclique; 
’homographie FH? de p6riode 3 definit dans le plan une involution d’ordre 3 dont 
image est une surface cubique possedant trois points doubles biplanaires [L. Go- 
deaux, Nouv. Ann. Math., Paris, IV. S. 16, 49—61 (1916)]. Sur cette surface F 
existe une courbe C’ du 6° ordre image de la y, de la courbe pr&eödente, la courbe © 
eontient une involution d’ordre 7 ayant des points unis aux trois points biplanaires 
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‚de F, ou elle passe simplement; I’A. donne les &quations d’une surface du sixieme 
_ ordre osculant F tout le long de C'; l’&tude de la developpable des plans tangents 


le long de C, de classe 9, montre que la surface osculante a 21 points biplanaires sur O. 


' Dans le cas partieulier a =a,=a, sur C existe une involution d’ordre 3 avec 
_ deux points unis. B. d’Orgeval (Grenoble). 


Godeaux, Lucien: Sur certaines surfaces multiples n’ayant qu’un nombre fini 
de points de diramation. Ann. Mat. pura appl., Bologna, IV. S. 28, 89—-106 (1949). 

I, est une involution cyclique sur une surface algebrique F. Sa periode p=2E +1 est 
‚supposee premiere et les points unis.de l’involution en nombre fini. A etant l’un d’eux, simple pour 
F, la transformation birationnelle 7 qui engendre I,, determine dans le faisceau des tangentes 
& F en A une homographie cyclique de periode p; la structure du point uni depend de l’invariant 
projeetif k de cette homographie, qui a pour &quation: y’:2’—= y:e®z, e etant une racine 
primitive d’ordre p de l’unite. La nature du point uni A determine en principe la singularite 
‚au point de diramation correspondant sur une surface ® image de l’involution /,. La methode 
d’etude consiste & obtenir /, par une homographie cyclique de periode p sur une surface F d’un 
‚espace projectif 8, de dimension convenable, et ® & partir de F par projection & partir d’un sous- 
‚espace lineaire de S, sur un autre sous-espace lineaire qui contient les points unis de l’homo- 
graphie. Les resultats generaux peuvent ötre tres compliques dans le cas general. L’A. etudie 
lecas k=&-+ 1 pour deux types et il donne un exemple pour chacun de ces types. Voici les 
resultats: 1°" type: &= 37. Le point de diramation A est multiple d’ordre 7 + 2, avec cöne 
.des*tangentes d&compose en un plan, un cöne du second ordre, et un cöne rationnel d’ordre 
n— 1. Le plan et le cöne du second ordre ne se rencontrent pasen dehors de A, mais rencontrent 


le cöne d’ordre 7 —1 chacun suivant une droite. 2M®type:£ = 3n-+ 2. Le cöne des tangentes 
‚au point de diramation multiple d’ordre 7 + 2 est decompose en deux plans non incidents 
‚et en un cöne d’ordre n] rencontre par chaque plan suivant une droite. Sur l’une de ces droites 
la surface ® possede un point double conique dans le domaine du premier ordre du point singulier. 
— Exemples: $g:2 est defini par les coordonnees x, &, . . ., %, 9,2. Pour le 1°" type on pose - 
p=3n+2, et F est definie par les equations: 


zen-2il (i u 0, 1, > 1); yrr „Aan2i en De (i en 0, 1% 2 „2n); „en+l = 


‚ou les p et w sont des formes en %,, . . ., 9 de degre indique par l’indice. F est transformee en 
‚elle-m&me par l’homographie cyclique de periode p = 6n +1 d’equations: 


= Ponzirı 


ae a Ya N eywerten, 
‚olı zestracine primitive d’ordre p de l’unite, quiengendre sur 7 une involution cyclique de periode 
-p. Ses points unis sont les points d’intersection de F avec la variete Iineaire Py= 0,2 =). 
En projetant F dans P a partir de la droite 2,=0(t=0,1,...,o) on obtient une surface ® 


.image de l’involution, qui a pour equations: 
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'Ses points de diramation sont tous du premier type. — Pour le 2°M® type, on pose = 3n +4. 
L’homographie est la m&me. Les surfaces F et D® ont pour &quations: 
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L. Lesieur (Poitiers). 
Godeaux, Lucien: Determination des singularit6s d’une surface multiple en 
certains points de diramation. Ann. Sci. Ecole norm. sup., III. S. 67, 1—13 (1950). 
L’A. a present& antörieurement (ce Zbl. 33, 211) une möthode permettant de 
döterminer les singularit6s en un point A’ de diramation d’une surface algebrique ® 
provenant d’un point uni non parfait A dans l’image d’une involution eyelique I, 
d’ordre premier p, sur une surface algebrique F, avec un nombre fini de points unis. 
La methode consiste A definir dans le voisinage de A une sorte d’arbre de points 


Pon+3"" " Panı2 Panıs Pan+2 Pan+a| 


“ unis infiniment voisins, auxquels correspondent les points singuliers infiniment 


voisins de A’ sur ®. L’involution &tant realisee par une homographie H cyclique de 
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periode p», dans S,, qui laisse F invariante, les axes 09,0% - - „0,1 de H sont asso- | 
cr in x ; ” ” . . Er ’ ’ s , | 

cies aux nombres 1,&,...,e?-1, oü gest une racine primitive d’ordre p de l’unite. | 


Le point uni A se trouve dans o,, et le plan tangent en A & F rencontre o] et 0,. 
Dans ce memoire PA. applique sa methode & 3 cas partieuliers. I) p=11, a—=14. | 
— A’ est point triple triplanaire sur ®. Deux des 3 plans tangents se rencontrent 
suivant une droite. Sur cette droite se trouve un point double biplanaire infini- 
ment voisin de A’. Le troisieme plan tangent ne rencontre qu’un seul des deux 
premiers. (2) » = 23, «x = 19. — M&mes singularites qu’au (1), avec en plus un | 
point double conique infiniment voisin de A’ sur la deuxieme droite. (3) p = 23, 
& = 20. — M&mes singularites qu’au (1), avec en plus un point double biplanaire ' 
infiniment voisin de A’. — La recherche de ces singularites en explique en m&me 
temps la genese de facon tres constructive. L. Lesieur (Poitiers). 

Godeaux, Lucien: Etude de certains points de diramation isol&s de surfaces. 
multiples. Acad. Belgique, Bull. Cl. Sci., V. 8. 36, 368—382 (1950). 

For multiple surfaces the author considers a singularity constituted by a multiple 
point, in which the tangent cone decomposes in two cones, followed by a biplanar | 
point which is also followed by a conie double point. For building this singularity | 
the author applies his results about surfaces having a ceyelic involution with a finite 
number of united points [Acad. Belgique, Bull. Cl. Sei., V. S. 36, 170—179 (1950)].- 

Ancochea (Madrid). 

Godeaux, Lucien: Sur les varietes de Segre generalisees. Bull. Soc. Sci. Liege 
18, 20—24 (1949). 

L’A. studia certe varietä& che Terracini [Atti Accad. naz. Lincei, Rend., Cl. 
Sci. fis. mat. natur., V. S. 30,, 95—100 (1921)] ha chiamato varietä di Segre | 
generalizzate, considerate anche dal Bompiani (questo Zbl. 30, 66) e prece- 
dentemente in qualche caso particolare pure da Godeaux [Bull. Soc. Sei. Liege 
11, 74—83 (1942); questo Zbl. 27, 334]. Si tratta della variet& W che rappresenta. ' 
birazionalmente senza eccezioni i gruppi di k punti estratti da k spazi lineari 


Sr Sr 85, contati con le relative molteplicitä n,,N,,...,n,. La W & anche. 
prodotto delle k varieta di Veronese, imagini proiettive della totalitä delle forme 
&ordine n,.di 8, =ly2, 22h): F.@aeta (Madrid). 


eo Godeaux, Lucien: Correspondances entre deux courbes algebriques. (M&m. 
Sci. math., Nr. 111.) Paris: Gauthier-Villars 1949. 64 p. 400 fr. 

La theorie des correspondances entre courbes alg&briques nee de l’extension 
du prineipe de correspondance de Chasles, a pris son d&veloppement par la voie 
transcendante & partir des travaux d’Hurwitz [Cf. Math. Werke, T.I., Bäle 1932; 
ce Zbl. 4, 64] puis par voie alg&ebrico-geomötrique avec le m&moire de Severi 
[Mem. R. Accad. Sci. Torino, II. S. 54, 1—49 (1904)]. Le fascieule du Memorial que 
M. Godeaux consacre A cette theorie contient l’expos& des recherches sur le sujet, 
prineipalement celles effectuees par la voie geometrique; il est & regretter que 
l’ouvrage pret des 1940 n’ait pu voir que r&cemment le jour, ne donnant pas ainsile 
tout dernier &tat des questions. — Apres un rappel de la th6orie des varietes de 
Jacobi, l’A. &tudie le probleme des involutions sur une courbe qui conduit au 
probleme d’Hurwitz de construire toutes les courbes contenant une involution 
dont on donne l’image et les diramations, il en indique les solutions particulieres 
dues & Commessatti (n—= 2) et ä& Defrise (involutions abeliennes). Etude de 
la theorie des correspondances selon Severi avec introduction des notions de valence, 
de base des correspondances, du principe de Cayley-Brill. Aveec les proprietes 
des series irreductibles de dimension 1 et indicee +1 (Castelnuovo, Severi), 
s'introduisent le defaut de Torelli et les nombres de Commessatti. Une appli- 
cation de ces theories est le theoreme de Schwarz-Klein sur l’impossibilit& pour 
une courbe de genre >1 d’avoir infinit& de transformations birationnelles en 
elles-m&mes ni infinit@ continue d’involutions irrationnelles. — L’&tude du point de 
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vue transcendant est surtout orientee vers interpretation g&ome6trique selon Rosati 


‚des formules d’Hurwitz liant les correspondances aux homographies rationnelles 


de l’espace $,,_, (p genre de la courbe), et aux extensions conseceutives de la notion 


de valence et aux correspondances sp£6ciales. Une application est faite au probleme 


de determiner les courbes possedant infinit6 continue de correspondances dont un 
indice d est fixe, ce qui exige le genre au plus egal & 5 (b + 1)/2. — Une derniere 
partie est consacree & l’aspect topologique du probleme des correspondances; avec 
l’etude des interpretations de Chisini et de Lefschetz, du th6or&me d’Abel; 
la möthode de Lefschetz et celle de Chisini conduisent & des r6sultats restant 
vrais pour des correspondances plus gen6rales que les algebriques. B. d’Orgeval. 


Godeaux, Lucien: Applications de la th&orie des involutions eyeliques apparte- 
nant & une surface algebrique. Centre Belge Rech. math., Colloque G&om. alg&brique, 
Liege 19, 20 et 21 dec. 1949, 177—195 (1950). 

Expose sur les principales applications des importants travaux de l’A. dans ce 
‚domaine, groupees ici pour une vue d’ensemble tres utile. L’A. prend la peine de 
rappeler les d£finitions relatives aux notions qu’il presente, et d’expliquer les idees 
qui l’ont conduit dans sesrecherches. I? Ilexpose d’abord le proc&de de construction 
d’une surface ® de diviseur de Severi 0 >p comme image d’une involution cyclique 
.d’ordre p sur une surface F, privee de points unis. II° Puis il rappelle la d&couverte 
de quelques surfaces tres simples non rationnelles, de genres arithmetique et g6o- 
metrique nuls, comme images ® d’une involution eyclique ayant un nombre fini 
.de points unis [Atti Accad. naz. Lincei, Rend., Cl. Sei. fis. mat. natur., VI.S.14, 
479—481 (1931) et ce Zbl. 35, 103]. III° Il donne enfin une troisieme application: 
la construction de certaines surfaces irregulieres (travaux publies de 1941 & 1949). 

L. Lesieur (Poitiers). 


Fernändez Biarge, Julio: Über die Koinzidenzmannigfaltigkeit einer biratio- 
nalen Korrespondenz zwischen übereinander liegenden algebraischen Mannigfaltig- 
keiten. Rev. mat. Hisp.-Amer., IV. S. 10, 3—11 u. engl. Zusammenfassg. 11 (1950) 
[Spanisch ]. 

Let 7 be a birational selftransformation of a variety V of dimension n, and let 
ACV be a coincidence simple subvariety, regular for r and of dimension r. In 
the quotient ring R of A, r induces an automorphism. Let (X) = (%,,...,%,), 
s=n-—r, be a basis of the ideal $% of nonunits of R. If we set (X’) = r(X), then 


KK—-X EX Mur (mod $), where Mur is a s-square matrix. According as the deter- 


minant |Wt4r| is oris not different from zero, A is said to be a perfect or an imperfect 
eoincidence variety. If Mir =/€, € being the identity matrix, then A is called a 
hypereoineidence variety; and, if moreover A = 0), one speaks of a highercoincidence 
variety. These definitions differ a little from those given by Severi [Serie, sistemi 
d’equivalenza...., Roma 1942, Cap. VI, $ 4; this Zbl. 28, 79]. — It is proved that 
if A, B are coincidence varieties of V, suchthat ACBCV and A simple in V, 
then |Mury| = Muz| : |Mer|. Therefore a necessary and sufficient condition that A 
be a perfect coincidence variety in Visthat Ain Band Bin V are both perfect coin- 
‚cidence varieties. It results, as a corollary, that a perfect coincidence point A cannot 
be lying in a variety B, of dimension > 0, of coineidence points. — The author 
asserts that two propositions stated by Severi, in the book cited above, are not 
‚correct. For the first one the author seems to be wrong; at least his counterexample 
is not a very one since the coineidence point pretended to be isolated is in fact 
followed by two other infinitely near coincidence points. Neither is the author 


‚right concerning the second proposition; indeed the exhibited counterexample refers 


to a hypercoincidence that is not an isolated coineidence; but Severi’s definition 


“for hypercoineidence points presupposes isolated coineidences — see the beginning 
of n. 142 pag. 281 of Severi’s book. Ancochea (Madrid). 
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Baldassarri, Mario: Su un eriterio di riduzione per un sistema algebrico di 


varietä. Rend. Sem. mat. Univ. Padova 19, 1—43 (1950). 


Der bekannte Satz von M. Noether, daß eine algebraische Fläche, die ein 
rationales Büschel rationaler Kurven trägt, notwendig rational ist, wurde in letzter 
Zeit mehrfach wieder aufgegriffen und nach verschiedenen Richtungen hin ver- 
allgemeinert: U.Morin (dies. Zbl. 21, 153), A. Comessatti (dies. Zbl. 24, 276), 
F. Conforto (dies. Zbl. 25, 360). Diese Arbeiten, deren Ergebnisse auf mehr geo- 
metrischen Überlegungen beruhen, werden vom Verf. auf allgemeinerer Basis mit 
den Mitteln der modernen Algebra und Idealtheorie fortgesetzt und erweitert. Die 
Grundlage für die geometrischen Folgerungen bildet der folgende algebraische Satz, 
den Verf. mittels einer genau durchgeführten Konstantenabzählung beweist: Ist 
x. - -, %,,1) ein absolut irreduzibles Polynom des Grades n über dem Restklassen- 
körper K'’=K [ü,.. ., Ug+1]/P, wo Yein irreduzibles Polynom in K [ü,, .. ., Ye+ı] 
ist, so besitzt f, wenn es einer gewissen Allgemeinheitsbedingung genügt, dann und 
nur dann eine in K’ liegende Wurzel, falls r >ne—2 ist. In diesem Fall ist 
f(&1:-- %, 1) birational äquivalent einem Polynom g(k, .. - £,41) über K’, das 
in £,,, nur den Grad n— 1 erreicht. — Daraus folgt der geometrische Satz: Wenn 
durch eine Gleichung f(&1,-- ., &e+r+ı) =0 eine algebraische Mannigfaltigkeit 
V,., dargestellt wird, welche ein (im obigen Sinne allgemeines) algebraisches System 
2, der Dimension o und des Index 1 von Mannigfaltigkeiten W/ trägt, so kann diese 
Voerr —fallr >m—2 silt auf eine (n— 1)-fache V,+,, die aus o<® linearen 
S, besteht, derart abgebildet werden, daß dem System &, ein System &, von linearen 
(n— 1)-fachen S, entspricht, die sämtlich durch einen passend gewählten S,_ı 
hindurchgehen. Weitere Spezialisierungen dieses Satzes ergeben sich, wenn das 
System 2, oder die Mannigfaltigkeiten W, rational sind. Verf. untersucht auch 
noch den Fall, daß der Index von 2, größer als 1 ist. Gröbner (Innsbruck). 


Baldassarri, Mario: Le varietä pluririgate a tre dimensioni. Rend. Sem. mat. 


Univ. Padova 19, 172—200 e Aggiunta alla nota preced. 340—341 (1950). 
Die hier betrachteten Mannigfaltigkeiten R, von drei Dimensionen besitzen die 


Eigenschaft, daß durch alle ihre Punkte allgemeiner Lage je eine endliche Anzahl | 


# >1 von auf R, liegenden Geraden hindurchgehen. R, enthält also 00? Geraden; 


diese verteilen sich in einer endlichen Anzahl von kontinuierlichen Systemen. Die | 
Zahl u ist die Summe der Indizes aller solcher Systeme; sie kann den Wert 6 nicht 
übersteigen; und der Wert 6 von u wird nur für die kubische Hyperfläche des Raumes 
S, erreicht. Als Vorbereitung der Diskussion aller R, der gewünschten Art gibt Verf. | 
zunächst einige Sätze an, die die Flächen des Raumes $, betreffen, welche 002 | 


k-berührende Geraden (mit k >2) oder oo! k-berührende Geraden (mit k >3) 


besitzen; für die ersten Flächen müssen Ebenen existieren, die die Fläche selbst | 
längs einer Kurve der Ordnung k >2 berühren; für die anderen bilden jene oot | 


k-Tangenten eine abwickelbare Fläche. Andere vorbereitende Sätze betreffen: die 
Tatsache, daß jede Gerade g von R, n — 3 Doppelpunkte von AR, enthält; die Eigen- 


schaften der Ebenen, die je zwei Geraden desselben Systems von R, enthalten; die 
Ordnung der Doppelfläche A von R,, die > 3n — 10 ist (sobald n > 3); usw. Alle 


diese Sätze gestatten dann zu beweisen, daß die gesuchten R, mit den R% eines Rau- 
mes S,„,, mit elliptischen Schnittkurven und n < 7 zusammenfallen, nur die R$ des 


S, mit einer Doppelgerade ausgeschlossen. Man findet insgesamt fünf Arten von | 


\ 


£;; die drei ersten enthalten je ein einziges System von Geraden mit w—=6, AR 


die beiden anderen enthalten die eine zwei Systeme mit u — 1, und die zweite drei 


Systeme mit u—=1. Das Bild dieser Geradensysteme auf der Graßmannschen 


V; des S, liefert einige Flächen, von denen die zwei ersten irregulär sind. — Im 
Zusatz wird hervorgehoben, daß in der ganzen Untersuchung der Fall einer R, die 


Ort von oo! Quadriken V2 ist, immer ausgeschlossen wird. E.@. Togliatti. 


| 
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Derwidue, L.: M6thode simplifi6e de röduetion des singularitös d’une varist& 


| algebrique. Acad. Belgique, Bull. Cl. Sei., V. 8. 35, 880—885 (1949). 


Derwidue, L.: Röduetion des singularit6s d’une surface alg&brique. Bull. 
Soc. Sci. Liege 18, 415—420 (1949). 

Derwidue, L.: R&duetion des singularit6s d’une vari6t6 algebrique & trois 
dimensions. Bull. Soc. Sci. Liege 18, 421—430 (1949). 

Es handelt sich um das berühmte, nun schon seit bald 80 Jahren umkämpfte 
Problem, ein singularitätenfreies birational äquivalentes Bild einer beliebigen al- 
gebraischen Mannigfaltigkeit zu konstruieren. Die vorliegende Arbeit stellt eine 
Vereinfachung der Methode des Verf. dar, die er in seiner Arbeit „Essay sur le 
probleme general de la reduction des singularites d’une variete algebrique“ (dies. 
Zbl. 30, 366) angegeben hatte: Er hat dort noch streckenweise mit Cremona- 
Transformationen gearbeitet, die er nun durch allgemeinere birationale Transfor- 
mationen ersetzt. Freilich stützt sich sein neuer Beweis, wie schon der alte, auf 
den Satz, daß die erste Polare einer Mannigfaltigkeit («—1)-fach durch jeden 
eigentlichen oder uneigentlichen ?-fachen Punkt der Mannigfaltigkeit hindurch geht. 
Gegen diesen Satz lassen sich leicht schon für Kurven in der Ebene Gegenbeispiele 


angeben. — Der Hauptsatz wurde inzwischen von Deuring mit bewertungstheore- 
tischen Mitteln bewiesen. In der 2. und 3. Note führt Verf. sein Verfahren am Bei- 
spiel 2- und 3-dimensionaler Mannigfaltigkeiten durch. Ott-Heinrich Keller. 


Derwidue, L: Sur les eourbes exceptionnelles. Bull. Soc. Sci. Liege 18, 431— 
444 (1949). 

Ausnahmekurven sind solche Kurven auf einer Fläche, die bei einer geeigneten 
birationalen Transformation der Fläche in einen Punkt übergehen. Verf. untersucht 
diese dadurch, daß er sich mit Hilfe seiner in den vorigen Referaten besprochenen 
Methode ein singularitätenfreies Bild der Flächen verschafft. Er gewinnt dadurch 
eine Übersicht über alle Ausnahmekurven, die auf einer Fläche zu finden sind, 
sowie über die Vielfachheit, mit der sie im kanonischen System der Fläche auftreten. 

Ott-Heinrich Keller (Dresden). 

Vaecaro, Giuseppe: Sopra aleune singolaritä di ipersuperfieie algebriche. Atti 
Accad. naz. Lincei, Rend., Cl. Sei. fis. mat. natur., VIII. 8. 5, 247—251 (1948). 

Si studiano quelle particolari ipersuperficie algebriche V}_ı di $, che pos- 
seggono un punto O (n — 2)-plo nel quale ciascuna tangente ha incontro n-punto. 
Una tale ipersuperficie e mutata in se da un’omologia armonica di centro O. E 
viceversa: se una V7_,, per cu O & (n-— 2)-plo, & trasformata in se da un’omologia 
armonica di centro O, es:a & necessariamente del tipo precedente. L’A. trova alcune 
proprietä dei punti doppi di una siffatta V/_ı che raffronta con altre dello stesso 
A. relative ad una V7_, con punto (n — 2)-plo ordinario (questo Zbl. 32, 305). 
Dimostra in particolare che: il massimo numero dei punti doppi isolati a tangenti 
quadripunte di una V7_ı er +1. Se una V7_ı possiede r -H1 punti doppi ed r sono, 
a tangenti quadripunte, anche lo (r + 1)-esimo gode della stessa proprietä. Per 
r—=2 si ritrovano risultati noti di Dalla Volta (questo Zbl. 32, 301). 

Mario Villa (Bologna). 

Togliatti, Eugenio: Sulle superfieie algebriche col massimo numero di punti 
doppi. Univ. Politec. Torino, Rend. Sem. mat. 9, 47—59 (1950). 

Conference attirant l’attention sur le difficile probleme de la construction des 
surfaces algebriques generales d’ordre n > 5 ayant le nombre maximum de points 
doubles. Rappel des resultats de B. Segre sur les courbes, contour apparent d’une 
surface [Accad. Ital., Mem. Cl. Sci. fis. mat. natur. 1, Mat. Nr. 4 (1950)], montrant 
V’inexactitude d’une hypothese de Lefschetz, qui ramenant le probleme & la re- 
cherche des points doubles que l’on peut imposer & une courbe possedant des noeuds 


“ et cuspides assignes, admettait que les nouvelles conditions &taient ind&pendantes 
“ entre elles et de celles d’assignation [S. Lefschetz, Trans. Amer. math. Scc. 14, 
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2341 (1913)]. Expos& des recents resultats de Severi [Ann. Mat. pura appl., 
Bologna, IV. 8. 25, 1—41 (1946)] liant la naissance d’un point double & la perte 
d’une unit au nombre des modules, la limitation obtenue alors &tant trop forte 
comme il apparait d’exemples de B. Segre (ce Zbl. 31, 262). — Il serait & desirer 
que le cas n = 5 oü la limitation est entre 31 et 34 soit enfin r6solu. D’Orgeval. 

Orgeval, B. d’: Sur une inegalit6 de la thöorie des surfaces. Acad. Belgique, 
Bull. Cl. Sei., V. S. 36, 302—304 (1950). 


Si F est une surface alg&ebrique d’irregularite g= pP, —P,, privee de faisceau | 


irrationnel de courbes, en utilisant la representation de F par une surface appartenant 
& la variete de Picard, dueäM. Severi [Annali di Mat., III. S. 20, 201—215 (1913)], 
’A. d&montre la relation ?, <2p, + 4, que M. Castelnuovo a obtenue par voie 
transcendante [Rend. Circ. mat. Palermo 20, 55—60 (1905)]. L. Godeaux. 


Segre, Beniamino: Intorno agli spazi lineari situati sulle quadriche di un 
iperspazio. Univ. Politec. Torino, Rend. Sem. mat. 9, 137—144 (1950). 

Auszug aus einer Vorlesung über höhere Geometrie (Bologna, 1950). Die Räume 
S,(0<k<}(r—1)), die auf einer nicht singulären Quadrik eines Raumes S, 
liegen, bilden eine einzige irreduzible und rationale Mannigfaltigkeit V, (zwei 
solche Mannigfaltigkeiten nur, wenn r= 2% +1) der Dimension d=%(k +1) 
(2r —3k — 2). Verf .bestimmt die Anzahl der S, jener V, die einer Schubertschen 
Grundform [aya,...a,] angehören, im Falle, daß diese Anzahl endlich ist, d. h. 
im Falle, ddß ,+a, +4+°''+a,= (k +1)? ist. Die gesuchte Anzahl ist 2#+., 
Für die Darstellung der betrachteten V, durch die Punkte einer Mannigfaltigkeit K 
der Graßmannschen Mannigfaltigkeit (r,k) erhält man so folgende Äquivalenz: 
K=2%+1[fr—2k—1,r—2k+1,..,r—1]. Es folgt die Bestimmung der Ord- 
nung c der V,. Es folgt weiter die Anzahl der Räume $,, die auf A Quadriken all- 
gemeiner Lage des S, gleichzeitig liegen, im Falle, daß diese Anzahl endlich ist, d.h. 
im Falle, dß r=4hk+h-+k ist; diese Anzahl ist: 


m—= AED (r —2k—1,r—2k+1,...,r—1]%; 
als Beispiele die zwei Fälle: A=2,r=2k+2; k=1,h=2l. Schließlich eine 
analytische Darstellung der zwei Systeme von S, auf einer Quadrik des Raumes 
Sop+1: E. Togliatti (Genova). 


Wilson, E. M.: The i-seeant [i— 2]-spaces of serollar manifolds. J. London 
math. Soc. 25, 343—347 (1950). 

Bestimmung der Anzahl der Räume 8,_,, die öi Punkte mit einer Mannigfaltig- 
keit M, des Raumes 8,, Ort von oo! Räumen $, „, gemein haben. Diese Anzahl ist 
in allgemeinen endlich, wenn r=:(d+1)—2 ist. Bezeichnet man mit p das 
Geschlecht der oo!-Schar der erzeugenden S,_, von M „ so hat die gesuchte Anzahl 
den Wert ®, „(n,p) = Sa a 

A Kar: 
Falle? = 2,» = 0, dann im Falle p —= 0 und i beliebig, und erst dann im allgemeinen 
Falle angegeben. Immer wird der Wert von ® durch Zerfallen von M, und eine 
Rekursionsformel gewonnen. Es folgen zwei Beispiele: eine elliptische Regelfläche 
der Ordnung 12 im S,, hat drei viermal schneidende Ebenen d=2,p=1,i=4, 
n = 12;® = 3). Eine elliptische ool-Ebenenschar der Ordnung 18 im S/,hat 168 Tri- 
sekanten d=3,p=1L,i=3,n=18;® = 168). E.@G. Togliatti (Genova). 

Roth, Leonard: Su aleune varietä algebriche ehe contengono un sistema di 
eurve ellittiche. Atti Accad. naz. Lincei, Rend., Cl. Sei. fis. mat. natur., VII. S. 9; 
62—64 (1950). 

Una varietä irriducibile V, definita in un corpo commutativo K contiene un 
sistema Zoo’+%=1 (appartenente pure aK) di curve ellittiche C d’ordine n. Per 
il punto generico P di V, passa un sistema {C} irriducibile e birazionale di dimen- 
sione k Sr. Sulla © generica s’individua un punto Q (tangenziale generalizzato 


): Der Beweis wird zunächst im 


di P) resto del punto P contato n — 1 volte rispetto alla serie delle sezioni iperpiane. 
Il Tuogo di Q & in generale una V,, irriducibile e birazionale nel corpo K(P) ottenuto 
aggiungendo a K l’irrazionalitä da cui dipende la determinazione di P. — Nel caso 
. piü caratteristico k—=r la V, cosi costruita invade l’intera V, e si riconosce facil- 
mente con l’A. che un punto generico Q di V, risulta essere tangenziale generalizzato 
di un numero finito » di curve O passanti per un punto P prefissato. La V, risulta 
' dunque unirazionale in X (P) ed ivi rappresentabile sopra un’involuzione I,. —: 
'L’A. estende l’argomentazione con opportune modifiche al caso 2k >r ed applica 
questo criterio di unirazionalitä agli S, doppi con forma quartica generale di dirama- 
zione ed a talune sezioni delle grassmanniane con spazi lineari di dimensione piccola 
la cui irrazionalitä era dubbiosa. — Nel caso generale giova trovare condizioni 
sufficienti per l’applicabilitä del metodo, dipendenti dalla natura di &. L’A. si 
‚limita al caso k=1 [il quale per r = 2 & stato indagato da Castelnuovo, Atti 
Reale Accad. Lincei, Rend., Cl. Sci. fis. mat. natur., V. S. 3, 473—481 (1894)] 
ed accenna alla possibilitä di estendere la ricerca alle V, con un sistema di curve 
iperellittiche. F.Gaeta (Roma). 


Waerden, B.L. van der: Infinitely near points. Proc. Akad. Wet., Amsterdam 
53,1136—1145 (1950); Indag. math. Amsterdam 12, 401—410 (1950). _ 

L’A. etablit, pour le concept de points (infiniment) voisins, la definition intrin- 
seque que voieci: Soit, sur une variet& V de S,, une branche ß algebrique (ou ana- 


lytique), donnee en coordonnees non homogenes par des series z,() W =1,...,n) 
suivant les puissances entieres et positives de t, dont l’origine P (0,...,0) soit un 
point simple de V. Soit H (x,...,%,) un polynome et soient ßp, Hp les multi- 


plicites de ß, H en P, et (ß, H) la multiplieite de H sur 8. L’ensemble des polynomes 
H pour lesquels on a (8, H) >ßpr: Hp est, par definition, un point P, voisin du 
premier ordre de P. Le point P, peut se definir aussi au moyen d’une autre branche 
& pour laquelle on ait (&, H) >x&p : Hp pour tous les polynomes de P,. On dit que 
toutes ces branches x passent par P,. Le minimum de (ß, H) — Pr : Hp pour les H 
de P, sera la multiplieite >, de ß sur P,; tandis que la multiplicite H>, d’un poly- 
nome H de P,ence point sera le minimum de (x, H) —&p : Hp pour toutes les & qui 
passent par P). Dans ces conditions, l’ensemble des polynomes H de P, pour les- 
quels on ait (f, A) — Pr Hp >Pr, ‘Hr, constitue le point P, voisin du deuxieme 
ordre de P. Et ainsi de suite. — La d&monstration des propositions contenues dans 
cette definition est faite au moyen de transformations quadratiques de centre P. — 
. D’apres l!’A., ce n’est qu’a posteriori qu’il a constate que sa definition peut &tre con- 
sideree comme le developpement d’une idee seulement esquissee par Severi (Trat- 
tato di geometrica algebrica I, Bologna 1926, p. 322). — Certainement, au point de 
“ vue conceptuel, la presente definition est tres simple; mais le rapporteur ne voit pas 
clairement comment on pourra r&ussir avec elle dans les applications ä& cause du 
fait que les ensembles de polynomes qui definissent les points voisins, n’etant pas 
des modules, ont une structure qui ne semble pas &tre facilement maniable. 
Ancochea (Madrid). 


Gröbner, W.: Sulle varietä perfette. Ann. Mat. pura appl., Bologna, IV. S. 
" 28, 217—219 (1949). 

Dans cette note breve, l’A. passe en revue les differents aspects que peut prendre 
une variete parfaite: ideaux parfaits de Macaulay; cas particulier des ideaux de 
premiere espece de P. Dubreil; id&aux homogenes & n + 1 variables, de dimension d, 
dont la chaine de syzygies comprend exactement n —d termes. Un exemple de 
courbe non parfaite dans 5, est la quartique rationnelle: 

ER ea u. 
L’A. signale une propriete caracteristique d’une courbe parfaite Zsans point multiple: 
les formes d’ordre donn& d&coupent sur Z une s£rie lineaire complete. Bibliographie 
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indiquee par I’A.: P. Dubreil, (ce Zbl. 30, 295); W. Gröbner, Moderne algebra- | 
ische Geometrie, Wien (1949, ce Zbl. 33, 127). [Il faudrait ajouter: F. Gaeta, 
ce Zbl. 33, 208 et R. Apery, These, Paris, 1947]. L. Lesieur (Poitiers). | 

Koizumi, Shoji: On the differential forms of the first kind on algebraie va- | 
rieties. J. math. Soc. Japan 1, Nr. 3, 273—280 (1949). 

A. Weil definiert in seinem Buch [Foundations of algebraic geometry, Amer.. 
math. Soc. Colloq. Publ. 29, 245—247 (1946)] den Begriff einer Differentialform . 
& = F(x,dx), die zu einer Erweiterung k(x) eines Körpers k gehört, und nennt & 
eine Differentialform 1. Gattung auf einer kompletten und singularitätenfreien Man- 
niefaltigkeit U, wenn » in jedem Punkt von U endlich ist. Verf. behandelt einige 
von A. Weil in diesem Zusammenhang gestellte Probleme. Er zeigt, daß w auch in | 
jedem einfachen Punkt einer mit U birational äquivalenten Mannigfaltigkeit V end- 
lich ist, und ferner, daß ® eine Differentialform 1. Gattung auf jeder kompletten. 
und singularitätenfreien Untermannigfaltigkeit W von U bestimmt. Weitere Sätze 
gelten für die Zusammensetzung von Differentialformen auf Produktmannigfaltig- 
keiten. Gröbner (Innsbruck). 

Garnier, Ren&: Integration uniforme de certains systömes du quatri&me ordre,, 
ä deux variables indöpendantes, attach&s & une surface algebrique. Centre Belge- 
Rech. math., Colloque Geom. algebrique, Liege 19, 20 et 21 dec. 1949, 105—121 
(1950). 


Briot, Bouquet, Painleve, Picard haben die Frage nach eindeutigen Lö- 
sungen algebraischer Differentialgleichungen gestellt und in vielen Fällen beant-. 
wortet. Verf. fragt nach Differentialgleichungssystemen 


2 —W5 Ze = w;; Rn (& %,%) Wi,k—1,2) 

mit rationalen R,,,, wobei die Punkte (x,, %,, x) an eine algebraische Fläche F = 0: 
gebunden seien: Für welche F und R,,, ist das allgemeine Integral (u,, v,) des Sy- 
stems auf der Fläche eindeutig und ohne wesentliche Singularitäten ? Die Schwierig- 
keiten, die Painleveund Picard bei wesentlich einfacheren Differentialgleichungen 
zu überwinden hatten, lassen eine rein analytische Behandlung des Problems aus- 
sichtslos erscheinen. Dem. Verf gelingt aber mit Mitteln der algebraischen Geometrie 
eine Klassifikation der möglichen Flächen nach Geschlechtern. Als geometrisches 
und arithmetisches Geschlecht kommen nur die Paare (1,1), (1,—1) (0, 0), (0, —1) 
in Betracht. Weiter erlaubt die Gestalt der Differentialgleichungen Schlüsse auf 
das Geschlecht gewisser Kurven und Kurvenscharen auf der Fläche, wodurch die 
Klassifikation noch verfeinert wird. Jeden dieser Typen bringt Verf. durch bi-- 
rationale Transformation auf eine Normalform und kann dann das zugehörige 
Differentialgleichungssystem analytisch behandeln. Zum Schluß formuliert er offene: 
Fragen, die sich bei der Zulassung wesentlicher Singularitäten oder bei der Betrach-- 
tung noch höherer Differentialgleichungssysteme ergeben. Ott-Heinrich Keller. 


Vektor- und Tensorrechnung. Kinematik: 


e Lichnerowiez, A.: El&ments de ealeul tensoriel. (Collection Armand Colin: 
Section de mathematiques, No. 259). Paris: Armand Collin 1950. 216 p. fr. 180. 

Ce petit livre fournit un expose el&mentaire, clair et rigoureux, des notions 
de Caleul tensoriel. Il est desting aux debutants, 6tudiants, physiciens et ingenieurs,, 
desireux de s’initier aux möthodes tensoriellesetd’en connaitre les principales applica-- 
tions. Il comporte deux parties: la premiere est consacree ä l’Algebre et & ’Analyse 
tensorielles, la seconde aux applications. Notons que l’Algebre exterieure n’y est 
pas, comme on le fait trop souvent, passee sous silence. Pour ce qui concerne 
l’Analyse tensorielle, ’A. se borne & l’6tude des champs dans un espace de Riemann. 
Il adopte systematiquement la methode du repere mobile d’E.Cartan. Dans la. 
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| seconde partie, ’A. a choisi parmi les applications les plus importantes: une intro- 
duction & l’&tude des milieux continus et de l’&lasticite, une &tude des &quations 
de Maxwell de l’eleetromagnetisme, les prineipes de la theorie relativiste de la 
gravitation. Table des matieres. Chap. I: Les espaces vectoriels; II: Les espaces 
ponctuels affines et euclidiens; III: Algebre tensorielle; IV: L’espace euclidien en 
coordonnees curvilignes; V: Les espaces de Riemann. Seconde partie, applications; 
VI: Le Caleul tensoriel et la Dynamique classique; VII: La theorie de la relativite 
restreinte et les equations de Maxwell; VIII: El&ments de la theorie relativiste de 
la gravitation. Index bibliographique. Lepage (Bruxelles). 
oe Synge, J.L. and A. Schild: Tensor ealeulus. (Mathematical Expositions, no. 
5.) Toronto: University of Toronto Press 1949. XII, 324p. $ 6,00. 

Dieses Buch ist geschrieben besonders für Studierende der angewandten Mathe- 
matik; deshalb ist ein Teil den Anwendungen gewidmet. Im Kap. 1 werden in all- 
gemeinen n-dimensionalen Mannigfaltigkeiten Tensoren definiert und die algebra- 
ischen Operationen besprochen, wobei Verf. sich der Kern-Index-Methode bedient. 
Kap. 2, 3 und 4 handeln über Riemannsche Mannigfaltigkeiten (geodätische Linien, 
kovariante Ableitung, spezielle Koordinatensysteme, Krümmungsaffinor, „geodesie 
deviation“, pseudoparallele Verschiebung usw.). Sodann werden Mannigfaltigkeiten 
kofistanter Krümmung besprochen. Anwendungen werden gegeben aus den folgenden : 
Gebieten: klassische Dynamik, Hydrodynamik, Elastizitätstheorie, elektromagne- 
tische Strahlung. Kap. 7 handelt von Tensordichten; die verschiedenen Integral- 
sätze werden abgeleitet. Schließlich werden noch einige allgemeinere Übertragungs- 
räume kurz besprochen (Weylsche Übertragung, projektive Übertragung). Das 
Buch enthält ein Sachregister und ein kurzes Literaturverzeichnis. J. Haantjes. 

Racah, Giulio: On the decomposition of tensors by eontraetion. Rev. modern 
Phys., New York 21, 494—496 (1949). 

Ist ein Affinor bei der affinen Gruppe so weit als möglich invariant zerlegt, so 

lassen sich die Teile bekanntlich noch weiter invariant zerlegen, wenn man eine 
Untergruppe der affinen Gruppe einführt. Für die orthogonale Gruppe wurde dies 
in J.A.Schouten, Der Riccikalkül, Berlin 1924, S. 206, 208 erörtert. Verf. gibt 
für diese Zerlegungen für n=3 und n= 4 und für die Gruppe der eigentlichen 
Drehungen eine explizite Darstellung. Wie die Redaktion in einer Fußnote bemerkt, 
findet sich eine eingehende Darstellung schon bei H. Weyl, Classical groups, 
Princeton 1939. Auch möchte Referent auf die Arbeit von D. E. Littlewood, 
The theory of group characters, Oxford 1950, S. 293 hinweisen, wo auch weitere 
Literatur angegeben ist. Es schließen sich einige Bemerkungen über Spingrößen an. 
Schouten (Epe/Holland). 

Landolt, M.: Die Tensorkoordinaten des Drehwinkels. Elemente Math., Basel 
5, 104—113 (1950). 

Die Basis eines schiefwinkligen Koordinatensystems werde durch die drei 
Einheitsvektoren e,, &,, e, gebildet. Die dazu reziproke Basis sei el, e?, e®. Der 
Vektor X = a* e, (in abgekürzter Summenschreibweise) werde bei positiver Drehung 
um den Winkel p um die durch seinen Anfangspunkt gehende, durch den Vektor 

—2,ei=zke, bestimmte Achse in den Vektor 8 =b,e* übergeführt. Verf. 
“stellt sich die Aufgabe, den Tensor ®= (p,,) so zu bestimmen, daß B = ®U, 
d.h. b, = p,,«a* wird. Das Ergebnis ist: 


Fu = ER ep) + 040009 + dusing 
mit Co. = &;&u dr >= 2 (e, e, e,) 2). Ref. bemerkt hierzu, daß dies bei Verwendung 


der dyadischen Schreibweise ® = g,,e? e* unmittelbar aus der bekannten Dar- 


stellung 
8=f-f(1—cosg)+Ecosp+fx Esino 


21* 
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folgt, wobei ZH der Einheitstensor und f= |3|13 ist. Im Spezialfall p=n/2, 
YA3—=0 wird 9, = d;,; eine zweite Darstellung d;, für diesen Tensor, die Verf. 
unter Verwendung zweier zur Drehachse senkrechter Vektoren u und vd gesondert 
herleitet, ergibt sich wesentlich einfacher, indem man z3= ux o» in d,, einführt. 
d;, wird dann zur Darstellung des dem Vektorprodukt u x d zugeordneten Tensors 
mit den Koordinaten w,, =— u,;v, + v;u, in der Form w,, — d;, |tw| verwendet. 
{Dieser Tensor ist nichts anderes als (ux v)x E.] Schönhardt (Stuttgart). 


Ghosh, N. N.: On complex tensor ealeulus. Bull. Caleutta math. Soc. 42, 
65—72 (1950). 
Let 2* =g* +ip“ be complex coordinates and denote by «#* = g"— ı p# 
their complex conjugate. Let &, denote the operator 4 (0/09* + ı0/0p*) and &u* 
its complex conjugate. The author considers general transformation of coordinates of 
the form g’* = gq’* (g*, p*), p’® = p’® (g*, p*) (X = g’" + ip’) and defines the 
contra- and covariant vectors by the transformation formulae 
A’ — (Eur ar) Ar + (Eu we) Ar, A, = (& 0%) Ar + (Er 8°) Ace 
Xu=1,2,3,...,n; 1*, 2*,...,n*). The transformation laws for tensors of higher 
order are deduced by considering the product of contra- or covariant vectors [a 
tensor of order m has (2n)” complex components; for instance the components of 
u» ALTE Guvs Jurvs Jury Gar (Pr = 1,2,8,...,n)]. From these definitions a ten- 
sor calculus is deduced in close analogy to the ordinary treatment. For instance, 
the Christoffel symbols are defined by [uvw,o] = %(& gus + Eu vs — &o Juv); 
{ar = 9?" [uv, A] + 9°’ [uv,A*]); the formulae for covariant derivatives of 
vectors are: 
Au,» SL & Ay En as} Agr 2, er As; Ar = &, Ar Air En Ay a {ae,} AR 


Finally an application to Maxwell’s electromagnetic equations is given. Santalo. 


Löbell, Frank: Eine reelle Deutung der komplexen Vektoren. Math. Z., Berlin 
52, 759—769 (1950). 

Zwei quadratische Formen g, kA, mit g=,®+9%&n+9,n° und h ent- 
sprechend haben die simultane Invariante (g, h) = 29, ha — 9a ho + 29,h, und die 
1 /ögch äh ög 
2 er on GE Om’ 
die auch in der elementaren Vektorrechnung auftreten, z.B. 
‚Daran knüpft Verf. den Gedanken, die komplexen Vektoren des 3-dimensionalen | 
Raumes mit den Geschwindigkeitsschrauben des 3-dimensionalen hyperbolischen 
Raumes in Verbindung zu setzen auf Grund der Überlegung, daß die Geraden des 
hyperbolischen Raumes mit Hilfe der binären quadratischen Formen festgelegt 
werden können, wenn man für die absolute quadratische Fläche die Riemannsche 
Zahlenkugel nimmt. Eine solche mit einer komplexen Zahl belegte Gerade erweist 
sich als die sachgemäße Deutung eines komplexen Vektors. J.C. H.@erretsen. 

Jankovid, Zlatko: Decomposition of the acceleration in components. Periodi- 
‚cum math.-phys. astron., Zagreb, Il. 8.2, 97—102 und engl. Zusammenfassg. 103 
(1947) [Kroatisch]. 

Fedorov, V. S.: Die monogene Vektorfunktion. Doklady Akad. Nauk SSSR 
n.S. 72, 637—639 (1950) [Russisch]. 

f=f(v) seieine Vektorfunktion, wobei r der in einem dreidimensionalen Gebiet 
D variierende Radiusvektor ist. m sei der Einheitsvektor einer Richtung, öf/ös die 
Richtungsableitung in Richtung m, n = m x öf/ds. Dann hat man eine Zerlegung 
der Gestalt (1) &f/&s =pm—g(nxX m), wobei die Skalare p, q im allgemeinen 
von der Richtung m abhängen. f heißt monogen, in einem Punkte P(z, y, 2) von D 
wenn öf/ös in P für alle Richtungen m existiert, 9, qin (1) unabhängig von m sind, 


simultane Kovariante [g, h] = 


’ 


für die Beziehungen bestehen, | 
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also bei gegebenem f nur von P abhängen. Es wird der Satz bewiesen: f(t) sei für 
alle Punkte von D monogen. Dann ist dort [= pr -+c (cein konstanter Vektor), 
- Schmetterer (Wien). 

Finuean, H. M.: Some results in the theory of mass systems. — A study in 
„Caleulus-dodging“. Math. Gaz., London 34, 19—25 (1950). 

Mitteilung einfacher Methoden zur Dimensionentheorie bei der Bestimmung 
der Trägheitsmomente und Schwerpunkte einiger Figuren. Dizioglu (Istanbul). 

Sekiya, Tuyosi: Graphieal method of composing the rotating displacement of 
a rigid body fixed a point only. J. Osaka Inst. Sci. Technology 1, 115—116 (1949). 

Es seien die Drehungsachsen- und Winkel zweier Drehungen eines in einem 
Punkt festgehaltenen starren Körpers bekannt. Verf. gibt eine einfache graphische 
Methode für die Bestimmung der Achse und des Winkels der resultierenden Dreh- 
bewegung mit Hilfe der orthogonalen Projektion. Dizioglu (Istanbul). 

Bottema, 0O.: Einige Sätze aus der Kinematik. Simon Stevin, wis. natuurk. 
Tijdschr. 27, 106—114 (1950) [Holländisch ]. 

Es seien E,i?=1, 2, 3 drei Lagen einer starr in sich bewegten Ebene E, A,der 
- Drehpunkt für die Drehung E,—E, (i,k,! sollen aus 1, 2, 3 durch Ringtausch 
entstehen), 7 der Höhenschnittpunkt im Dreieck der A, und P, 3 Lagen eines 
Punktes ? vonZ, entsprechend denLagen E, von E, und @, 3 Lagen einer Geraden. _ 
Dann gehen bekanntlich die Z, aus einer Lage E, durch Spiegelung an der Geraden 
4,4A,hervor. Sollen die 3 P, auf einer Geraden liegen, so muß P, mit A, 4, H 
auf einem Kreise liegen und die Gerade durch ?,, P5, P3 durch H gehen. Sollen 
die 3 G, einen Punkt gemein haben, so muß @, durch den Spiegelpunkt Z, von H 
an der Geraden A, A, gehen. Es folgt noch zum Beispiel eine Herleitung der Formel 
von Euler-Savary. W. Blaschke (Hamburg). 

Bottema, 0.: Über die kinematische Abbildung nach Beth und ihre Anwendung 
auf die zentrale Treibstangenbewegung. Euclides, Groningen 25, 255—256 (1950) 
[Holländisch ]. 

Im Anschluß an Arbeiten von E. Study hat Beth in zwei Arbeiten [Christian 
Huygens 16, 226—272 (1940) (dies. Zbl. 19, 323) und 18, 145—154 (1942)] eine Ab- 
bildung der dreifach unendlichen Lagen einer in sich verschieblichen Ebene im Raum 
entwickelt. In seinem Buche ‚‚Kinematica in het platte vlak‘“ (1949) nimmt diese 
Abbildung eine zentrale Stellung ein, mit deren Hilfe Verf. die ganze planimetrische 
Kinematik mittels geometrischer Betrachtungen behandelt. — In der vorliegenden 
Note werden die Abbildungen von Beth von einem mehr analytisch betonten Ge- 
sichtswinkel aus betrachtet, wobei als Anwendung die zentrale Treibstangenbewe- 
gung gewählt wird. Das allgemeinere Beispiel des Gelenkvierecks kann in ähnlicher 
Weise behandelt werden. Gran Olsson (Trondheim). 

Dimentberg, F. M.: Endliche Verrückungen eines räumlichen Viergelenks mit 
zylindrischen Paaren und die Fälle passiver Bindungen. Priklad. Mat. Mech., Moskva 
11, 593—602 (1947). 

Bach, K.: Die Verwirklichung vorgegebener Winkelgeschwindigkeitsgesetze 
bei Doppelkurbelgetrieben. Ingenieur-Arch., Berlin 18, 167—177 (1950). 

‚ Verf. gibt eine Methode zur näherungsweisen Verwirklichung vorgegebener Ge- 

schwindigkeitsgesetze mit Hilfe von Gelenkgetrieben. Bei dieser Methode handelt 
es sich um den Vergleich der Fourier-Koeffizienten eines vorgegebenen Geschwin- 
digkeitsgesetzes mit denen des Bewegungsgesetzes eines passend gewählten Getriebes 
und damit die Bestimmung der erforderlichen Gliedlängenverhältnisse. — Nach 
Angabe einer graphischen Deutung des Grashofschen Satzes (für das ebene Gelenk- 
viereck) werden die Bewegungsgesetze einfacher und zusammengesetzter Gelenk- 
getriebe, die sich aus der Viergelenkkette ableiten lassen, in analytischer und gra- 
phischer Darstellung angegegeben. Hierbei besteht ein zusammengesetztes Gelenk- 
getriebe aus der Hintereinanderschaltung zweier umlaufender Kurbelschleifen. — 
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"An dem Beispiel zur Erzeugung eines gleichförmigen' Hin- und Herganges wird die 
Durchführung der Methode bei einem zusammengesetzten Getriebe gezeigt. Zum 
Schluß werden konstruktive Ausführungsvorschläge der kombinierten Getriebe 
unter Beachtung der Freiläufigkeit der einzelnen Glieder gegeben. Dizioglu. 

Heck, 0. S.: Beitrag zur analytischen Behandlung des Zwillingskurbelgetriebes. 
Z. angew. Math. Mech., Berlin 30, 239—240 (1950). 

Verf. zeigt, daß sich die durch Inversion der Kegelschnitte entstehenden Kurven 
als Koppelkurven des gegenläufigen Zwillingskurbelgetriebes darstellen lassen. 
Dieser Zusammenhang läßt sich technisch anwenden. Dizioglu (Istanbul). 

Tallgvist, Hj.: Verallgemeinerte Kurbelstangenbewegung. Comment. phys.- 
math., Soc. Sci. Fennica 14, Nr. 16, 14 S. (1950) [Schwedisch]. Fl 

Verf. betrachtet ein Schubkurbelgetriebe, bestehend aus einer Kurbel, die sich 
um einen festen Punkt O dreht, einer Schubstange, die eine ebene Bewegung aus- 
führt, und einer Kolbenstange, die sich auf einer Geraden hin und her bewegt, die im 


allgemeinen nicht durch den Punkt O geht. Bezeichnet c die Entfernung des Punktes 


O von der Geraden, können die verschiedenen Fälle durch cr gekennzeichnet 


werden, wo r die Länge der Kurbel bedeutet. Der Sonderfall des gewöhnlichen 
Schubkurbelgetriebes ergibt sich für ce =0. Verf. untersucht die verschiedenen 
Fälle, wobei unter anderem die beiden Polkurven (raumfeste und körperfeste) sowie 
deren Asymptoten analytisch berechnet und konstruiert werden. Es werden ferner 
die Geschwindigkeiten der Endpunkte der Schubstange und des Kreuzkopfes als 
Funktionen der einzigen Veränderlichen, nämlich des Kurbelwinkels und dessen 
Ableitungen ausgedrückt. (Da das System nur einen Freiheitsgrad besitzt, ist dies 
ja ohne weiteres möglich.) Gran Olsson (Trondheim). 
MacMillan, R. H.: The freedom of linkages. Math. Gaz., London 34, 26—37 
1950). 

\ Zusammenstellung einiger bekannter Tatsachen über die Zahlensynthese der 
Getriebelehre. Dizioglu (Istanbul). 


Differentialgeometrie in Euklidischen Räumen: 


Finikov, 8. P.: Differentialgeometrie des dreidimensionalen Raumes. Mate- 
matika v SSSR 1917—1947, 861—882 (1948) [Russisch]. 
Rasevskij, P. K.: Tensorielle Differentialgeometrie. Matematika v SSSR 
1917—1947, 883—918 (1948) [Russisch]. 
Aleksandrov, A. D.: Geometrie „im Großen“. Matematika v SSSR 1917— 
1947, 919—938 (1948) [Russisch]. 
Bjusgens, 8. 8. und A. A. Glagolev: Synthetische Geometrie. Matematika v 
SSSR 1917—1947, 939—953 (1948) [Russisch]. > 
Bibliographie. (Geometrie) Matematika v SSSR 1917-1947, 954-989 
(1948) [Russisch]. 
.... Die vorliegenden Berichte geben zusammen mit der Literaturübersicht einen willkommenen 
Überblick über die Leistungen der sowjetischen Mathematik auf den genannten Gebieten; es 
wäre wünschenswert, wenn derartige Berichte, die dem Kenner manches sagen können, auch 
in einer westeuropäischen Übersetzung vorliegen würden. Das folgende Referat kann als Be- 
richt über Berichte noch weniger als sonst die Originallektüre ersetzen und muß sich darauf 
beschränken, die wesentlichen Forschungen und Persönlichkeiten kurz zu kennzeichnen. Die 
Verff. obiger Berichte sind meist selber entscheidende Förderer der von ihnen behandelten 
Gebiete. Es ist offenbar unabhängig voneinander referiert worden, so daß Überschneidungen 
nicht ganz vermieden wurden. — Der Verf. des ersten Berichtes ist auch im Westen vor allem 
durch Untersuchungen über projektive Differentialgeometrie bekannt. Im $ 1 ist jedoch zu- 
nächst von metrischer Differentialgeometrie die Rede, worin sich auch Finikov betätigt hat 
(er erscheint mit 62 Nummern im Literaturverzeichnis). In der klassischen Differentialgeometrie 
sind es vor allem verschiedene Fragen der Verbiegung von Flächen und Linienkongruenzen, 
insbesondere bei Erhaltung eines Netzes Konjugierter, womit sich die russische Mathematik 
bereits seit dem vorigen Jahrhundert gern beschäftigt. Von neueren Forschern in dieser Rich- 
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tung seien außer Finikov noch erwähnt: Maslov, Rossinski und Bachvalov sowie der 


- ältere Geometer Egorov, der im Bericht mit 3 Arbeiten noch erscheint. Bei der darauf be- 


handelten projektiven Differentialgeometrie werden besonders ausführlich die Beiträge zur 
"Theorie der stratifiablen Paare von Kongruenzen des R, behandelt. Dieser zuerst von Fubini 
1924 eingeführte Gegenstand, für den es in der deutschen Literatur anscheinend keinen passen- 
‚den Ausdruck gibt (man müßte „schichtbar“ für stratifiabel sagen) ist ganz besonders durch 
die Schule von Finikov gefördert worden. Das Wesen eines Paars statifiabler Kongruenzen 
besteht kurz darin, daß es möglich ist, mit den Linienkongruenzen 00° Flächenelemente in 
‚einfacher Weise so zu verbinden, daß diese dann oo! Flächen umhüllen. Finikov hat in ähn- 


licher Weise auch den Begriff eines stratifiablen Kurvenpaares eingeführt. Von anderen Pro- 


blemen der projektiven Differentialgeometrie sind besonders die mit der projektiven Verbie- 
gung von Flächen und Kongruenzen zusammenhängenden gepflegt worden. Die heute überall 
immer mehr an Boden gewinnenden Cartanschen Methoden der Differentialformen wurden 1934 
‚durch Perepjelkin in Rußland eingeführt. Es sind von den sich dieser Methoden bedienenden 
Arbeiten die von Laptev zur Geometrie der Vektorfelder zu nennen. — Die beiden nächsten 
Artikel betreffen in fast noch stärkerem Maße Lieblingsgebiete der russischen Forschung. 
Zuerst kommt die von RaSevskij behandelte tensorielle Differentialgeometrie. In den 20er 
Jahren wurden durch Kagan in Moskau und Sirokov in Kasan diese Studien ins Leben ge- 
rufen, und fast alle weiterhin zu erwähnenden Forscher gehören einer dieser Schulen an. Zu- 
nächst sind da Untersuchungen von Kagan, Sapiro und Ra$evski über „subprojektive 
Räume“ zu nennen; das sind solche, die denen konstanter Krümmung insofern nahestehen, 
als sie eine Abbildung auf projektive Räume gestatten, wobei die Geodätischen aber nicht in 
Geraden, sondern in gewisse ebene Kurven übergehen. Weitere wichtige Forschungen über 
spezielle Riemannsche Räume sind die von Sirokov über konform-euklidische und die von 
RasSevski über geschichtete Räume, d. h. R,,, die 00” isotrope n-dimensionale Unterräume 
besitzen. Mit Räumen affinen Zusammenhangs (ohne Torsion) hat sich Sapiro beschäftigt 
und sich insbesondere für die geodätischen Linien darin interessiert. Der nächste Paragraph 
behandelt Einbettungsfragen. Darin kommen Untersuchungen von Lop&iz über Räume mit 
verschwindendem Riceitensor und solche der Klasse 1 zur Sprache. Der Russe Liber soll den 


“bekannten Schurschen Satz zuerst dahingehend vervollständigt haben, daß er gezeigt hat, daß 


‚ein R, konstanter negativer Krümmung genau die Klasse n —1 hat. Auf den nächsten Seiten 
werden vor allem Arbeiten von Norden über Einbettungsfragen Riemannscher Räume in 
projektive behandelt, wobei sie dann als Hyperflächen erscheinen. Bei solchen kann man will- 
kürlich projektive Normalen erklären, wodurch dann ein affiner Zusammenhang in der Mannig- 
faltigkeit definiert ist. Auch Einlagerungen in Möbiussche Räume wurden in ähnlicher Weise 
durch Norden behandelt. Es folgen Berichte über Untersuchungen von Dubnov, Efimov 
und Norden, die Kurvennetze auf Flächen in tensorieller Darstellung behandeln. Die darauf 
besprochenen Arbeiten über allgemeinere Räume schließen sich im Grunde alle an die berühmte 
Finslersche Dissertation von 1919 an, die in unserem Jahrhundert eine ähnliche Bedeutung 
hat wie die Riemannsche im vorigen. Zunächst wird über einige Bemühungen von Kagan 
und RaSevski berichtet, sog. gonometrische Räume zu finden, d.h. im zweidimensionalen Falle 
solche Finslersche, bei denen es ©° Kurven mit Riemannscher Winkelmetrik gibt; dies führt 
RaSevski weiter zur Betrachtung sog. bimetrischer oder dualer Systeme, bei denen man ähnlich 
wie in der elliptischen Ebene von doppelter Metrik sprechen kann. Die dann behandelten For- 
schungen über Finslersche, nicht holonome Räume usw. werden durch den Namen Vagners, 
des führenden russischen Forschers auf diesen Gebieten, beherrscht. Der besondere Geschmack 
Vagners, der mit 33 Literaturnummern erscheint, sind besonders weit getriebene Verallgemeine- 
rungen geometrischer Dinge, so daß das Verständnis seiner Arbeiten nicht immer leicht ist. 
Vagner bringt die Finslersche Geometrie mit Übertragungen in Zusammenhang, dann beschäf- 
tigt er sich besonders mit nicht-holonomer Geometrie, das ist, kurz gesagt, im Euklidischen &,, 
eine solche Geometrie, bei der die Lösungselemente eines Pfaffschen Systems besonders ausge- 
zeichnet sind. In Verbindung mit der Finslerschen Geometrie führte das zur Untersuchung der 
Extremalen eines Variationsproblems, die außerdem noch einigen Differentialbedingungen ge- 
nügen. Mit R,- (an Stelle von Punkt-)Metriken im euklidischen R, hatsich außer Vagner be- 


‚ sonders Rozenfeld beschäftigt, der die R,-Metriken (n > 2k) als symmetrisch im Sinne Car- 


1 


tans erkannte. Erwähnenswert ist weiterhin die Tatsache, daß Gurevi@ die Multivektoren in 
den Räumen bis zu 8 Dimensionen vollständig klassifiziert hat. Es sei noch auf weitere, schwie- 
rigere Untersuchungen der Vagnerschen Schule über sog. geometrische „Objekte“ hingewiesen, 
die mit Lieschen Gruppen unendlich vieler Parameter zusammenhängen. — Der überragende 
Forscher für die Gegenstände des nächsten Referats ‚Geometrie im Großen‘ ist wieder der 
Referent A. D. Aleksandrov selber. Dieser Geometer hat einiges von dem, waserin diesem Be- 
richt darstellt, inseinem gleichzeitigerschienenen, schönen Buch „Innere Geometrie der konvexen 
Flächen, Moskau 1947“ (dies. Zbl. 38, 352) verarbeitet. Die A. D. Aleksandrovsche Schule — 
wohl zu unterscheiden von der Moskauer Topologenschule P. Alexandroffs — entwickelte 
sich in Leningrad; wesentliche Anregungen verankt sie dem 1934 aus Deutschland emigrierten, 
aber schon 1936 verstorbenen Cohn-Vossen. Dieser hat z. B. gezeigt, daß eine vollständige 
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. e e } 
(d. h. durch Zusammenheften lokaler entstandene) Metrik von überall positivem Krümmungs- { 
maß im kompakten Fall nur auf Flächen vom Zusammenhang der Kugel möglich ist. Von Lu- 
sternik (Ljusternik) und Schnirelman (Snirelman) stammt dann der wichtige Satz, daß 
es auf jeder konvexen Fläche 3 geschlossene geodätische Linien gibt. Weiterhin rühren von 
-Cohn-Vossen und dem im Krieg gefallenen Olovjani$nikov interessante Sätze über end- 
liche geschlossene oder sich ins Unendliche erstreckende geodätische Linien und die Total- 
krümmung von ihnen berandeter Bereiche. Auf dem Gebiete der Verbiegungsfragen hat Alek- 
sandrov im Jahre 1936 erstmalig über den bekannten Liebmannschen Satz hinaus die Starrheit 
einer umfassenden Klasse von Flächen des Geschlechts p bewiesen. Große Bedeutung ist auch 
folgendem Satz von Olovjani&nikov (1941) beizumessen: Jede sich ins Unendliche erstreckende 
Fläche mit einem sphärischen Bild vom Inhalt < 2x gestattet bestimmt Verbiegungen in 
andere derartige Flächen. Der nächste Paragraph des Berichts behandelt dann Einbettungs- 
fragen im Großen, wovon ein erstes negatives Ergebnis der Hilbertsche Satz ist über die Un- 
möglichkeit, eine vollständige, reguläre Metrik konstanter negativer Krümmung in den euklidi- 
schen R, einzubetten. Aleksandrov hat sich bei der Behandlung dieser Fragen nicht nur 
_ auf überallreguläre Metriken beschränkt, sondern seine Untersuchungen auf polyedrale Metriken 
ausgedehnt und z. B. gezeigt, daß diese im Raume konstanter Krümmung > K realisiert werden 
können, wenn nur ihr eigenes Krümmungsmaß überall > K ist. Nach einer im Vergleich zur 
Darstellung in seinem oben erwähnten Buch nur recht kurz gefaßten Beschreibung der Haupt- 
punkte der Aleksandrovschen Theorie der konvexen Körper werden in dem Referat die mehr 
der Zahlengeometrie angehörigen Forschungen von Delone und einige gruppentheoretische 
Kennzeichnungen der Räume konstanter Krümmung durch Kolmogorov aus dem Jahre 
1930 behandelt. — Der letzte Artikel über synthetische Geometrie betrifft nach Angabe der 
Verff. Gegenstände, die nur in Moskau getrieben wurden und nicht so im Vordergrund der russi- 
schen Forschung stehen wie die der vorherigen Artikel. Nun ist die synthetische Geometrie | 
alten Stiles zwar in Rußland genau so veraltet wie anderswo; der Begriff ist im Titel aber er- 
sichtlich weiter zu fassen. Im $ 1 werden erst einige in einem Buche von Kagan zusammen- 
gefaßte biographische Forschungen über Lobatevski besprochen, sowie weitere Arbeiten, 
die elementargeometrische und Konstruktionsaufgaben in der hyperbolischen Ebene behandeln. 
Im $ 2 werden axiamotische Arbeiten, insbesondere von Öetveruchin, Glagolev und Ra- 
Sevski erwähnt. Die darauf folgenden, durchweg kurzen Abschnitte betrachten viele verstreute 
Arbeiten über räumliche Würfe, Verallgemeinerungen des Pohlkesatzes, Schnittpunktsätze 
algebraischer Kurven, mehrdimensionale Fragen und Cremonatransformationen. Von den vielen 
dabei auftretenden Namen seien wenigstens der des vielseitigen älteren Geometers Mordukai- 
Boltovski und die von Nicoladse, Glagolev und Andrejev genannt. Bei den meist der 
algebraischen Geometrie angehörigen Gebieten zeigt es sich, daß im Gegensatz zu anderen Teilen 
der Geometrie die entscheidenden Forscherpersönlichkeiten in Rußland einstweilen noch fehlen. 
Burau (Hamburg). 

Bacon, Ralph Hoyt: The pursuit course. J. appl Phys., Lancaster Pa. 21, 
1065—1066 (1950). 

Im Anschluß an eine Arbeit von Luke Chia-Liu Yuan [J.appl. Phys., 
Lancaster Pa. 19, 1122 (1948)] behandelt Verf, das Problem: Ein Punkt 7 be- 
wegt sich mit der Geschwindigkeit v7 auf der y-Achse, ein Punkt $ (xg, ys) mit der 
Geschwindigkeit Ve KR "vn (K = const) so, daß seine Bewegungsrichtung nach 
T zeigt. Verf. berechnet die Bogenlänge und Krümmung dieser Verfolgungskurve 
und den Abstand S T, insbesondere ihre Grenzwerte für x —0. @ericke. 

Sarantopoulos, Spyridion: Sur les courbes ayant la m@me longueur et la m&me 

(ou inferieure) eourbure avee une autre eourbe plane et convexe. Bull. Soc. math. 
Grece 14, 51—65 und französ. Zusammenfassg. 65—67 (1949) [Griechisch]. 
: Übertragung des Satzes von A. Schur [Math. Ann., Berlin 83, 143—148 (1921)] 
über das Verhalten der die Enden eines konvexen Kurvenbogens verbindenden Sehne 
bei längen- und krümmungstreuen Abbildungen, sowie eines damit zusammen- 
hängenden Satzes von Erh ard Schmidt [8.-B. Preuss. Akad. Wiss., physik.-math. 
Kl. 1925, 485—490] auf „stützbare“ Kurvenbögen, unter der Voraussetzung, daß 
die Gesamtänderung der Richtung der orientierten Tangente, falls der Berührungs- 
punkt den Bogen durchläuft, <2x bleibt. Dinghas (Berlin). 

Blazina, Jakov: Bertrandsehe Raumkurven. Periodieum math.-phys. astron.,, 
Zagreb, Il. S. 3, 11—15 und deutsche Zusammenfassg. 16 (1948) [Kroatisch]. 

Nice, Vilko: Über die Fußpunktsflächen des Rotationsparaboloids. Periodicum 


math.-phys. astron., Zagreb, 1I. S. 5, 3-9 und deutsche Zusammenfasse. 9-—1t 
(1950) [Kroatisch]. 2 
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Mühe, L.: Die Klasse der partiellen Differentialgleichungen dritter Ordnung, 
deren nichtabwiekelbare Integralflächen Schiebungsflächen sind. (Selbstreferat.) 
Arch. Math., Karlsruhe 2, 385 (1950). ; Ur 
2 Ultar, JoZe: Eine Bemerkung über das Gaußsche Krümmungsmaß und die 

mittlere Krümmung einer Eifläche. Bull. Soc. Math. Phys. Republ. popul. Mace- 
_ doine 1, 47—52 und deutsche Zusammenfassg. 52—53 (1950) [Mazedonisch |]. 
Geometrische Deutung für das Gaußsche Krümmungsmaß K und die mittlere 
Krümmung H in einem Punkte M einer Eifläche: Eine Ebene # parallel zur Tangen- 
tialebene in M im Abstand d schneide von der Eifläche einen Teil vom Flächenin- 
halt Pab. Der Flächeninhalt der ebenen Schnittfigur sei p. Weiter bedeuten u den 
Umfang des Schnittkreises von E und derjenigen Kugel, welche den Mittelpunkt 
auf E hat und die Fläche in M berührt. Dann gelten die Beziehungen 


K = An? lim (d/P)? = 4n° lim (d/p)* = lim (u/P)? = lim (w/p)?, 
d>0 d>0 d>0 d>0 


. P—p . _ P-p» 
H = 2 lim ——— = 2 lim ; 
a>0 P a0 
Dies wird zunächst für den Scheitel M eines elliptischen Paraboloids // bewiesen 
ugd sodann allgemeiner. für jede durch M gehende elliptisch gekrümmte Fläche, 
die // als Schmiegparaboloid in M besitzt. (Autoreferat). 


Mineo, Massimo: Paragone metrico d’intorni superfieiali. Atti Accad. naz. 
Lincei, Rend., Cl. Sei. fis. mat. natur., VIII. 8. 8, 546—550 (1950). 
Demonstration du theoreme suivant: Les conditions necessaires et suffisantes 
pour qu’il existe entre les domaines de deux points de deux surfaces une correspon- 
dance telle que les d&veloppements des &l&ments lineaires par rapport aux coor- 
donnees curvilignes u, v, dans le voisinage de ces points, soint identiques jusqu’& 
un certain ordre n, sont que les courbures de Gauss et leurs derivees jusqu’& l’ordre 
n — 2 soient identiques aux points consideres. — Ce theoreme est dü & Bompiani 
(ce Zbl. 31, 269) qui l’a demontre pour n=3. Pour n >3, il a 6t& d&montre par 
Dalla Volta (ce Zbl. 31, 412). L. Godeaux (Liege). 
Volta, Vittorio Dalla: Sulla isometria di ealotte superfieiali nello spazio euclideo. . 
Atti Accad. naz. Lincei, Rend., Cl. Sci. fis. mat. natur., VIII. S. 8, 311—319 (1950). 
Dell’isometria di calotte superficiali I’A. si era gi& occupato in due precedenti 
lavori [questo Zbl. 31,412 e Rend. Mat. sue Appl., Univ. Roma Ist. naz. alta Mat., V.S. 
8, 211—227 (1949)] facenti seguito a una memoria di E. Bompiani (questo Zbl. 
31,269). Egli ritorna ora sull’argomento per respingere alcune critiche mossegli da 
M. Mineo [questo Zbl. 37, 239 ed Atti Accad. Palermo, IV S. 8 (1949)] e spiega 
come quest’ultimo abbia travisato il problema fissando preventivamente fra le due 
calotte superficiali la corrispondenza puntuale alla quale si richiede di essere una 
isometria di ordine k. L’A. precisa inoltre l’effettiva portata di alcuni risultati 
ottenuti dal Mineo mediante scelta di coordinate che dä luogo a singolaritä para- 
metriche nei centri delle due calotte. P. Buzano (Torino). 


Rozet, 0. et N. Legrain-Pissard: Sur les surfaces & lignes de eourbure planes 
. dans les deux systemes. Bull. Soc. Sei. Liege 18, 259—265 (1949). 

In einer früheren Arbeit [Bull. Soc. Sci. Liege 13, 10—15 (1944)] betrachten 
Verff. Flächen mit lauter ebenen Krümmungslinien und geben eine Parameter- 
darstellung von Flächen (I,) dieser Eigenschaft. Die Flächen (/,) gehen durch 
Liesche (Geraden-Kugel-)Transformation aus- Flächen hervor, deren Asymptoten- 
linien linearen Komplexen angehören. Die Parallelflächen einer Fläche (I,) besitzen 
ebenfalls lauter ebene Krümmungslinien. Die Sonderfälle mit kreisförmigen Krüm- 
mungslinien können leicht gekennzeichnet werden, desgleichen die W-Flächen in der 
Familie (I,). Für sie ist die Summe der Hauptkrümmungsradien konstant. — Für 
h=-—1 gibt es unter den W-Flächen Ennepersche Minimalflächen (mit ebenen 
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Kurven dritter Ordnung als Krümmungslinien). — Hinweis auf die Flächenfamilie 
mit lauter ebenen Krümmungslinien, die die Bonnetsche Minimalfläche enthält. 
H. R. Müller (Graz). 

Rozet, 0. et H. Paquet: Sur une elasse de surfaces & lignes de courbure planes 
dans les deux systemes. Bull. Soe. Sci. Liege 18, 343—346 (1949). 

Ausgehend von der Darbouxschen Darstellung der Flächen mit lauter ebenen 
Krümmungslinien [G. Darboux, Lecons sur la theorie generale des surfaces, T. I, 
9. Aufl., Paris 1914, S. 190—192] wird eine Parameterdarstellung für die hierin 
enthaltenen W-Flächen gegeben. Für sie ist die Summe der Hauptkrümmungsradien 
konstant. Für spezielle Parameter ergeben sich Parallelscharen Bonnetscher Mini- 
malflächen. H. R. Müller (Graz). 


Lalan, Vietor: Sur les surfaces ä courbure moyenne isotherme. Canadian J. 
Math. 1, 6—28 (1949). 

Eine Fläche heißt von mittlerer isothermer Krümmung, wenn ihre Kurven gleicher mitt- 
lerer Krümmung zusammen mit ihren orthogonalen Trajektorien auf der Fläche ein isothermes 
Netz bilden. Mit Verwendung der Hauptformen ©, und ©, (ds? = 20, ©/4A, 20, = 9, —i®,, 
20, = ©, + i®,) und der Aspherizität A lassen sich nach Verf. (und E. Cartan) die Codazzi- 
schen Gleichungen in die totale Differentialgleichung dH = 2A(—-00©, +00,) „verdichten‘ 
H = mittlere Krümmung). Dann wird gezeigt: bilden die Kurven H = ( die eine Kurvenschar 
eines isothermen Netzes, so lassen sich die isotropen Pfaffschen Formen w, und &, sowie die 
mittlere Krümmung folgendermaßen schreiben 


or —Vyudu, &=Vywdv, H=f(u+o). 
Die Funktion y heißt die „Primitivfunktion“ der ‚„HI-Fläche‘“, «, v sind isotrope Parameter. 


/ 
Eine ‚„‚HI-Fläche“ liegt dann und nur dann vor, wenn die Pfaffsche Form y = dlg VYuwn ein 


Uuv 
‚exaktes Differential ist. Die Kurven y = € heißen die ‚‚Primitivkurven‘“ der HI-Fläche. Sie 
schneiden die Hauptkrümmungslinien der Fläche unter dem Winkel &. Die Kurven H=C 
schneiden die Hauptkrümmungslinien unter dem Winkel 5. Dann gilt x +P=0 oder: auf 
einer HI-Fläche werden die Richtungswinkel der Primitivkurven und der Kurven gleicher 
konstanter mittlerer Krümmung durch die Richtungen der Hauptkurven halbiert. — Die Diffe- 
rentialgleichung der HI-Flächen erweist sich von fünfter Ordnung. Sie ergibt sich durch die 
Integrabilitätsbedingung für die Pfaffsche Form y und läßt sich invariant formulieren. Die Diffe- 
rentialgleichung der isothermen Flächen ist demgegenüber von vierter Ordnung, und man kann 
nach Bedingungen fragen, unter welchen die HI-Flächen bereits dieser Bedingung genügen. 
Dafür ist notwendig und hinreichend, daß sich die Primitivfunktion y in der Form g(U + V) 
schreiben läßt (g harmonische Funktion). Mehr speziellere Ergebnisse findet Verf. unter der 
Annahme, daß zwischen H und A eine Beziehung besteht (Einbeziehung von ‚„W-Flächen‘“). 
Ebenso können die Untersuchungen durch die Annahme verschwindender Gaußscher Krümmung 
spezialisiert werden. Im Falle variabler Gaußscher und mittlerer Krümmung wird die Klasse 
der auf Drehflächen abwickelbaren W-Flächen in diesem Zusammenhang von besonderem In- 
teresse. Derartige Flächen sind Beispiele für HI-Flächen, auf welchen y,, und y, y, Funktionen 
der Argumentsumme «+ » darstellen gleichwie die mittlere Krümmung H. Im allgemeinen 
ergeben sich Schraubenflächen, Drehflächen und die nach O.Bonnet benannten Flächen, 
welche unendlich viele Deformationen mit Erhaltung der Krümmungslinien gestatten. Diese 
Flächenklasse wird eingehend studiert. M. Pinl (Dacca). . 


Gerieke, Helmuth: Adjungierte Extremalflächen. Arch. Math., Karlsruhe 2, 
273—280 (1950). 

Soient xix, 9,2}, L{2, 9,3} deux portions d’extrömales adjointes au sens de 
Haar, relativement & la fonction positivement homogene du premier degr& 
F(p1 Pa, ?3). Mickle [Duke Math. J. 9, 208—227 (1941)] a observe que les trois 
paires de surfaces: ı = {2,92}, ı=[{[%,9,2; i1= 2,92 AI = U 
tıı = {%, y,2}, Yırr ={8,9,2} sont resp. adjointes aux fonctions Fi = p, oF/0p,; 
Fı = p,0F/öp, et Fin = pP, 0F/op,. L’A. etablit que les surfaces associees se 
deduisent de la paire 7, x par des transformations simples. Les lignes de courbure 
relative de la surface % correspondent aux lignes de courbure de tr, les lignes asym- 
ptotiques de r correspondent aux lignes de courbure de £ donc & celles de tr. Etant 
donnees deux surfaces minima adjointes la transformation permet de construire 
des paires de surfaces adjointes au sens de Haar et qui ne sont pas minima. L’A. 
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en donne un exemple interessant en 6tudiant les trois paires associees & la paire 
de surfaces minima adjointes: 
xt = (Ein u sin v, — Sinucosv, v} ou x/y=tg>; 
€ = [Loj ucos vo, Cojusinv, u} ou © + y = bof?z. 
On a notamment 
tr = {Cof u cos v, — Sinucosv, v} ou #?— y2 = cos?z, 
tı = [Sin usin v, Cojusinv, u} ou x/y= Tg 3. 
A Lepage (Bruxelles). 

Pinl, Max: Über die komplexen Minimalflächen mit der Gaußschen Krümmung 
Null. Arch. Math., Karlsruhe 2, 283—288 (1950). 

Le superficie a curvatura nulla in uno spazio euclideo R,, (non necessariamente 
rigate) e le superficie minime sono state caratterizzate [E. Bompiani, Jber. Deutsch. 
Math.-Vereinig. 51, Abt. 1, 82—100 (1941), dies. Zbl. 24, 350; C. r. Acad. Seci., Paris 
169, 840—843 (1919)]. L’A. si propone di ricercare le superficie comuni alle due 
classi (cioe a curvatura nulla e minima). Egli le distingue in tipi (r, s) secondo le 
dimensioni r, s degli spazi d’appartenenza delle linee isotrope dei due sistemi. 
E,++s<sn+1 ma non esistono tutti i tipi soddisfacenti a questa limitazione. 
In R, si hanno solo i piani (1,1) e cilindri (1,3); in A, si hanno i tipi (1,1), (1,2), 
(2,2), (1,3), (1,4). L’A. presume che in generale si abbiano $(n + 1) (n— 2) tipi. 

E. Bompiani (Rom). 

Chen, Yu Why: Branch points, poles and planar points of minimal surfaces 
in R?. Ann. Math., Princeton, II. S. 49, 790—806 (1948). 

Si considerano superfici minime definite in un dominio di una superficie di 
Riemann e si stabiliscono alcune relazioni tra il genere della superficie, il numero 
dei punti di diramazione e dei poli, e ’indice di Gauss. S. Cinguini (Pavia). 

Wunderlich, Walter: Pseudogeodätische Linien auf Zylinderflächen. Österreich. 
Akad. Wiss., math.-naturw. Kl., $S.-B., IIa 158, 61—-73 (1950). 

Als pseudogeodätische Linien werden jene Flächenkurven bezeichnet, deren 
Schmiegebenen jeweils gegen die Tangentialebenen der Trägerfläche unter festem 
Winkel y (= 0, /2) geneigt sind. — Die pseudogeodätischen Linien k der Zylinder- 
flächen sind dadurch gekennzeichnet, daß ihre sphärischen Tangentialbilder Kugel- 
loxodrome sind, deren Kurswinkel mit der Schmiegebenenneigung y übereinstimmen. 
Diese Pseudogeodätischen sind gegenüber jenen (Mindingschen) Biegungen des 
Zylinders invariant, die dessen Krümmung proportional ändern. (Man erhält wieder 
pseudogeodätische Linien, jedoch mit geändertem Winkel y.) — Die Polarität eines 
Drehparaboloids z mit einer zu den Zylindererzeugenden parallelen Achse z führt 
eine Pseudogeodätische k in eine Kurve k — beide Kurven als Schar ihrer Tangenten 
aufgefaßt — über, deren Grundriß %k’ (auf eine Ebene normal z) als Schleppkurve 
der Ferngeraden bei elliptischer Metrik, aber auch als ebene Kegelloxodrome zu 
deutenist. Letztere wird auch als Parazykloide erkannt. Wird umgekehrt auf einem 
Parazykloidenzylinder eine beliebige Kurve k gezogen und an z polarisiert, so erhält 

. mani.a. eine Pseudogeodätische k auf einem zu z parallelen Zylinder. (Ansatzpunkt 
zur Herleitung integralloser Darstellungen der Pseudogeodätischen.) Mit Hilfe der 
natürlichen Gleichung wird gezeigt, daß eine Kurve nicht gleichzeitig Pseudogeo- 
dätische zweier Zylinder sein kann. —Die Pseudogeodätischen eines Drehzylinders 
gehen bei dessen Verebnung in gewöhnliche Kettenlinien über, womit auch erkannt 
wird, daß die Gleichgewichtslage einer homogenen Kette, die einem ideal glatten, 
lotrechten Drehzylinder anliegt, eine Pseudogeodätische desselben ist. Eine solche 

Kurve kist auch eine echte geodätische Linie eines koachsialen Kegels — die Dreh- 
zylinder sind die einzigen Zylinder, für die dies gilt —, dessen Basis eine Poinsotsche 
Spirale ist. Die Tangenten und Schmiegebenen von % berühren eine feste Kugel 
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um die Spitze dieses Kegels. Die Berührungskurve ist eine sphärische Großkreis- 
_ Traktrix und gleichzeitig eine spezielle Fadenevolvente von k. Müller (Graz). 

Wunderlich, Walter: Pseudogeodätische Linien auf Kegelflächen. Österreich. 
Akad. Wiss., math. naturw. Kl., S.-B., IIa 158, 75—105 (1950). 

Im Anschluß an vorsteh. besprochene Arbeit betrachtet Verf. die Pseudogeo- 
dätischen auf Kegelflächen. Analytisch können sie durch Lösung einer Riccatischen | 
Differentialgleichung und eine einfache Quadratur bestimmt werden. Auch hier 
führt eine Biegung des Kegels, bei der die Krümmung bloß proportional verändert 
wird, pseudogeodätische Linien in ebensolche über. In der natürlichen Gleichung 
treten gewöhnliche und konische Krümmung und ihre Ableitungen nach der Bogen- 
länge auf. Die Kegel-Pseudogeodätischen können aus Bündelloxodromen durch 
Polarisation an einer Kugel um den Bündelscheitel gewonnen werden. Hierbei ist 
die feste Schmiegebenenneigung der Pseudogeodätischen gleich dem festen Schnitt- 
winkel der Loxodromen mit den Erzeugenden ihres Trägerkegels. — Ausführlich 
werden die Pseudogeodätischen auf Drehkegeln behandelt; sie gestatten gleichfalls 
eine mechanische Deutung als Gleichgewichtslagen einer homogenen Kette in einem 
Newtonschen Gravitationsfeld mit dem Zentrum im Kegelscheitel. Weiter können 
die Pseudogeodätischen auf Drehkegeln durch Polarisation von Böschungslinien auf 
Drehflächen zweiten Grades (mit senkrechter Achse) an einer Kugel um einen Flä- 
chenbrennpunkt erhalten werden. Die Natur der Drehfläche gibt Anlaß zur Unter- 
scheidung von vier Typen unserer Kurven: elliptisch, hyperbolisch, parabolisch 
und konisch. Mit Ausnahme des letzten Typus besitzen diese Drehkegel-Pseudo- 
geodätischen unter den übrigen Kegel-Pseudogeodätischen die kennzeichnende 
Eigenschaft, im Tangentenkomplex einer festen Kugel zu liegen, somit auch echte 
geodätische Linien eines anderen Kegels zu sein. Die Kurven konischen Typus sind 
Böschungslinien und mit Bahnkurven eingliedriger Ähnlichkeitsgruppen identisch. 
— Die einzelnen Typen werden näher untersucht und zahlreiche interessante Eigen- 
schaften (bei Projektion, Verebnung usf.) festgestellt. H. R. Müller (Graz). 

Synge, J.L.: Apsidal angles for symmetrical dynamical systems with two 
' degrees of freedom. Bull. Amer. math. Soc. 54, 111—118 (1948). 

Das dynamische Problem der Bewegung eines Punktes der Masse m =1 auf 
einer Rotationsfläche mit dem Bogenelement do? = dR? + B(R)d®? unter der 
Wirkung eines konservativen Kraftfeldes, für welches die potentielle Energie V (R) 
unabhängig vom Azimut ® ist, ist gleichwertig mit dem Problem der geodätischen 
Linien einer Rotationsfläche mit dem Linienelement ds? = dr? + G(r) d®2. Dabei 
besteht der Zusammenhang: r= [YE—V(R)dR, G@(r) =(E— V(R)) B(R), 
E die totale Energie. Stellen der Bahn, an denen R und damit auch r ein Maximum 
oder. Minimum besitzt, heißen die Apsiden, und die Änderung von ® beim Durch- 
laufen der Bahn zwischen zwei Apsiden der Apsidalwinkel. Verf. untersucht die 
Bedingungen für die Existenz von Apsiden und gibt eine Abschätzung für den 
Apsidalwinkel « an, die eine Verallgemeinerung der bekannten Ungleichung 
r/2 <x <r für das sphärische Pendel darstellt. Schließlich wird durch Kon- 
struktion von Beispielen gezeigt, daß die Apsidalwinkel der geodätischen Linien 
einer Rotationsfläche keine obere und keine positive untere Schranken besitzen, die 
unabhängig von der speziellen Gestalt der Rotationsfläche sind. Rinow. 

Creanga, I.: Sur une famille de transformations entre deux surfaces reglees. 
Bull. Eeole Polytechn. Jassy 2%, 35—45 (1947). 

Vineensini, Paul: Sur certaines eorrespondances ponetuelles, et sur un mode 
de reprösentation des surfaces. Bull. Soc. math. France 78, 129—142 (1950). 

L’A. considere, dans un espace euclidien & n dimensions, une hypersurface (M) 
lieu d’un point M. A l’hyperplan tangent & (M) en M, il attache un point P, lie 
& M d’une maniere invariable vis-A-vis des deformations de (M). Il determine les 
deplacements de M sur (M) orthogonaux aux deplacements correspondants de P 
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sur le lieu (P) de ce point. Ces directions determinent un cöne quadratique de 
sommet M. Lorsque le point P decrit la perpendiculaire men6e de ce point Al’hyper- 
plan tangent & (M) en M, le cöne varie dans un faisceau contenant lecöne des asym- 
ptotiques; ce dernier cöne correspond au cas oü P est & l’infini. — Pour n = 3, le 
cöne quadratique se reduit & un couple de droites et & la correspondance entre M 
et P correspond un reseau R trace sur (M). L’A. fait d’elegantes applications de 
la theorie precedente et etudie notamment la determination de la surface (P) lors- 
que le reseau R est donne. L. Godeaux (Liege), 
 Löbell, Frank: Betrachtungen über Flächenabbildungen. II. Rißmaßstab und 
Querrißmaßstab. S.-B. math.-naturw. Abt. Bayer. Akad. Wiss. München 1947, 
15—23 (1949). 
Projiziert man bei der im Teil I geschilderten Flächenabbildung (dies. Zbl. 37, 
242) den Vektor di) senkrecht auf die Richtung des der affinen Zuordnung dr — dy 
entsprechenden Vektors dr, so entsteht die als Rißmaßstab für die Richtung dr 
bezeichnete Größe n = (dr - dy)/dr* und entsprechend bei der orthogonalen Pro- 
jektion von dy auf die in der Tangentialebene e zu dr senkrechte Richtung dı* 
der Querrißmaßstab q = (dı* - duy)/dr? für die gleiche Richtung dr. Die Dar- 
stellung von n und g als Quotient quadratischer Differentialformen erlaubt die üb- 
liche Diskussion der Extremalwerte dieser Größen mit ihren Ausnahmefällen 5 
speziell genügen die ersteren der Gleichung 45, !(n,.)= (tt, %» - u Ya =1L23 
(vgl. I). Der Zusammenhang des Rißmaßstabes in beliebiger Richtung mit dem- 
jenigen der ‚„Hauptrichtungen“ ist analog den Verhältnissen bei den Normalkrüm- 
mungen. Die Querrißmaßstäbe der Hauptrichtungen sind einander gleich. Das 
Produkt der Querrißmaßstäbe für zwei orthogonale Richtungen nimmt für die Haupt- 
rißrichtungen seinen Maximalwert und für ihre Winkelhalbierenden seinen Minimal- 
wert an; die Summe ist (bis auf den Faktor — 1) die mit Schiefe J bezeichnete 
Invariante der Flächenabbildung. Ist y speziell das sphärische Bild von z, so gehen 
n und gin die Normalkrümmung und geodätische Torsion der Fläche t in Richtung 
drüber. Die Größen # (n, + n,), N, ng + 4 J? können daher als Verallgemeinerungen 
der mittleren Krümmung und des Krümmungsmaßes angesehen werden. Weise. 
Löbell, Frank: Betrachtungen über Flächenabbildungen. III. ‚„Gleichmäßige‘‘ 
Abbildungen. S.-B. math.-naturw. Abt. Bayer. Akad. Wiss. München 1947, 25—33 
1949). 
: In der Arbeit II (s. vorsteh. Referat) wurde der Begriff des Rißmaßstabes 
n —= (dr - dy)/dy? einer Flächenabbildung Er — für eine Tangentenrichtung ein- 
geführt. Ist n unabhängig von der Richtung, d. h. also stimmen die Hauptwerte 
überein (n, = n,), so wird die Abbildung an der betrachteten Stelle gleichmäßig 
genannt. Für sie ist charakteristisch, daß auch der Querrißmaßstab unabhängig 
von der Richtung ist. Die allgemeinste gleichmäßige Abbildung der Tangential- 
ebene e in einem Punkt der Fläche x auf eine nicht dazu orthogonale Tangential- 
ebene e’ im entsprechenden Punkt der Bildfläche }) läßt sich aus einer Drehstreckung 
in eum einen Punkt auf der Schnittgeraden von e und e’ und einer zu e orthogonalen 
Parallelprojektion auf e’ zusammensetzen. Neben der Beschreibung dieses Sach- 
. verhaltes mit Hilfe der Invarianten der Abbildung werden eine Reihe von Sonder- 
fällen behandelt. Weise (Kiel). 
Löbell, Frank: Betrachtungen über Flächenabbildungen. IV. Ausgezeichnete 
Abbildungen verschiedener Art. S.-B. math.-naturw. Abt. Bayer. Akad. Wiss. 
München 1947, 35—43 (1949). 
Unter den regulären Flächenabbildungen r— werden diejenigen ausge- 
zeichnet, die entweder gleichmäßig sind, d. h. für die der Rißmaßstab oder der 
- Querrißmaßstab nicht von der Richtung abhängt (vgl. IIT), oder für welche die 
Eu’ Du — En Du 
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skalare Invariante J = verschwindet, die sogenannten geraden 
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Abbildungen und schließlich die assoziierten Flächenpaare, die durch das Ver- 


‘ xy X : \ | 
schwinden der vektoriellen Invarianten 3 = = | u charakterisiert werden. 


In allen drei Fällen folgt aus dem Bestehen einer dieser Eigenschaften für die Ab- 
bildungen >) und g—3 auch das gleiche für alle Abbildungen > a4) + P& 
mit beliebigen Konstanten &, ß. Daneben werden Abbildungen g>vr mit 
variablem » (u, v) und konstantem |r| untersucht. Gerade Abbildungen liegen 
u. a. auch bei einer Tranfsormation durch reziproke Radien und im Fall | 
y7,=4'n=0 vor. Weise (Kiel). 

Löbell, Frank: Weingartens eharakteristische Gleichung und eine ähnliche 
Differentialgleichung in der Theorie der Flächenabbildungen. Arch. Math., Karls- 
ruhe 2, 96—103 (1950). n| 

Verf. skizziert, wie sich eine Reihe von Fragestellungen der Flächentheorie, 
der Statik der Membranen und der Flächenabbildungen auf das Problem zurück- 
führen lassen, alle Flächen 4(u, v) zu finden, die mit einer gegebenen Fläche x (u, v) 
des Euklidischen Raumes ein Paar bilden, dessen ‚Spreizvektor“ 

SWEET NER Du) W=(etub)> 
eine vorgeschriebene Funktion des Ortes ist. Ist ® der Operator 
W7 (x, olau— r, 0/%) 
— (vel.z. B. dies. Zbl. 35, 231) — so handelt es sich um die Integration der Diffe- 
rentialgleichung Dx 9 +&% = 0, deren Lösung auf die von Weingartens charak- 
teristischer Gleichung zurückgeführt wird. Gericke (Freiburg i. Br.). 

Backes, F.: Sur Pexistence d’une surface d’apres les deux formes quadratiques 
fondamentales. Acad. Belgique, Bull. Cl. Sci., V. S. 36, 251—256 (1950). 

In Anlehnung an Bianchi (Lezioni di geometria differenziale, t. I, p. 179) - 
wird ein 'Existenzbeweis geführt, bei dem nur vorausgesetzt wird, daß die Koeffi- 
zienten E, F, G der ersten Grundform stetige partielle Ableitungen zweiter Ordnung 
und die Koeffizienten L, M, N der zweiten Grundform stetige partielle Ableitungen 
erster Ordnung in der Umgebung eines Punktes besitzen. (Das Erfülltsein der 
klassischen Gleichungen von Gauß-Codazzi wird natürlich auch angenommen!). 
Verf. verwendet zum Beweis einen zu Beginn der Abhandlung aufgestellten Existenz- 
satz über die eindeutigen Lösungen eines vollständig integrierbaren Systems von 
Differentialgleichungen, in denen die auftretenden Funktionen auch bloß einmal 
stetig differenzierbar vorausgesetzt werden. H. R. Müller (Graz). 

Hartman, Philip and Aurel Wintner: On the embedding problem in diffe- 
rential geometry. Amer. J. Math. 72, 553—564 (1950). 

A function is called of class O* (A) (n > 0,0 <A <1) ina domain if it possesses 
n-th order partial derivatives and these partial derivatives satisfy a uniform Hölder 
condition of order A with respect to all of the variables. With this nomenclature the 
authors prove the following embedding theorem in the small for 2-dimensional sur- 
faces in a 3-dimensional euclidean space: E n>2 and O0 <u<A<1I, and 
if the g,.(ul, u) (ik =1,2) are given functions of class CO (A) and have the 
property that every point in a neighborhood of the origin is of the same type, then 
there exist three functions ©’ = «a? (ul, u2) of class O* (u) such that 


= (2x out) (Oxildur) = g;, 
= 


in a neighboorhod of the origin. Two points are called of the same type if they are 
both hyperbolic, parabolic or elliptic points of the surface (i.e., they have the 
Gaussian curvature belonging to the given g,, negative, zero or positive). The 
question is left open in case the origin is a parabolie point which is a cluster point of 
points of elliptic and hypsrbolie type. The proof is based on two lemmas concerning 
the existence of solutions for partial differential equations. Santalo. 
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Hoesli, Rudolf J.: Spezielle Flächen mit Flachpunkten und ihre lokale Ver- 
biegbarkeit. Compositio math., Groningen 8, 113—141 (1950). 
z=pmM (xy) + y"r+D (xy) +: (p® = Form i-ten Grades) sei die Glei- 
chung einer Fläche, K% (x, y) + K%+D) (x,y) + -- - ihre Krümmung. Wir schrei- 
ben o und K für 9% und K®. »p=n—1 heißt Berührungsordnung. Efimoff 
hat Flächen mit p= 8 angegeben, die im kleinen unverbiegbar sind. Dieses Er- 
gebnis wird hier weiter aufgeklärt. Grundfrage ist die nach den Flächen, die eine 
vorgegebene Metrik realisieren. Bei gegebener Metrik muß p Lösung der Gleichung I: 
PrrPyy — Yu = K Sein. Verf. zeigt: Es gibt Metriken mit beliebig großem %k, für 
welche keine reelle Lösung @ von I und damit keine Flachpunktrealisation existiert. 
Wichtiger ist der Nachweis, daß es Formen K gibt, und insbesondere auch definite 
Formen, für welche die Gleichung I überhaupt nur eine Lösung 9 (genauer zwei: +9) 
besitzt. Weiterhin ist der Begriff der E-Form von Bedeutung; 9 ist E-Form, wenn 
die Gleichung 9,,Yyu — 2 YPzu Yay + Pay Yan; = 0 keine Lösungsform y = y(m) mit 
m >n außer ym) = (0 hat. Ist nämlich die einzige Lösung von I und zugleich 
E-Form, so besagt ein Satz von Efimoff, für den ein etwas modifizierter Beweis 
vorgetragen wird, daß es nur eine Flachpunktrealisation der betreffenden Metrik 
gibt, Das liefert den Hauptsatz der Arbeit: Es gibt Metriken mit nur einer Flach- 
puhktrealisation. Einfachstes Beispiel ist z= (2? + y2)5. Bei definitem K, wie 
in diesem Beispiel, erscheint dann die Unverbiegbarkeit im kleinen als Zusatz. 
Denn Verbiegung könnte allenfalls zu flachpunktfreien Flächen führen. Dies aber 
widerspricht dem Satz von der Erhaltung der Berührungsordnung bei Verbiegung 
von H. Hopf und H. Schilt, der stets gilt, wenn K keine mehrfachen Nullgeraden 
enthält. Die fraglichen Flächen sind also unverbiegbar, weil es andere zu ihnen 
isometrische mit Flachpunkt nicht gibt. — Den bekannten Beispielen von Flächen, 
bei denen der Satz von der Erhaltung der Berührungsordnung nicht gilt, werden 
neue, und zwar Regelflächen hinzugefügt. Ein ‚Anhang‘ befaßt sich mit der An- 
zahl der Lösungen der Gleichung I, die jedenfalls dann endlich ist, wenn X nicht 
Potenz einer linearen oder quadratischen Form ist, sowie mit der Existenz von 
E-Formen. Dazu erwähnen wir noch: Für n=9 und n = 10 sind x" yr, für 
n=1Jl5sind a" +bxy®(a+0,b-0) E-Formen; für 4 <n <Y9 konnten 
E-Formen bisher nicht angegeben werden. E. Rembs (Berlin). 


Rembs, Johanna: Neue Biegungsflächen des verlängerten Rotationsellipsoids. 
Math. Nachr., Berlin 3, 152—175 (1950). 

Die vorliegende Berliner Dissertation schließt an zwei Arbeiten von E. Rembs 
an [(1) S.-B. Akad. Wiss. Heidelberg 1927, (2) Jber. Deutsch. Math.-Verein. 39, 
278—283 (1930)]. In diesen Arbeiten wurden mittels des Satzes von Guichard 
Biegungsflächen K, des verlängerten Rotationsellipsoids aus gewissen Enneperschen 
Flächen Konktanter positiver Krümmung gewonnen. Die Flächen K, hängen von 
einem positiven Parameter C’ ab. Für negative CO entsteht das Ohaenstik der schon 
von Th. Kuen [S.-B. Bayer. Akad. Wiss. München 1884, 193— 206] und L. Bianchi 
[Ann. Mat. pura appl., Milano, III. S. 3, 240—241 (1889)] behandelten Flächen X,, 
deren zugehörige Ellipsoidbiegungsflächen Verf. in klarer und übersichtlicher Weise 
untersucht. Vor allem ist auf genaue Diskussion der gestaltlichen Verhältnisse be- 
sonderer Wert gelegt. Die Anwendung des Guichardschen Satzes führt auf eine 
totale Riccatische Differentialgleichung, deren Integration möglich ist und auf 00% 
Flächen E, führt, aus denen oo! Flächen Ey besonders einfacher Art zu genauerem 
Studium Berüsgeßrifen werden, deren Kherakiune auf das verlängerte Drehellip- 
soid durch elementare Quadraturen geleistet werden kann. Das Studium der 


Singularitäten führt auf drei Flächentypen E3, je nachdem eine Konstante P = 0 


“ist. Von besonderem Interesse ist dabei der Fall $ > 0, der als Hauptergebnis 
der Arbeit auf den folgenden Satz führt: „Jedes verlängerte Drehellipsoid 


336 


läßt sich als Ganzes so verbiegen, daß es regulär bleibt bis auf ein 
Bogenstück des Äquators, das zu einer geraden Linie gestreckt wird 
und bei der Verbiegung stetig von Null bis zur halben Aquatorlänge 
anwächst“, Im Falle ß <0 gilt dieser Satz wegen des Hinzutretens einer Rück- 
kehrkante nicht mehr. Für ß = 0 erhält man als Biegungsfläche nur das halbe 
Drehellipsoid, wobei der begrenzende Äquator zu einer Geraden gestreckt wird; 
dieser Fall findet sich schon bei Bianchi. K. Strubecker (Karlsruhe). 


Stoker, J. J.: On the uniqueness theorems for the embedding of convex sur- 
faces in three-dimensional spaee. Commun. pure appl. Math., New York 3, 231— 
257 (1950). 

Es handelt sich im wesentlichen um einheitliche Beweise von 4 Eindeutigkeits- 
sätzen für geschlossene konvexe Flächen. (1) 2 derartige Flächen können nur in 
trivialer Weise aufeinander längentreu (isometrisch) bezogen sein. (2) Ist die Gau- 
ßische Krümmung als Funktion der Normalenrichtung gegeben, so ist die Fläche 
dadurch im wesentlichen eindeutig bestimmt. (3) Das Entsprechende bei Vorgabe 
von R,+ R, statt 1:R,R,. (4) Entsprechendes zu (1) bei „unendlich benachbar- 
ten“ Flächen. Das Haupthilfsmittel der Beweise ist ein Hilfssatz von Hilbert, den 
Blaschke 1912 für (4) verwendet hat, der Vorteil der neuen Darstellung die Ein- 
heitlichkeit. Zum Schrifttum sei noch ergänzend die einschlägige Schrift von 
Caccioppoli erwähnt. Die Darstellung ist klar und durchsichtig, die Voraus- 
setzungen streng formuliert. Blaschke (Hamburg). 


Aleksandrov, A. D. und A. V. Pogorelov: Die eindeutige Bestimmtheit der 
konvexen Rotationsflächen. Mat. Sbornik, n. S. 26 (68), 183—204 (1950) [Rus- 
sisch ]. 

Die Verff. nennen eine Fläche F aus einer Flächenklasse ‚eindeutig in dieser Klasse be- 
stimmt‘, wenn alle zu F biegungsverwandten Flächen dieser Klasse zu F kongruent sind, d.h. 
kurz zwei metrisch verschiedene Flächen darin nicht ineinander verbiegbar sind. Alle in dieser 
Arbeit betrachteten Flächen gehören zur Grundklasse % der dreimal stetig differenzierbaren, 
aber nicht notwendig endlichen konvexen Flächen; innerhalb dieser Klasse wird insbesondere 
die Untermenge der sich ins Unendliche erstreckenden Drehflächen betrachtet, wofür Beispiele 
das Paraboloid und die eine Schale eines Hyperboloids sind. Ferner wird der Begriff der „Mütze“ 
eingeführt als eines eben abgeschnittenen Stücks einer Eifläche, das sich auf den ebenen Innen- 
bereich dieser Randkurve eindeutig projizieren läßt. Dann gilt der Satz 1: Jede Rotationsmütze 
ist iu der Klasse aller Mützen eindeutig bestimmt. Es ergibt sich nun leicht, daß das abge- 
schlossene sphärische Bild ® einer unbegrenzten konvexen Fläche höchstens den Inhalt 2 x hat. 
Von dem im Krieg gefallenen Olovjanisnikov [Über die Verbiegung konvexer Flächen, 
Mat. Sbornik, n. 8.18 (60), 429—440 (1946)] stammt der Satz: Zu 2 verschiedenen konvexen 
Bereichen &, w’ der Einheitskugel mit dem gleichen Inhalt < 2 x gibt es zugehörige biegungs- 
verwandte, unbegrenzte Eikörper, deren abgeschlossene sphärische Bilder je mit ® und @ 
zusammenfallen. Bei ® < 2x7 ist eine unbegrenzte Eifläche in der Klasse aller Eiflächen 
daher gewiß nicht eindeutig bestimmt. Die Verf. beschränken sich deshalb auf die unbegrenz- 
ten, konvexen Drehflächen und beweisen dafür folgende zwei Sätze: Satz 2: Eine unbegrenzte, 
konvexe Drehfläche mit & < 2 ist eindeutig bestimmt unter allen Eiflächen mit demselben 
sphärischen Bild. Satz 3: Eine unbegrenzte, konvexe Drehfläche mit = 2 r ist in der Klasse 
ö eindeutig bestimmt, wenn ihre Parallelradien nicht schneller wachsen als beim Paraboloid, 
wobei diese Bedingung noch genauer präzisiert wird (es besteht die Vermutung, daß sie ganz 
entbehrlich ist). Schließlich gilt noch der Satz 4: Wenn eine unbegrenzte Eifläche, die in der 
Form 2 = f(x, y) darstellbar ist und somit auch unendlich lange Mütze heißen könnte, eine 
unendlich kleine Verbiegung gestattet, deren Geschwindigkeitskomponente in der z-Richtung 
von kleinerer Größenordnung als der Parallelradius des betr. Punktes ist, so reduziert sich die 
infinitesimale Verbiegung auf eine Drehung. Nachdem im $ 1 diese Sätze formuliert worden 
sind, enthalten die nächsten Paragraphen die Beweise davon;'im $ 2 wird zunächst Satz 4 auf 
verhältnismäßig einfache Weise hergeleitet und dann folgen erst die Beweise der sich auf diesen 
Satz stützenden anderen Sätze. Der genauen Durchführung der Beweise geht eine unstrenge 
Skizze derselben voran, was die Lektüre des Ganzen außerordentlich erleichtert. Beim Beweise 
von Satz 2 wird mit dem auch sonst wichtigen Begriff des Grenzkegels X von F gearbeitet; 
K entsteht in der Grenze aus F, wenn F von einem seiner Punkte mit wachsendem Ausdehnungs- 
kosffizienten vergrößert wird. Im Falle » <2# ist K ein wirklicher Kegel, der sich mit zu- 
nehmender Entfernung seiner Punkte von der Spitze beliebig wenig von F unterscheidet und 
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sich auch bei der eventuellen Verbiegung von F nicht ändert. Bei» =2r ist K eine Halb- 
gerade. Burau (Hamburg). 
Win (Hin), I. 6.: Über die Starrheit der Seitenfläche eines geschlossenen 
Zylindroids. Uspechi mat. Nauk 5, Nr. 6 (40), 145—156 (1950) [Russisch]. 
Starrheit ist gleichbedeutend mit infinitesimaler Unverbiegbarkeit. Als Zy- 
lindroid wird hier nicht die bekannte Regelfläche 3. Ordnung, sondern eine Fläche 
bezeichnet, die aus 3 Teilen zusammengesetzt ist: Die Seitenfläche ist homöomorph 
einer zylindrischen Röhre, ohne Selbstdurchdringung, dreifach stetig differenzierbar, 
singularitätenfrei und besitzt die Gaußsche Krümmung null; sie enthält keine Ebenen- 
stücke als Bestandteile und wird durch zwei zueinander parallele ebene Grundflächen 
verschlossen. Je nach der Beschaffenheit des von dem Zylindroid berandeten ein- 
fach zusammenhängenden räumlichen Bereichs werden konvexe und nichtkonvexe 
Zylindroide unterschieden. Die Gleichungen der infinitesimalen Verbiegung der 
Seitenfläche werden mit den Randbedingungen integriert, die sich aus dem Vor- 
handensein der Grundflächen ergeben. Man findet, daß die Seitenfläche des ge- 
schlossenen Zylindroids unstarr sein kann. Die notwendige und hinreichende Be- 
dingung dafür lautet @, + Q, = 4Q, wobei Q, und Q, die Inhalte der Grundflächen 
sind und @ der Inhalt der zu ihnen parallelen mittleren Schnittfläche des Zylin- 
droids ist. Die Bedingung kann nur erfüllt sein, wenn das Zylindroid eine genügend 
„schlanke Taille“ hat, z.B. nicht für ein konvexes Zylindroid. Verf. gibt eine 
Methode zur Konstruktion solcher Flächen an. Man schneide ein Rotationshyper- 
boloid durch 2 Breitenkreisebenen, z. B. symmetrisch beiderseits des Kehlkreises, 


trage in den einen Schnittkreis ein regelmäßiges n-Eck A, A,... 4, ein, ziehe durch 
die Ecken die Erzeugenden der einen Schar der Fläche und verbinde auch ihre 
Schnittpunkte mit der anderen Ebene zu einem n-Eck B, B,... B,; werden noch 


die Linien A, B,(!), A, B,,... gezogen, so ergibt sich das Kantensystem eines 
nichtkonvexen Prismatoids. Von ihm schneidet man durch Schnitte parallel zu den 
2 Grundflächen in kleinen Abständen je eine Scheibe ab und°erhält als Rest ein 
Prismatoid mit trapezförmigen Seitenflächen. In die Seitenfläche als Ganzes wird 
dann die gewundene Seitenfläche des Zylindroids mit der Krümmung null noch 
weitgehend willkürlich, aber so einbeschrieben, daß jede Trapezfläche Wende- 
tangentialebene wird und jede Berührungsgerade zwei innere Punkte der parallelen 
Grundflächenseiten verbindet. Endlich hat man n und den Abstand der Grund- 
flächen geeignet zu wählen. E. Rembs (Berlin). 


Mishra, R. $S.: A problem in reetilinear eongruences using tensor ealeulus. 
Bull. Caleutta math. Soc. 42, 118—122 (1950). 

Gegeben sei eine Fläche des dreidimensionalen euklidischen Raumes und eine 
Geradenkongruenz, von der jede Gerade mit der Fläche einen Schnittpunkt besitzt. 
Es werden dann Flächenkurven untersucht, die durch die Eigenschaft charakterisiert 
sind, daß die rektifizierende Ebene eines beliebigen Kurvenpunktes die durch ihn 
hindurchgehende Kongruenzgerade enthält. Eine einfache Rechnung ergibt, daß 
solche Kurven einer Differentialgleichung zweiter Ordnung genügen und daher auf 
_ der Fläche i.a. eine zweiparametrige Schar bilden. Es werden dann die beiden 
Fälle untersucht, in denen die Geradenkongruenz durch die Tangenten einer ein- 
parametrigen Schar von Flächenkurven bzw. durch die Flächennormalen bestimmt 
ist. Im ersten Falle ist die Kurvenschar mit der vorgegebenen identisch, im zweiten 
besteht sie aus den Asymptotenlinien der Fläche, wie wohl bekannt ist. Verf. be- 
stimmt ferner die Krümmung und Windung dieser Kurven. Insbesondere ergibt 
sich so das bekannte Resultat, daß die Torsion der Asymptotenlinien mit ihrer 
geodätischen Torsion identisch ist. O. Varga (Debrecen). 


Marussi, Antonio: Geodesia intrinseea. Pubbl. Fac. Sci. Ing. Univ. Trieste, Ser. 
B, Nr. 54, 15 S. (1950). 
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Differentialgeometrie besonderer Liescher Gruppen; 


Maxia, Angelo: Studio proiettivo differenziale di un elemento euspidale di 
specie superiore. Rend. Mat. sue Appl., Univ. Roma Ist. naz. alta Mat., V.S.6, 


253—345 (1947). ES e 
Si fa un ampio studio proiettivo differenziale degli elementi cuspidali Emnti ‚di multipli- 
citd m, classe g=n—m, ordine k=mn-+i (appartenenti a rami superlineari di ordine m, 
classe g, e atti a rappresentarli fino all’intorno di ordine k). Il lavoro & diviso in tre parti. — 
Nella prima parte, precisata la nozione di elemento cuspidale, si costruiscono alcuni invarianti | 
proiettivi relativi ad elementi euspidali di diverso tipo. Essendo ö il minimo comun divisore 
fra m,n,seö=1,i<n-+ g, si rappresenta l’Z, con una curva algebrica C* d’ordine n. Per 
un E,(i <n + q) passano oo" (DV 0%, mentre sono proiettivamente singolari gli Ey 
per cui i>n-+gq, appartenenti a curve 0”. La rappresentazione di un E, mediante una 0* 
viene sintetizzata mediante una tabella numerica. — Nella seconda parte si studia l’Z,, mediante 
il sistema lineare &' delle 0” passanti per esso. Mediante &, con costruzione di curve polari ris- 
petto ad esso, si costruisce un complesso di enti geometrici equivalenti all’ E,„. Si trova cosi 
che ’Eyanım & Velemento di ordine piüı basso atto a determinare un punto distinto dalsuo centro, 
che giace sulla tangente cuspidale; l’Z,„„.. quello di ordine piü basso atto a determinare una 
retta per il suo centro; ’E,yntn quello di ordine pitı basso atto a determinare un punto fuori 
della sua tangente cuspidale e un riferimento proiettivo intrinseco. Fa eccezione il caso m = 2, 
q=1 delle cuspidi ordinarie, studiato dal Bompiani [Rend. Mat. sue Appl., Univ. Roma Ist. 
naz. alta Mat., V. S. 5, 1—46 (1946)] nel quale per avere un riferimento intrinseco occorTe con- 
siderare almeno un Z,,. Gruppi di punti sulla tangente cuspidale vengono associati agli Z, 
con > m; gruppi di rette per l’origine dell’elemento agli Z, con v>g; agli EZ, per cui 
0 <i<m,g sono associati elementi differenziali piü sempliei. Riguardo agli invarianti di Z, 
l’A. dimostra che il valore piü basso di k per cui l’#, possiede un invariante proiettivo si ha 
per = 2,3,4,5 secondo i valori di m,n. Dell’invariante si danno sempliei significati geo- 
metrici. Si dimostra che ogni #, „nn Possiede n — 4 invarianti indipendenti che vengono inter- 
pretati geometricamente e di cui ci si vale per dare dell’elemento una rappresentazione canonica. 
Si considerano casi di Z, proiettivamente identici. — Nella terza parte si ricavano risultati 
analoghi (geometricamente equivalenti agli effeti della ricostruzione dell’Z,) a quelli della se- 
- conda parte, mediante il metodo delle curve approssimanti. Nelcaso m>q=1 si associano 
ad E,(i < m) due gruppi G,, G; di i rette atti ciascuno a determinarlo come l’ente comune alle 
00° 0* per ’E,_, ed aventi (se ci si riferisce a @,) un flesso di tipo & — y”"**! variabile sulle 
rette di@,. Nel caso piü complesso m > q > 1 vengono associati due gruppi di rette 5% : a 
per ogni Kunz Qkti<m, 5=0,1,..5g—1).e perisistemi Q),@,.., Gr 
si ripetono, per ogni valore di 7, fatti analoghi a quelli dei gruppi @,, @s, ...., @; del caso pre- 
cedente. Altrettanto perigruppi@. Quandosia m<zqgh,+j—n siricavano per ogni valore 
di j un fascio di gruppi Qu Gr riferito proiettivamente ai punti della tangente cuspidale e 
quindi gruppi invarianti del fascio e punti invarianti della tangente cuspidale. Ciascuno di 
essiinsieme all’E,, +ang+j-ı PU sostituire I’E,,, +an;+5 > U quale in definitiva viene a dipendere 
dal’ HE „,..,. F’equivalenza proiettiva didue E,, +an;+5 Per due BE) n49-1 Proiettivamente 
identiei viene in particolare a ricondursi a quella dei gruppi di rette per i centri dei due elementi. 
La combinazione dei vari birapporti assocjabili ai gruppi G, @ permette di costruire gi n —4 
invarianti indipendenti dell’E,.n4n. Nel caso g>m>1 valgono considerazioni analoghe a 
quelle del caso m>q>1. Mario Villa (Bologna). 


Mihäileanu, N. N.: Questions de g&ometrie diff6rentielle projective. Bull. Sei. 
Techn. Inst. polytechn. Timisoara 14, 1—11, russische Zusammenfassg. 109 und 
französ. Zusammenfassg. 111 (1949) [Rumänisch]. 

Nous determinons directement la plus generale equation differentielle lineaire qui peut etre 
associee & une courbe donnee. Comme application nous retrouvons les proprietes caracteristiques 
des courbes anharmoniques. A cette occasion nous d&montrons les proprietes: Si le rapport 
de deux integrales de l’equation differentielle lineaire du deuxieme ordre est une fonction 
donnee, son equation adjointe admet deux integrales dans le möme rapport ($ 4). Le determinant 
du systeme lineaire (1) 3 =a,,x,; reste invariant par une substitution lineaire. La somme 
des elements de la diagonale principale de ce determinant reste invariant par la möme substitution 
(88 11,12). L’&quation de Wilezynski relative au syst&me differentiel & coefficients constants (1) 
a pour coefficients p, les coefficients du polynöme en r, donne Parilasgası ar Na N) 
($ 13). On determine ensuite les conditions telles que l’&quation differentielle du premier ordre 
a coefficients eonstants (ax +b,Yy)dx + (ax +b,y)dy= (0 represente une courbe ration- 
nelle de degre n ($ 19). (Autoreferat.) 
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Kovancov, N. I.: Über Flächen, bei denen eine Gerade des kanonischen Bü- 
'schels in jedem Punkte mit der metrischen Normalen zusammenfällt. Doklady 
Akad. Nauk SSSR, n. 8. 58, 1261—1263 (1948) [Russisch ]. 

Verf. rechnet die Bedingungen dafür aus, denen die Fundamentalgrößen einer 
Fläche F, des R, genügen müssen, damit die metrische Normale in einem Punkt 
P von F, mit einer der durch P gehenden Geraden des in der projektiven Differen- 
tialgeometrie betrachteteten kanonischen Büschels zusammenfällt. Dieses Büschel 
enthält unter anderem die Geraden von Green, Wilezinski und Fubini. Die 
Bedingungen lassen sich im allgemeinen nicht einfach formulieren; in einem Falle 
jedoch, beim Zusammenfallen der Wilezinskigeraden mit der metrischen Normalen, 


ergibt sich die einfache Beziehung: Vo Oo Var 02ur,, wobei oe, die Krüm- 
mungen und r die Windung der Asymptotenlinien bedeuten. Burau. 

Blaschke, Wilhelm: Sulla quadriea di Lie. Boll. Un. mat. Ital., III. S. 5, 
108 (1950). 

L’A., in modo estremamente semplice, dimostra che se un sistema di linee 
tracciato sopra una superficie dello spazio ordinario & tale che le due quadriche 
cossruite in ogni punto della superficie alla maniera di Lie hanno un contatto del 
secondo ordine, il sistema dilinee enecessariamente quello delle asintotiche e pertanto 
le due quadriche coincidono e danno luogo a quella di Lie. Il risultato & in stretta 
relazione con quello di R. Calapso, pubblicato in Atti Accad. Peloritana, Messina 
38, 145—155 (1937) (questo Zbl. 17, 421), ed esprime una elegante proprietä carat- 
teristica delle linee asintotiche. Calapso (Messina). 

Rozet, 0.: Sur les surfaces de Klein-Lie et sur leurs transform6es de Lie. 
Bull. Soc. Sci. Liege 18, 395—398 (1949). 

Die Klein-Liesche Fläche M mit der kartesischen Darstellung [(w, v) sind 
Asymptotenparameter] 

a) & = exp ((m, — m,) u + (m? — m?) v), 3 = exp ((m;— m,) u + (m}— m?) v), 
zZ = exp ((m; — m,) u + (m2 — m?) v) 
_ haben, wenn (bei konstantem h und k) m}, m;, m,,m, die Wurzeln der Gleichung 
(m? — h?— m— k= 0 sind, Liesche Quadriken, die für a=k= (0 nur zwei, für 
h oder k=(0 nur drei charakteristische Punkte haben. Die Flächen (1) haben 
mit geeigneten r und s die Gleichung #972 =1; im Falle h=k= 0 liegt die 
bekannte kubische Fläche 2yz = 1 vor. — Durch die Liesche Geraden-Kugel- 
transformation entstehen aus diesen Flächen M spezielle Flächen M, deren Liesche 
Zykliden die analogen Eigenschaften aufweisen. K. Strubecker (Karlsruhe). 

Rollero, Aldo: A proposito dell’invariante proiettivo di eerte ealotte del secondo 
ordine. Euclides, Madrid 10, 158—160 (1950). 

L’A. riprende in esame l’invariante proiettivo di due elementi superficiali del 
3.ordine aventi lo stesso centro e piani tangenti distinti e, partendo dall’inter- 
pretazione datane da E. Bompiani [Atti Accad. Sci. Torino, Cl. I 80, 1—7 (1944— 
45)], ne indica un significato geometrico — come birapporto di certi quattro plani — 
* che mediante considerazioni elementari mette in relazione con analogo significato 
giä dato precedentemente da P. Buzano (questo Zbl. 23, 375). L’A. non & evi- 
dentemente informato che, indipendentemente e poco prima di lui, R. Inzinger 
& pervenuto alla stessa sua interpretazione (questo Zbl. 37, 243) ignorando pero a 


sua volta i suddetti lavori di Bompiani e Buzano. P. Buzano (Torino). 
Rollero, Aldo: Contatto omografieo di superfieie. Euclides, Madrid 8, 213— 
216 (1948). 


- Date due superficie F, F’ appartenenti a due spazi ordinari distinti o coincidenti, 

considerato un punto O di F e un punto 0’ di F’, I’A. dice che le F, F’ hanno nella 

coppia (0,0’) un contatto omografico d’ordine k quando esiste un’omografia fra 
22* 
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gli spazi di F, F’ che trasforma O0’ in O ed F’ in una superficie avente con FinO 
contatto d’ordine k. Due superficie generiche F, F’ in corrispondenza di due loro 
punti generici qualsiasi O, 0’ (O di F, O' di F’) presentano sempre contatto omografico 
del 3° ordine (ed in generale non di ordine superiore). Per due superficie generiche, 
. . .. „ \ [0] 2 
esistone perö coppie particolari per le quali il contatto omografico © del 4 ordine. 
'L’A. considera anche certe superficie particolari. Cosi, per due superficie proietti- 
vamente applicabili (secondo Fubini), dimostra che, in una coppia di punti omologhi 
rispetto alla applicabilitä, le due superficie hanno contatto omografico del 4° ordine. 
Le superficie F, F’ possono anche coincidere e siha allora ’autocontatto omogra- 
fico d’ordine k di una coppia di punti di una superficie. Mario Villa (Bologna). 

Villa, Mario e Guido Vaona: Sul easo eremoniano delle trasformazioni pun- 
tuali fra due piani o spazi. Boll. Un. mat. Ital., III. S. 5, 48—54 (1950). 

Gli AA. dimostrano che condizione necessaria e sufficiente perche una tras- 
formazione puntuale fra due spazi a 3dimensioni sia approssimabile fino all’intorno 
del 2° ordine di una coppia (0,0') a Jacobiano nullo mediante una trasformazione 
cremoniana & che la retta stazionaria per O sia ivi tangente alla Jacobiana. Detta 
condizione deve essere sostituita a quella, troppo restrittiva, data in un precedente 
lavoro di Villa e Sangermano (questo Zbl. 34, 95): restano valide le deduzioni 
ivi fatte di condizioni necessarie per l’omaloidieitä di un sistema lineare di superficie 
algebriche dello spazio ordinario. P. Buzano (Torino). 

Vejvoda, Otto: Courbes ä sommet fixe dans les r6seaux plans. Casopis Mat. 
Fys., Praha 74, Nr. 4, 270—271 und französ. Zusammenfassg. 271 (1950) [Tschechisch]. 

Dans le livre Fubini-Öech (Introduction a la geometrie projective differentielle des 
surfaces, Paris 1931), on trouve a p. 168 le probleme de l’existence des deformations projectives 
d’unreseau plan telles qu’a chaque courbe asommet fixe dansle plan du premier reseau correspond 
une courbe pareille dans le second reseau. La solution y est indiquee sans demonstration. Or 
on peut remarquer qu’on ne peut avoir aucune solution ulterieure m&me s’il s’agit d’une corres- 
pondance quelconque entre les deux plans (qui, a priori, n’est pas necessairement une deforma- 
tion projective). On peut considerer le cas plus general ou l’on a seulement de familles oo! des 
courbes & sommet fixe dont les images possedent la m&me propriete. On peut prouver quil 
existe au plus deux telles familles; la generalite de telles deformations projectives peut &tre 
determinee. (Autoreferat.) 

Rosea, R.: Sur une classe de reseaux autoprojeetifs. Studii Cerc. mat., Acad. 
Republ. popul. Romäne, Inst. mat. 1, 169—172, russische Zusammenfassg. 173 und 
französ. Zusammenfassg. 174 (1950) [Rumänisch ]. 

Tzitzeica dans sa geometrie differentielle des reseaux, &tudie, dans un espace projectif Z,, 
les reseaux (x) qui sont projectifs avec leurs seconds transformes de Laplace (2,) et tels que la 
projectivite z qui transforme x en x, laisse la droite d= xx, invariante. — En partant des 
equations de definition 

L=%, ! AXy be, c& 0, mn —=ax ty 


5, 1 
En (F),- 2(h--.). 


d’un pareil reseau on etablit le theor&me suivant: Si un reseau (x) possede deux des trois 
prop rietes suivantes: 1° ötre un röseau R, 2° &tre projectif avec son second transforme de Laplace, 
3° que trois transformes de Laplace dont l’indice est de m&me parite soient en ligne droite, il 
possede aussi le troisieme. — Ce theor&me est complete des proprietes suivantes: Les deux 
droites d et d’ sur lesquelles sont situees respectivement les transformes d’indices pairs et d’indices 
impairs de x sont dans la position du theor&me de permutabilite de Bianchi. — Du theor&me 
general sur les suites auto-projectives il resulte que les congruences decrites par d et d’ sont 
lineaires, les direetrices etant decrites par les points doubles de la projectivite z. Ily a deux 
cas particuliers: 1° les points doubles de x sont imaginaires conjugues et la suite [x] est periodique, 
2° les congruences (d)d(d’) sont singuliöres. Enfin une polarite, transforme (x) en un autre 
reseau R, (y) sontles transformes de Laplace d’indices paires et impaires sont situes respectivement 
sur les droites polaires de d et d'’. (Autoreferat.) 

Akivis, M. A.: Paare von T-Komplexen. Doklady Akad. Nauk SSSR, n. 8. 
Isı, 181—184 (1948) [Russisch ]. 


| Akivis, M. A.: Paare von T-Komplexen. Mat. Sbornik,n. $. 2% (69), 351—378 
(1950) [Russisch]. 
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Die erste Arbeit ist ein zusammenfassender Bericht der in der zweiten ausführlich dar- 
gestellten Dinge. Nach Cartan sagt man, 2 Regelfächen F! und F? des 8, mit einer gemein- 
samen Frzeugenden g schneiden sich in g.harmonisch, wenn die Paare von Tangentialebenen 
je an Fl und F? in den einzelnen Punkten von g eine Involution bilden. Man kann auch von 
einem harmonischen Schnitt einer Regelfläche F mit einer Kongruenz oder einem Komplex K 
sprechen; in diesem Fall hat F mit K die Gerade g gemein und schneidet jede Regelfläche aus 
K, die g enthält, harmonisch. Schließlich kann man von 2 harmonischen Komplexen K, K’ 
oder solchen in T’-Lage sprechen, wenn die Geraden von K und K’ eineindeutig aufeinander. 
bezogen sind, derart, daß entsprechende Geraden gund g’ durch reguli verbunden werden können, 
die beide Komplexe harmonisch schneiden. Mit solchen Paaren beschäftigt sich der Verf. aus- 
führlich. Zunächst ergibt sich folgendes durch Übertragung auf die Plückerquadrik Q,: 1. Har- 
monischer Schnitt der Regelfläche F und der Geradenmenge M in einer gemeinsamen Geraden g 
bedeutet Polarität der Tangentialgebilde an die Bildmengen von F und M im Bildpunkte @ 
von g. 2.2 Komplexe K und X’ sind dann und nur dann in T-Lage, wenn es lineare Komplexe 
gibt, die X und K’ in entsprechenden Strahlen berühren. Für die analytische Behandlung 
wird dann die Cartansche Methode der Pfaffschen Formen angewandt. Dazu werden die Punkte 
des 8, auf ein bewegliches Dreibein M, mit den Ableitungsgleichungen dM, = ©} M,; (i=1,2,3,4) 
bezogen. Nach Umrechnung auf die Plückerkoordinaten a,(W = (0,1,...,5) der Kanten des 
Grundtetraeders ergeben sich für diese auch Ableitungsformeln, wovon die erste die Gestalt 
da, = (® + ©) 4, — @} d, — @ A, — Wi A, + wa, hat. Dies Tetraeder wird nun derart variabel 
gehalten, daß die beiden gegenüberliegenden Geraden a, und a, die beiden Komplexe K und K’ 
durchlaufen. Die T-Lage zwischen diesen bedeutet dann das Bestehen der beiden Pfaffschen 
Gleichungen wi — w = 0, wi — w} = 0), und die oben erwähnten linearen Komplexe werden 
dtfrch a, — a; = (0) beschrieben. Eine Diskussion ergibt, daß die Lösungen des Problems von 
2 Funktionen dreier Veränderlicher abhängen. Es wird auch noch genauer untersucht, in wel- 
chem Maße man die übrigen Kanten a,,...,a, des begleitenden Tetraeders bei gegebenen Kom- 
plexen X, K’ willkürlich wählen kann. Bemerkenswert ist die Menge M von o0% Geraden des 
S,, die die Bildpunkte zugeordneter Geraden aus X und X’ verbinden. Jeder Strahl von M 
besitzt 3 Fokalpunkte. In einem besonderen $ werden noch singuläre Lösungen des Problems 
behandelt. Solche erhält man z. B., wenn man einen beliebigen Komplex K und einen dazu 
nullkorrelativ entsprechenden X’ nimmt. Im Schlußparagraphen werden noch die Möglichkeiten 
erörtert, daß der ganze Linienraum sich in oo! Komplexe aufspaltet, die sich zu je zweien in 
T-Lage befinden. Burau (Hamburg). 

Su, Buchin: A generalization of deseriptive collineations in a space of K-spreads. 
J. London math. Soc. 25, 236—238 (1950). 

The author gives the equations, which must hold in order that an infinitesimal 
transformation which carries K-spreads into X-spreads, is a generalized collineation. 
Using the Lie derivative a complete set of integrability conditions for these equations 
is determined. [Comp. B. Su, Sci. Record, Acad. Sinica 2, 139—146 (1948).] 

J. Haantjes (Leiden). 

Garnier, Rene: Sur les axoldes et la viration dans les espaces cayleyens. Acad. 
Belgique, Bull. Cl. Sci., V. 8. 36, 305—323 (1950). 

Eine stetige Bewegung des euklidischen Raumes kann bekanntlich stets durch 
Schroten zweier geradliniger Achsenflächen 2%, &, aufeinander erzeugt werden, 
d.h.durch ein Rollen von 2 auf 2, vereint mit einem Gleiten von & längs 2, in 
Richtung der gemeinsamen Erzeugenden. Die Achsenflächen haben dabei in jedem 
Augenblick dasselbe Zentraldreibein; ihre Richtkegel o und o, rollen gleitungslos 
aufeinander ab. — Auch bei der stetigen Bewegung nichteuklidischer Räume exi- 
stieren solche aufeinander schrotende Achsenflächen 2, 2, deren hauptsächliche 
differentialgeometrische Eigenschaften Verf. untersucht. Es gelingt ihm dabei, für 
den euklidischen Fall von J. Haag [J. Math. pur. appl., Paris, VI. S.6, 343—386 
(1910)] und Gautero [Giorn. Mat. Battaglini 20, 168—193 (1882)] aufgefundene 
Tatsachen auf die nichteuklidischen Fälle zu übertragen. Indem er sich homogener 
normierter Koordinaten und, zur Beschreibung der Momentanbewegung, begleitender 
invarianter Tetraeder der Achsenflächen bedient und die entstehenden Ableitungs- 
gleichungen heranzieht, behandelt Verf. zuerst den Fall der Achsenflächen 2, 2, 
des elliptischen Raumes. Es ergeben sich Formeln, die enge Beziehungen auf- 
weisen zu solchen, die W. Blaschke aufgestellt hat [vgl. Math. Z. 15, 
309—320 (1922) und das Büchlein ‚„Nichteuklidische Geometrie und Mechanik I, 


II, III, Leipzig und Berlin 1942; dies. Zbl. 27, 133]. Dabei ist die Benutzung der 
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Study-Fubinischen Abbildung der Achsenflächen 2, 2%, auf Kurvenpaare (Indika- 


trizen) (o*, 0") und (oj, 07) der elliptischen Ebene oder der Kugel vorteilhaft. Dem 
Schroten der Achsenflächen entspricht dann im Bilde das Abrollen der linken bzw. 
rechten Indikatrizen aufeinander; im Raume haben die Achsenflächen noch in jedem 
Augenblick ein gemeinsames begleitendes Zentraltetraeder. — Verf. wendet sich dann 
dem Falle des hyperbolischen Raumes zu und behandelt hauptsächlich die 
parabolischen Bewegungen, deren Momentanachsen in jedem Augenblick die 
absolute Maßfläche berühren. Die Achsenflächen &, &, sind dann reelle, nicht zu- 
gängliche isotrope Regelflächen, deren Differentialgeometrie Analogien zu der schon 
von E.Cartan entwickelten Geometrie der euklidischen isotropen Regelflächen 
aufweist. [Bem. d. Ref.: Übrigens haben sich vor E. Cartan schon H. Beck und 
“ L. Berwald eingehend mit diesen Flächen befaßt.] Die in diesem Falle entstehenden 
Schrotungsbedingungen sagen dann aus, daß die Berührkurven I’ und I der iso- 
tropen Achsenflächen &, &, mit der absoluten Fläche sich in jedem Augenblick 
oskulieren. K. Strubecker (Karlsruhe). 


Harant, Michal: Sur les surfaces analytiques dans l’espace Hermitien para- 
bolique ä trois dimensions. Öasopis Mat. Fys., Praha 74, Nr. 4, 255—257 und fran- 
zös. Zusammenfassg. 257 (1950) [Tschechisch]. 

Au moyen de la methode de M.Cartan, nous avons etudie les surfaces donnees par trois 
fonctions analytiques r = r(u, v) de deux variables complexes u=2, +i2, v—=%+ iz, 
les x, tant reelles. — A chaque point de la surface, nous associons un repere mobile dont la base, 
unimodulaire, h,, h,, h; verifie l’equation 


RA 1 (@ = k), . ers & 
hi BL, an DE=125 hchl=i. 
Le rep£ere sera de la forme dM =r,h,, dh. =Tr,;h,, satisfaisant aux relations 7,,—= — Ty,, 


Tııt Tag + Ta; = Det aux conditions d’integrabilite dr, = [7,, Tz;], dry; = [%;; Tr), 9, 5, k=1, 2, 3. 

— A chaque surface analytique correspond un systöme canonique de laforme 3=0, 7, =; T,, 

Toy = Ta 7, oubien us = 0, 7, =rıTı + r2T9, Tg=rıt)—r,T, avecles conditions d’integrabilite 
[2 (dr, = rn, er —T53))] + [ra(rı Ta — 3 779)] = 0 

et trois equations analogues) ou 


ld, + rl, — 27) - 2rztıo)] + [esldr, + r la Ta) + 2rzr)] = 0 
(et trois &quations analogues) respectivement, r,, r, signifiantles courbures scalaires de la surface. 
— La premiere forme fondamentale est F=d?=1r,:7,+7,'T;; ilexiste, pour n =r,—=0 
un plan complexe, des surfaces aux points ombilicaux, des couples de surfaces dans la correspon. 
dance ponctuelle conforme, et des surfaces dont les rayons de courbure, dans chaque point, 


sont proportionnels. — Les surfaces etudiees peuvent &tre representees dans l’espace Euclidien 
& six dimensions par des varietes & quatre dimensions. Ces „‚caracteristiques‘‘ sont des surfaces 
| minimales. (Autoreferat.) 


_Riemannsche Mannigfaltigkeiten. Übertragungen: 


e Botella Raduan, F.: Differentialgeometrie der Räume. (Consejo superior de 
investigaciones cientificas. Monografias deCiencia moderna Nr. 14.) Madrid: Insti- 
tuto ‚Jorge Juan“ de Matemäticas 1948. VII, 99 p. [Spanisch]. 

Verf. versucht, auf engem Raum ein umfangreiches Gebiet der Differential- 
geometrie darzustellen. In einem einleitenden Teil handelt er von Krümmungs- 
eigenschaften der Kurven und der auf einer Fläche gezogenen Kurven im Raum 
Euklids. Dann folgt im ersten Teil die innere (Gaußsche) Geometrie auf einer 
krummen Fläche unter Verwendung von Levi-Civitas „Übertragung“. Im zweiten 
Teil werden die Räume Riemanns betrachtet und ihre Verallgemeinerungen auf 
Grund des Begriffs der Übertragung. Leider ist die Darstellung vielfach unverständ- 
lich, so schon im elementaren Teil etwa auf $. 21 bei einer Bemerkung über die 
Minimumeigenschaft der Minimalflächen oder auf 8. 41 bei der Erklärung geodäti- 
scher Koordinaten. In noch höherem Maß gilt das vom zweiten Teil, so erscheinen 
die kurzen Angaben über den Krümmungstensor $. 99 unzulänglich. Blaschke 
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Schmidt, Hermann: Winkeltreue und Streekentreue bei konformer Abbildung 
 Riemannscher Räume. Math. Z., Berlin 51, 700—701 (1949). 

Der Schluß von der Winkeltreue einer Abbildung auf die Streckentreue ist 
komplizierter als der umgekehrte; Verf. beweist durch eine kurze Rechnung in 
n Dimensionen: Die Umgebungen der Punkte P,, P, zweier Riemannscher Räume 
mit gegebenen Maßtensoren seien durch eine einmal stetig differenzierbare Koordi- 
natentransformation aufeinander bezogen; ‘die Funktionaldeterminante verschwinde 


nicht und die Winkel der Parameterlinien sowie die n Winkel einer von je 


 n— 1 ihrer Tangenten linear unabhängigen Richtung mit diesen mögen ihrer Größe 
nach erhalten bleiben. Dann ist das Längenvergrößerungsverhältnis in P, von der 
Richtung unabhängig. Brödel (Jena). 

Liehnerowiez, Andre: Sur les varietes riemanniennes admettant une forme 
quadratigue exterieure A derivee covariante nulle. ©.r. Acad. Sci., Paris 231, 1413— 
1415 (1950). 

L’A. etend, & certaines varietes riemanniennes, des propositions de Eecekmann 
et Guggenheimer [C.r. Acad. Sci., Paris 229, 489—491, 503—505 (1950)] re- 
latives au varietes kähleriennes compactes. — Soit V,, une variete riemannienne 
cormMpacte de dimension m, de classe 0”, » = 3, et pour laquelle on suppose l’existence 
d’une forme quadratique exterieure F dont le tenseur F,, est ä derivee covariante 
 nulle. Dans ces conditions @ &tant harmonique, Lo =»F, produit exterieur de 
o et F', sera harmonique. — Soit m = 2 n, supposons F de rang 2 n et considerons 
les formes exterieures de degree p <n. Supposons, de plus, que la forme quadra- 
‚tique ordinaire, definie positive, de coefficients F,,I% se reduise & la forme fon- 
damentale. Dans ces conditions, l’operateur AL=»LxL, defini sur l’espace 
vectoriel des formes exterieures de degre 9, p <n— 2, est un isomorphisme de 
cet espace sur lui-m&me. Toute p-forme, p Sn, admet une decomposition cano- 
nique en somme directe 


p= 3 Irw-, a=(8), 
”»—0 
oü les yP-?* sont des (p — 2 x)-formes effectives: Ay= 0. Les operateurs *, 
adjointe dans la mötrique riemannienne, Let A=xLx transforment les formes 
harmoniques en formes harmoniques. En particulier, dans la decomposition prec6- 
dente, si @ est harmonique les diverses formes y seront harmoniques. Les r6esultats 
de Eckmann et de Guggenheimer [C.r. Acad. Sci., Paris, 229 503—505 (1950)] 
s’etendent au cas considere ici. Lepage (Bruxelles). 

Ruse, H. S.: Three-dimensional spaces of reeurrent eurvature. Proc. London 
math. Soc., II. S. 50, 438—446 (1948). 

Ein Riemannscher Raum V,, dessen Krümmungstensor der Bedingung 
R;5x,» = % Rizrı für irgendein Vektorfeld x, genügt, heißt ein Raum K, re- 
kurrenter Krümmung, in einer voraufgehenden Arbeit des Verf. auch Kappa-Raum 
(dies. Zbl. 30, 372). Verf. behandelt den dreidimensionalen Fall unter Beschränkung 

‚auf K,=&0, R,jxrı € 0. Ein V, ist dann und nur dann ein K,, wenn es in ihm ein 
Feld von parallelen Vektoren gibt. Das Bogenelement eines K, kann stets auf die 
Gestalt 
de= PH, (21, %) da? da+(da?)? oder d?= PRUL, (2%) dat dar + 2da?da? 

le Gb 
gebracht werden, und umgekehrt definiert jedes derartige Bogenelement stets 
einen K,. Rinow (Greifswald). 

Lichnerowiez, Andr&: Sur certaines elasses d’espaces riemanniens compacts. 
C.r. Acad. Sei., Paris 230, 2146—2148 (1950). 
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L’A. decrit les demonstrations des th6oremes suivants, valables pour un espace || 


riemannien compact V,„. 1. Si V,„ est tel que TEE Rr«ßy (H est le tenseur de | 
Cartan) soit positif ou nuletside plus Ve Rya=0 [Rap = 0] l’espace est syme- |\ 
trique au sens de Cartan [est locallement euclidien]. 2. Tout espace r&current 
compact (cf. rapport precedant) est ou bien symetrique, ou bien tel que 
R?—= aR,p RP = Rygys R*Pr?. 3. Siun V, compact, orientable, de courbure de || 
Ricei nulle, admet une caracteristique d’Euler-Poincar& inferieure & 2, il est 
localement euclidien. J. Haantjes (Leiden). 
Bochner, $.: Curvature and Betti numbers. Ann. Math., Princeton, II. SE 
49, 379—390 (1948). 1 
Aus der Existenz bzw. Nichtexistenz von gewissen Tensorfeldern lassen sich 
vermittels der Theorie der harmonischen Integrale von Hodge Aussagen über die 
Bettischen Zahlen gewinnen. V, sei ein kompakter Riemannscher Raum mit posi- | 
tiv definiter Metrik. Für jeden nicht verschwindenden Vektor &sei -R,>0.| 
FR, 


für alle &. CO, ;;. sei der Weylsche konforme | 


A ; : EL || 
Krümmungstensor von V,„. |C| bezeichne die obere Grenze von u nr für 
Ss 


L sei die untere Grenze von 


k | 
alle schiefsymmetrischen Tensoren £'7 in einem festen Punkte. |C| ist ein Maß für 
die Abweichung von der konformen Ebenheit (CO, ;;„ = 0) in einem Punkte. Gilt FE 
dann für eine natürliche Zahl p in jedem Punkte von V,, die Ungleichung 

2(p—1) @—-VIR| 

1) je] <(1 PL | Dane | 
so existiert auf V, kein harmonischer Tensor der Stufe p, und die p-te Bettische Zahl 
B, ist gleich 0. B, = 0 folgt bereits aus —R,,E&'&& >0 allein. Ist n gerade, so || 
folgt Bj = Vaus— R > O und |C| <|R|/2(n — 1). Es werden noch eine Reihe von |) 
weiteren Sätzen über die Nichtexistenz von Tensorfeldern bewiesen. Es ergibt sich |) 
z. B. die Aussage: Wenn in einem V,, gerader Dimension n ein schiefsymmetrischer 
Tensor &;,mit &;,,=0 und |£,,| #0 existiert, dannist B,, >1 füri SI <nJa. 
Hieraus folgt: In einem kompakten Raume sei eine positiv definite Hermitesche 
Metrik 2 gu 9» dz, d2g (©,ß = 1,...,n/2) gegeben, die der Kaehlerschen Bedingung 
09u pr/O2, = 099, g*/02u genügt. Dann gilt B,,>21(l=1,...,n/2). Die Arbeit schließt 

mit einer Anwendung auf den Fall der Einsteinschen Räume. Rinow. 
Lichnerowiez, Andre: Courbure et nombres de Betti d’une variete riemannienne | 
compaete. C.r. Acad. Sci., Paris 226, 1678—1680 (1948). | 
Verf. macht einige ergänzende Bemerkungen zu der vorstehend be- 
sprochenen Arbeit. Das Hauptergebnis für Riemannsche Räume wird etwas ab- |) 
weichend formuliert, indem statt des konformen Krümmungstensors ein anderer | 
Tensor verwendet wird. Verf. zeigt dann, daß die Voraussetzungen des Satzes auch || 
für eine Produktmannigfaltigkeit gelten, falls sie für jeden Faktor gelten. Auf | 
Hyperflächen angewendet, ergibt sich der folgende Satz: Eine V,, die in einen | 
(n + 1)-dimensionalen Raum positiver konstanter Krümmung eingebettet ist, und | 
deren zweite Fundamentalform definit ist, besitzt die Bettischen Zahlen Bi BU 
& Rinow (Greifswald). 
Salenius, Tauno: Über geodätische Linien in gewissen dreidimensionalen Man- | 
nigfaltigkeiten. Ann. Acad. Sci. Fennicae, AI, Nr. 47, 52 8. (1948). al 
Die Untersuchungen von Hedlund und Morse [Trans. Amer. math. Soc. 51, ı 
362—386 (1942); dies. Zbl. 28, 88] über den Verlauf geodätischer Linien auf gewissen 
Flächen vom Geschlecht p > 1 werden auf dreidimensionale Riemannsche Mannig- 
faltigkeiten M® übertragen. In der Einheitssphäre 8: x? + 22 -+ 22 <1 sei durch | 
ds? — 2 g,.dx, dx, eine Riemannsche Metrik gegeben die ge ; üb & 1 ich 
In ER, OR, Ä gegenüber einer eigentlich 
diskontinuierlichen Gruppe @ von hyperbolischen Transformationen von S in sich 
invariant bleibt. Durch Identifizieren der bezüglich @ äquivalenten Punkte von 8 
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entsteht eine dreidimensionale Riemannsche Mannigfaltigkeit M3. Das Haupt- 
ergebnis lautet: M? sei geschlossen, und auf keiner geodätischen Linie liege ein Paar 


_ konjugierter Punkte. Dann gibt es in M® wenigstens einen transitiven geodätischen 


Strahl, d.h. einen geodätischen Strahl, dessen Linienelemente im Linienelement- 

raum von ‚M3 überall dicht sind. Rinow (Greifswald). 
Moör, Arthur: Gen6ralisation du scalaire de courbure et du scalaire prineipal 

d’un espace finslerien & nn dimensions. Canadian J. Math. 2, 307—313 (1950). 
Die in den Darstellungen F 

des Krümmungsaffinors Ry,, = R};, und des Torsionstensors A, des F, mittels 


des Einheitsvektors l© des Linienelementes und des zu ihm senkrechten Einheits- 


vektors h? auftretenden Skalare wurden zuerst von L. Berwald eingeführt und von 
ihm als Krümmungsskalar und Hauptskalar bezeichnet. Für n Dimensionen können 
natürlich obige Zerlegungen nicht verwendet werden, da ja dann zur Darstellung 
ein n-Bein verwendet werden müßte. Nun ist (1) mit 


(1) R=Ryf.h,lihk, 25 = A/,hi h,h* 

gleichbedeutend. Verf. ersetzt den zu l© senkrechten Einheitsvektor hi in n Dimen- 
sionen durch den zu einem Einheitsvektor normierten Eulerschen Vektor o des 
Linienelementes (x, &). Der Eulersche Vektor ist aber bekanntlich nur längs einer 
Kurve definiert. A und $ sind daher in dieser Verallgemeinerung nicht Funktionen ° 
auf der Linienelementmannigfaltigkeit (x, &). Dadurch werden die sich hier an- 
schließenden Überlegungen für den F',, die in Analogie zum F, geführt werden sollen, 
gegenstandslos. O. Varga (Debrecen). 


Moör, Arthur: Espaces mötriques dont le scalaire de courbure est constant. 
Bull. Sei. math., II. S. 745, 13—32 (1950). 

Verf. gibt einige Bedingungen, die dafür charakteristisch sein sollen, daß ein F, 
von konstanter Krümmung $ ist. Diese Charakterisierungen bestehen im wesent- 
lichen aus einer Gruppe von analytischen und aus einer solchen von geometrischen 
Bedingungen. Die erste Gruppe ist dabei aber nur eine Umformung der selbstver- 
ständlichen Gleichungen d$t/dxz = of/öy = 0. Die zweite Gruppe erhält Verf., 
in dem er in den von L. Berwald [Mathematica, Timisoara 17, 34—58 (1941); 
dies. Zbl. 25, 430—431] gegebenen Deutungen des Krümmungsmaßes $t dieses als 
konstant nimmt. Einiges in der Arbeit Angeführte ist schon bekannt, so die Defi- 
nition des Hauptkrümmungsskalars sowie die des affinen Krümmungstensors Ky.rn 
für n Dimensionen, ferner die charakteristische Darstellung dieses Tensors mittels 
der g;, für beliebiges n, falls der Raum von konstanter Krümmung ist. Varga. 

Slebodzinski, Wladyslaw: Sur quelques problömes de la geometrie differen- 
tielle contemporaine. Casopis Mat. Fys., Praha 74, Nr. 2, 117—-122 und französ. 
Zusammenfassg. 122 (1950) [Polnisch ]. 

Pour realiser le programme d’Erlangen de Klein dans le cas d’un groupe infini @, c’est-A-dire 
pour definir la geometrie d’un tel groupe, il faut, en premier lieu, choisir un repere convenable. 
Les familles d’objets geometriques qui peuvent servir de reperes doivent jouir de la propriete 
suivante: deux objets de la famille peuvent ötre transformes l’un dans l’autre par une transfor- 
mation du groupe @ et par une seule. — Considerons par exemple le cas du groupe general de 
transformations ä trois variables. Comme repere, on peut prendre un reseau (R) forme de 
quatre familles de surfaces. Au moyen d’une transformation du groupe general on peut reduire 
les equations de ces familles a la forme suivante: 

de=0, y=0I, k=( dd pde—gdy=(. 
Un cas special etant exclu, ce reseau n’est invariant que par la transformation identique du 
groupe general. Au reseau (R), on peut joindre d’une fagon invariante une connexion affine 
dont la structure est definie au moyen des equations 
do ww! = Qt, do = K,w!w? + K,, 02 w® + K,, w’ o!. 
Cette connexion correspond, dans le schema de Klein-Cartan, au groupe lineaire compose de 
transformations ü® — ku‘ + ai; elle nous permet de resoudre plusieurs probl&mes lies au reseau 


2 a a 
a | 
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(R)et,en particulier, de determinerle systeme complet de ses invariants. — Dans le casdu groups 
de transformations unimodulaires ä deux variables, on peut employer comme repere un systeme 
form& de deux familles de courbes, dont les &quations peuvent &tre ramenees & la forme suivante: 


dz= 0, dy= p(z, y) de. 
A cet objet geometrique s’attache d’une fagon invariante la connexion affine determinee 
au moyen des equations 
dot! -wol=0, da +wo!—(. 
La m&me methode peut &tre appliquee & tout groupe infini. 

Egorov, I. P.: Zur Verschärfung eines Satzes von Fubini über die Ordnung der 
Bewegungsgruppen Riemannscher Räume. Doklady Akad. Nauk SSSR, n. S. 66, 
793—-796 (1949) [Russisch]. 

Fubini hat 1903 (vgl. Eisenhart, Stetige Transformationsgruppen 1947, 
S. 276) bewiesen, daß Riemannsche Räume, die eine vollständige Bewegungsgruppe 
von der Ordnung 4n (n + 1)— 1 besitzen, nicht existieren. Ausgehend von der 
Killingschen Gleichung und ihren Integrabilitätsbedingungen wird bewiesen, daß die 
Ordnung höchstens 4n (n—1) + 1 ist, wenn der Riemannsche Raum nicht Ein- 
steinsch ist, und höchstens In (n—1) + 2, wenn der Raum nicht konstanter 
Krümmung ist. Es wird auf die Möglichkeit hingewiesen, das erlangte Resultat 
auf die Frage der Existenz linearer homogener erster Integrale der Gleichungen von 
Geodätischen im affin zusammenhängenden Raume anzuwenden. Schouten. 

Yano, Kentaro and Tyiüti Imai: On affine eollineations in projeetively related 
spaces. J.math. Soc. Japan 1, 287—288 (1950). 

Von den beiden Verff. hat K. Yano in seinem Buche ‚Groups of transformations 
in generalized spaces“, Akademeia Press Company Itd., Tokyo 1949, unter syste- 
matischer Anwendung der Lieschen Ableitung eine zusammenfassende Darstellung 
der Theorie der kontinuierlichen Gruppen in differentialgeometrischen Räumen 


Autoreferat. 


gegeben. Einführend wird in dem ersten Paragraphen vorliegender Arbeit der schon . 


im zuvor zitierten Buch gegebene Beweis des folgenden M. S. Knebelmanschen 
Satzes reproduziert: Wenn ein Riemannscher Raum V, eine r-parametrige Bewe- 
gungsgruppe @, gestattet, dann existieren n—r V,, die zu dem gegebenen V,, 
konform sind und die @, ebenfalls als Bewegungsgruppe gestatten. Die V, sind 
dabei in folgendem Sinne voneinander unabhängig. Ist 9.5 der Fundamentaltensor 
des vorgegebenen V „und 729,5 (a=1,2,...,n—r) diejenigender zuihm konformen 


(a) 
V„, dann sind die /? funktional unabhängig [M. S. Knebelman, Amer. J. Math. 
(a) 
52, 280—282 (1930)]. Unter Benutzung der Lieschen Ableitung können Verff., 


ebenfalls auf sehr einfache Weise, den folgenden, gleichfalls von M. S. Knebelman 
herrührenden Satz beweisen: Gestattet ein affinzusammenhängender Raum A, eine 
r-parametrige Gruppe G, von affinen Kollineationen (r <n), dann gibt es n—r 
voneinander unabhängige affinzusammenhängende Räume A,, die durch bahntreue 
Abbildung aus dem A, entstehen und die @, ebenfalls als affine Kollineationsgruppe 
gestatten [M. S. Knebelman, Ann. Math., Princeton, II. S. 29, 389—394 (1928)]. 
Die beiden äußerst einfachen Beweise benützen bloß die beiden folgenden Tatsachen. 
Sind X, f die Lieschen Symbole der @,, dann lassen sich ihre Klammerausdrücke 
aus den X, f linear mit konstanten Koeffizienten kombinieren. Die zweite Eigen- 
schaft ist die, daß das Verschwinden der Lieschen Ableitung der 9.5 bzw. I'%, eine 
Bewegung bzw. affine Kollineation charakterisiert. 0. Varga (Debrecen). 
Levine, Jack: Classifieation of collineations in projeetively and affinely con- 
nected spaces of two dimensions. Ann. Math., Princeton, II. S. 52, 465—477 (1950). 
Ziel der Arbeit ist es, für die affine bzw. projektive Theorie der Bahnen in zwei- 
dimensionalen Mannigfaltiekeiten eine Klassifikation der affinen bzw. projektiven 
Kollineationen zu geben. Die Mannigfaltigkeiten, zu denen diese Theorien gehören 
sind die durch einenaffinenZusammenhang ‚bestimmten, affin zusammenhängenden 
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_ Mannigfaltigkeiten A, bzw.die durch einen projektiven Zusammenhang ITi, be- 
stimmten, projektivzusammenhängenden Mannigfaltigkeiten P,. Verf. behandelt die 
beschränkte Theorie der Bahnen, bei denen die Übertragungsparameter lediglich 
Funktionen des Ortes sind. Da die zugrunde gelegten Gruppen durch ihre Lieschen 
. Symbole bestimmt werden, handelt es sich um eine Aufzählung von Repräsentanten 
von zueinander nicht ähnlichen (äquivalenten) Gruppen im Lieschen Sinne. Der 
Grundgedanke, durch den Verf., anknüpfend an Überlegungen von Bianchi und 
Fubini, die Klassifikation vornimmt, ist folgender: Aus der Lieschen Gruppentafel 
_ (der Repräsentanten von nicht ähnlichen Gruppen) werden für eine r-gliedrige 
- Gruppe @, die Geschwindigkeitsfelder & (x=1,2,...,r) der Symbole 
uf = & oflöx! entnommen. Soll G, gerade die Gruppe der projektiven Kollinea- 
_ tionen sein, die P, gestattet, dann müssen die & einem linearen partiellen Differen- 
‚tialgleichungssystem zweiter Ordnung genügen, dessen Koeffizienten die /7;, linear 
enthalten. Falls das für die //;, lineare Gleichungssystem, das man durch Einsetzen 
‚der &, erhält, verträglich ist, so gestattet die P, tatsächlich die @, als projektive 
' Kollineationsgruppe. Die P, ist dann natürlich durch ihre aus dem Gleichungs- 
system bestimmbaren Parameter //;, festgelegt. Um die A, zu bestimmen, die @, 
als affine Kollineationsgruppe besitzt, hat man dann im wesentlichen bloß den Zu- 
sammenhang zwischen den /;, und //;, zu beachten. Durch das geschilderte Ver- 
fahfen findet Verf. vier Gruppen projektiver Kollineationen von maximaler Para- 
meterzahl und zwölf Gruppen affiner Kollineationen von maximaler Parameterzahl. 
Durch dieselben sind dann alle nicht ähnlichen Repräsentanten der gesuchten 
- Gruppen bestimmt, die Verf. in einer Tabelle zusammenstellt. Es werden einige 
Bemerkungen gemacht über die kanonische Form der Übertragungsparameter von 
zueinander äquivalenten A, bzw. P,, die gewisse der angeführten Gruppen ge- 
statten. Im Falle des Riemannschen V, gibt es — bei Ausschluß der V, konstanter 
Krümmung — ein-, zwei- und dreiparametrige Gruppen von Kollineationen, für 
die sich bei positiv definiter quadratischer Form noch die Abwickelbarkeit auf 
: Dreh- bzw. Spiralflächen zeigen läßt. Schließlich werden für den V, noch die Trans- 
 lationsgruppen bestimmt. O. Varga (Debrecen). 


Sapiro, Ja.L.: In L„;„” enthaltene Übertragungen und Geometrie des projek- 
tiven Zusammenhangs. Doklady Akad. Nauk SSSR, n.S. 70, 573—576 (1950) 
[Russisch ]. 
| Man sagt, daß das Kurvensystem in X, (1) d?x'/di? = f(x, dx/dt) in einer 
L,„.„ mit linearer Übertragung enthalten ist, wenn die Gleichungen (1) derart er- 
gänzt werden können, daß sie die geodätischen Linien der L,,,„ darstellen. Es exi-. 
- stieren 2 Typen von derartigen Kurvensystemen, nämlich 


dx" n dx’ dx! ch da! dx’ dak do! 
(B) at a Erin a 
Ba ee, 
(©) ara kr EINE 
Wenn eine Vektorübertragung in L,,„ 
DR er er 
& Bez, & 
Fr H Dis Z 7 AA 


eines normierten Vektors (A, a) = 0; (p/6A*) A“ +0 das Gleichungssystem 
(2) dAi/dt = f(x, de/dt, A) in X, zur Folge hat, so nennt man die Übertragung (2) 
in Z,,, enthalten. Es handelt sich um die Bestimmung der möglichen Übertra- 
gungen (2). Die X, gehören entweder zum Typus B oder ©. Die Gleichungen (2) 
mit den zugehörigen normierenden Gleichungen werden angegeben für den Fall ©. 
- Verf. betrachtet nun die Geometrie der Gesamtheit der Übertragungen (2), die in 
"irgendeiner L,,,„ enthalten sind. Es zeigt sich, daß diese Theorie die Theorie des 
“projektiven Zusammenhangs für m = 1 als Sonderfall enthält. J. Haantjes. 


. 
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Hlavaty, V.: Theorie d’immersion d’une W,. dans W„. Ann. Soc. Polonaise 
Math. 21, 196—206 (1949). : 

Verf. gibt in prägnanter Weise eine Zusammenfassung von Untersuchungen 
über die Einbettungstheorie in einem Weylschen W,, die er an der Sorbonne vor- 
getragen hat. Für eine X,, des W, kann Verf. eine Übertragung konstruieren, die 
selbst eine Weylsche ist. Grundlegend ist dabei die Konstruktion von gewissen 
Normalräumen, ein Verfahren, dessen große Tragweite sich schon bei den Unter- 
suchungen des Verf. in der affinen Einbettungstheorie (dies. Zbl. 33, 397) offenbarte. 
Nachdem die X,, durch die so gewonnene Übertragung zu einer W„ gestempelt. 
worden ist, werden die (Frenetschen) Ableitungsgleichungen hergeleitet. Der‘ 
Spezialfall m = 1 der Kurventheorie, für den ein natürlicher Parameter eingeführt 
wird, findet dann noch eine kurze gesonderte Behandlung. Nachdem die Theorie 
der (inneren) Berührung zweier W,, behandelt worden ist, folgt dann die Aufstellung 
der für das folgende besonders wichtigen Integrabilitätsbedingungen der Ableitungs- 
gleichungen. Die Integrabilitätstheorie wird dann auf Fragen der Möglichkeit der‘ 
Einbettung einer W,, in eine W,, der äußeren Berührung zweier W, und schließlich | 
auf die Beantwortung des Formenproblems der Win W, angewandt. Einen neuen‘ 
Fragenkomplex, der eine weitgehende Verallgemeinerung der Theorie der Kurven‘ 
auf Flächen darstellt, bildet die Theorie der W„ in W„; sie ist in vieler Hinsicht 
analog der der Win W,. Wir erwähnen hier bloß Verallgemeinerung von Sätzen! 
von Enneper und Beltrami, die sich auf die Windung bzw. Krümmung von 
Asymptotenlinien beziehen. O. Varga (Debrecen). 


Allgemeine metrische Geometrie. Konvexe Gebilde.; 


e Bouligand, G.: Les prineipes de analyse geom6trique. T.I: Lecons de g6o- 
metrie veetorielle: Preliminaires & l’&tude de la theorie d’Einstein. 3. ed. T. II, Fase. 
(A): Base methodologique: Operations et groupes, topologies. Paris: Librairie Vuibert 
1949, 1950. X, 436. p., XXI, 208 p. 1200, 1500 fr. | 

Der in 3. Auflage erschienene 1. Band desWerkes enthält eine Einführung ini 
die allgemeine Differentialgeometrie, genauer gesagt in die Methoden der Vektor-: 
bzw. Tensoralgebra und -analysis (1. Part. Operations vectorielles en Beometl 
' lineaire; 2. Part. Operations vectorielles metriques; 3. Part. Operations vectori-} 
elles infinitesimales; Notes et compl&ments). Der Teil A des 2. Bandes bezweckt, 
wie der Titel ‚Base methodologique‘ besagt, den Leser mit grundlegenden Begriffen) 
der modernen Geometrie vertraut zu machen und ihn gleichzeitig auf das Studium! 
des Teiles B vorzubereiten, welcher der (vom Verf. begründeten) Geometrie infini- 
tesimale directe gewidmet sein soll. Dementsprechend werden behandelt: Menge h 
und formelle Operationen (Chap. 1); Operationen und Gruppen (Chap. 2 und 2: 
Ringe, Ideale (Chap. 4); Topologische Räume (Chap. 5); Kombinatorische Topo- 
logie, Maß- und Integralbegriff; Verbände (Chap. 6); Stetigkeit, Halbstetigkeit, 
Kompaktheit, Bikompaktheit (Chap. 7); Zusammenhang, Gebiete und Kontinu 
(Chap. 8); Mengenfolgen (Chap. 9); Rekapitulationen und Ergänzungen, u.a. Rollei 
der Logik, mathematische Kausalität (Chap. 10). Verf. geht dabei jeweils von klas-ı 
sischen (konkreten) Beispielen aus, untersucht diese auf ihren wesentlichen Kern 
und führt so mühelos zu den allgemeinen Begriffsbildungen, deren Tragweite durch! 
weitere eindrucksvolle Beispiele aufgezeigt wird. Überall wird das Streben (in der 
neueren Mathematik) nach Herausarbeitung des (in den Voraussetzungen und Be-: 
weisen) Wesentlichen betont (vgl.z.B. die Ausführungen über die mathematisch | 
Kausalität). Das klar und lebendig geschriebene, nicht zum wenigsten auch zu 
Selbststudium geeignete Werk ist eine vortreffliche Darstellung der Prinzipieni 
geometrischer Analyse; daß dabei die Bezeichnung „geometrische Analyse“ in 


u 
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dem weiten, aus der Inhaltsangabe ersichtlichen Sinn genommen ist, entspricht 
der Entwicklung der letzten Jahrzehnte, an der der Verf. wesentlich beteiligt ist. 


Haupt (Erlangen). 
Nöbeling, Georg: Über die metrische Struktur eines Kontinuums endlicher 
Länge im Euklidischen Raum. Math. Z., Berlin 53, 114—121 (1950). 
K bezeichnet ein Kontinuum endlicher Länge im n-dimensionalen Raum A,. 


_ Eine ungerichtete Gerade 7 (p) durch einen Punkt p von Kheißtdirekte Tan gente 


” 


von K in », wenn das Kontingent von K in p aus den beiden in T(p) enthaltenen 


 Halbgeraden mit dem Anfangspunkt p» besteht. Satz 1. (1d) Die Menge A aller 


7 Punkte » von X, in denen K keine direkte Tangente T(p) hat, besitzt das lineare 


= 


7 


_ Caratheodory- Maß Lce(4) =0. (1p) Für jedes e>0 existiert eine perfekte Teil- 


_ menge P von K—A derart, daß L«(K— P) <e und T(p) auf P stetig ist. 


Skizze der Beweise. (ld) Nach Bochner existiert eine orientierte Kurve end- 
licher Länge 8, 8: x = f(s), se I = [0, 8], s:Bogenlänge, deren Menge der Punkte 
(Träger) K ist. I, bezeichnet die Nullmenge der Werte s, wo f’(s) entweder nicht 


existiert oder eine Norm = 1 hat, X, das f-Bild von /,, die eine ee ist, 


BER: (k=1,2,..., ©) Fr Menge der Punkte p derart, daß f1 Be k 
Werse enthält, 9 — K*— K*. K,. In einem Häufungspunkt s, 2 f(p), wenn 
De =% falls f (80) en ist, also RK CK Me ist leer, 

4: Kae an (ae „JR = A (Ok — ge+), Waederdm wird J% 


inJF,j=1,2,..., zerlegt, wobei JE die Menge der Punkte p in J* mit der Eigen- 


schaft bezeichnet, daß die Werte A) w=1,...,k, von f!(p) paarweise Ent- 


fernungen >1/j haben. Die Anwesenheit eines Häufungspunktes A von JF mit 


 heJ} ist mit der Existenz der Tangenten an fi in den von h getragenen Kurven- 


NE 


punkten und der direkten Tangente an K in h unvereinbar. Demnach ist J?, dann J*, 
dann A— 4A :-K, abzählbar. A ist eine L.-Nullmenge. (1p) folgt aus der Fast- 
stetigkeit von f' auf I — I,, da feine Lipschitz-Abbildung (sogar mit der Schranke 1) 
ist. Satz2 (=2e + 2v). Die Menge aller End- und Verzweigungspunkte von K 
ist eine Lu-Nullmenge. Skizze der Beweise. (2e) Ineinem Endpunkte ekann X 
keine direkte Tangente besitzen, mithin ist die Menge der Endpunkte in A enthalten, 
also eine Z«-Nullmenge. (2v) K, bezeichnet die Menge der Verzweigungspunkte 


_ von K, Beinen Teilbogen von K, K„(m =1,2,...) die Menge der Punkte von K, 


in denen K eine direkte Tangente 7(p) hat und die Verbindungsstrecken von » 
mit den Punkten qg=+=p von Kinder Kugel U (p, 1/m) einen Winkel <x/8 mit 
T(p) bilden. Wegen Satz Id ist XK, = UK, K,, bis auf eine Zo-Nullmenge. Durch 


- Wegnahme einer Teilmenge T' von B mit beliebig kleinem Maße kann erreicht 


werden, daß, in jedem Punkte p von B— T, B und K eine direkte stetige Tangente 
T (p) haben. Ist p = p,außerdem ein beiderseitiger Häufungspunkt von X „(B— T) 
in B, etwa lim p, = p, = lim p};, verbindet man für jedes ö die Punkte p, und p, 


_ mit jedem Punkte der zu 7 (p) durch p senkrechten Hyperebene, der von », den 


Abstand te hat (e > 0), durch eine abgeschlossene Strecke und bezeichnet man die 
Vereinigung der Strecken mit U, dann hat die von Uf begrenzte Umgebung U, 
von pbeihinreichend großem seinen Durchmesser = e, und esist K- UF = {p,} + {p}}: 


. Folglich ist p, ein gewöhnlicher Punkt von K,K,'K,„' B ist eine Lo- Nullen 


also auch X, B. Da L(K)=ob. Gr: 2L (B,), wobei &L(B,) die Längensummen 

aller Systeme endlich vieler, paarweise fremder Teilbogen B, von K durchläuft, 

ist X, eine L«-Nullmenge. Chr. Paue (Kapstadt). 
Finzi, Arrigo: $ulle eurve invarianti per una trasformazione analitiea di una 


_ superfieie. Rend. Sem. mat. Univ. Padova 19, 317-323 (1950). 


Man bezeichne mit X eine ein-eindeutige analytische Abbildung einer Umgebung 
1 eines Punktes der Ebene & in U, mit ® einen einfachen Bogen, der bei Win 


“ sich abgebildet wird. Verf. konstruiert ein A mit Fixpunkt und dazu ein B, das 
- fast überall eine Tangente, aber auf keinem Teilbogen überall eine stetige Tangente 


2 
= 
1 


besitzt; ®B ist also insbesondere nicht-analytisch. Haupt (Erlangen). 
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Bouligand, Georges: Coneomitance et asymptotiques generalisees d’une sur- 
face. C.r. Acad. Sci., Paris 231, 1194—1195 (1950). 

Der vom Verf. eingeführte Begriff der Konkomitanz [vgl. Rev. sci., Paris 81, 24— 
62 (1943) sowie Bull. Soc. math. France 74, 31—42 (1946)] spielt eine Rolle auch bei 
den folgenden, verallgemeinerten Definitionen der asymptotischen Linien (dies. Zbl.29, | 
169): Die Fläche $ sei Einhüllende einer zweiparametrigen Flächenschar ? (u, v). Es 
werde S von P (u, v) im Punkt m = m (u, v) berührt. Man lasse m '—= m’ (u + du, 
v+ dv) in Richtung einer Halbtangente mt gegen m konvergieren. Ist dann mq 
die Tangente in m an den Limes Q& des Durchschnittes von P(u,v) und | 
P (u + du, v» + dv) (bei m’ — m), so heiße mg (P-)konjugiert zu mt (in m). Als 
(P-)Jasymptotische Kurven auf 8 kann man nun solche Kurven erklären, in deren | 
sämtlichen Punkten entweder die Tangente stets selbst-konjugiert ist, oder O, 
eine Berührung höherer Ordnung mit S eingeht ; oder eine Berührung höherer Ordnung | 
mit P (u, v) vorliegt. — Verf. weist darauf hin, daß die dritte Definition mit der | 
ersten oder zweiten Definition nicht gleichwertig ist. Verf. ersetzt daher diese 
dritte durch eine andere, mit den beiden ersten Definitionen gleichwertige. Dieser 
zufolge soll in jedem Punkt m einer asymptotischen Linie für eine Geschwindigkeit | 
längs der Tangente die Differenz eines der entsprechenden Beschleunigungsvektoren 
für S und eines der analogen Beschleunigungsvektoren für P in der Tangentialebene | 
in m (an S und P) liegen. Haupt (Erlangen). 

Menger, Karl: What paths have length? Fundam. Math., Warszawa 36, 
109—118 (1949). | 

Definitions et Notations. X est l’intervalle [0, 1]. A tout couple ordonne 
x, y de nombres de x$ est associe un nombre reel ö(z, y) appele distance de x & %, 
satisfaisant & la condition suivante de continuite: Pour tout 6 >0 il existe un 
n(6) >0 tel que |e— «| <n(6) implique |ö(z, «')| <ö6. Um polygone P de 
3 est un ensemble ordonne& de points (2, ... .,z,)telque n Zlet, <r, << m! 
- Norme v(P) = max (2, ,—%,), o(P) = %,— %, longueur A(P) = 2 ölz, 1) | 
longueur absolue A(P) =2 |ö(x, %,,,)|, corde x (P) = ö(z, %,), eontraction 
x(P)=((P)—A(P))x(P) ä x(P)#09, »x(P=+osiy(P)=0>A(P) 
»(P)=— oo si y(P)J=0 <A(P). Les polygones Pet = (Yyy--.,%,) sont | 
exclusifs si les intervalles fermös [%,, &,] et [Y9 Y„,] ont au plus un point en commun. 
Une suite P, Pa. .., Pa - . - de polygones est distingu6e siles P, sont confinaux & 
8 et lim» (P,) = 0. Longueur superieure A* (3) = lim sup A (P,), longueur in- | 
ferieure A, (8) = liminfA (P,) pour toutes les suites distinguees. Si 28) = 
Ay (8), la valeur commune est la longueur A (3) de 3. Longueur absolue A (3) = 
borne süp. A(P) pour l’ensemble des polygones confinux & $. The&oreme. 
Si la longueur absolue de 3 est finie, une condition necessaire et suffisante pour que 


8 ait une longueur finie est que: Quel que soient e>0 et x >0, ilexiste v = | 
v (&,x) >0 tel que pour toute famille finie Q,,@,,...,Q, de polygones exclusifs | 


verifiant 0 (Q,) <v et »(Q)> x=1,...,k), nous ayons (C1) Z|x (Q,)| <e 


et (C2) 21 (Q,) >—e. Idee de la d&monstration. La necessite de (O1) et (02) | 
est etablie par l’absurde. La negation d’une de ces conditions entraine l’existence | 
de deux suites de polygones distinguees P" et Q" telles que A (Q)—A(P") reste | 
inferieure & un nombre negatif fixe. La suffisance de (C1) et (C2) resulte du lemme | 


suivant: Sous les hypotheses du Theor&me, quels que soient x >0 et£ >0, pour 
tout polygone P dont la norme est suffisamment petite, il existe un »’ >0 jouis- 
sant de la propriete que tout polygone de norme <v’ verifie l’inggalite A (Q) > 
A(P)—x:A(P)— £. L’etablissement du lemme fait intervenir une decomposition 
du polygone Q* deduit de @ par insertion des points de P, en sous-polygones Q* 
classifies suivant que x (0%) >x ou x (Q*) <x. Ce procede est analogue & celui 
utilise dans la d&monstration geometrique de Tonelli de l’existence presque partout 
de la tangente & une courbe rectifiable d’un espace euclidien. Errata. p- 114, 
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1 ligne 8, inserer „P“ apres „polygon‘“; p. 115, equation 8, p. 115, derniere ligne, 
 p. 116, equation 10, remplacer Q, par Q%; p. 116, ligne 10 lire ö(x, x,,,) au lieu de 
ö(&, %; 1); Pp- 116, ligne 16, lire A (P) au lieu de P. L’article termine sur ’exemple 
d’une metrique ö pour laquelle A(®) existe et est finie tandis que A($) = co. 
Il s’agit d’une fonetion @ continue sur 3 et de variation totale infinie, 6(x, y) = 
P(y) — p(x). Signalons que 9 manque p. 117, ligne 14, avant (2n + 1). (Remarque 
du Ref. — Le Theoreme peut &tre regard& comme un theor&me d’existence de l’in- 
tegrale de Burkill sur 3 correspondant & la fonction d’intervalle (I) = ö(z, y) 
ou 3 = [x, y], qui est continue et de variation bornee. Il se generalise aisöment & 
un intervalle p-dimensionnel, l’hypothese de continuite etant tout fois renforcee en 
U’'hypothese d’absolue continuite. Les polygones sont ä remplacer par des complexes 
(systemes finis d’intervalles non empietants) de ‚3 K:(Io - - - 3,); 9 (K) = max 
diametre (3,,A(K) =26(3,); o(K), x(K) et x (K) sont definis si X est une 
partition finie d’un intervalle I, alors co (K) =diametre J,x(K) = ö(F). Ce 
th&eoreme d’existence d’une integrale presente la particularit& de ne pas faire inter- 
venir un processus de differentiation.) Chr. Pauc (le Cap). 

Blumenthal, Leonhard M.: Congruence and superposability in elliptie space. 
Trans. Amer. math. Soc. 62, 431—451 (1947). 

Zwei Teilmengen P und Q eines metrischen Raumes heißen kongruent, wenn es 
eine eineindeutige Abbildung f von P auf Q gibt, bei der für die Abstände je zweier 
Punkte aus P 9,2» = f(p,) F(p,) gilt. P und Q heißen ineinander beweglich (super- 
posable), wenn es eine kongruente Abbildung von P auf Q gibt, welche zu einer 
kongruenten Abbildung des gesamten Raumes auf sich, einer Bewegung, erweitert 
werden kann. Während in den euklidischen, sphärischen und hyperbolischen 
Räumen jede kongruente Abbildung zweier Teilmengen zu einer Bewegung er- 
weitert werden kann, gibt es im n-dimensionalen elliptischen Raum E,,(n >1) 
kongruente Teilmengen, welche nicht ineinander beweglich sind. Hierzu wird ins- 
besondere gezeigt: Jeder Teilraum E,, (k >1) enthält Teilmengen, die zu Teil-. 
mengen des E, , kongruent sind, welche nicht in einem k-dimensionalen Teilraum 
enthalten sind. Es werden sodann als Hilfsmittel zu einem geordneten m-tupel 
(P1» Pa, - - -, 2m) von Punkten des E,,, die assoziierten m-tupel (91, P3 - - -, 27) des 
sphärischen Raumes S,,, und die Matrizen (cos »; p}/r) eingeführt, und Kriterien 
dafür aufgestellt, daß eine kongruente Abbildung f von zwei Teilmengen P und & 
des E,,, zu einer Bewegung erweitert werden kann. Für geordnete m-tupel gilt dies 
dann und nur dann, wenn für sie gleiche assoziierte Matrizen existieren, für be- 
liebige Teilmengen P und @ dann und nur dann, wenn die durch f gegebene Zu- 
ordnung je zweier entsprechender (n + 1)-tupel von P und Q so erweitert werden 
kann. — Auch wenn eine kongruente Abbildung von P und Q zu einer Bewegung 
erweitert werden kann, braucht dies nicht für jede kongruente Abbildung von P 
und @ zu gelten. Als Beispiel werden zwei Punkt-Quintupel im E, „ angegeben. 
Für ineinander bewegliche Punkttripel des E, , gilt jedoch, daß jede kongruente 
Abbildung zu einer Bewegung erweitert werden kann. Bachmann (Kiel). 

Aleksandrov, A. D.: Grundzüge der inneren Geometrie der Flächen. Doklady 
. Akad. Nauk SSSR, n. S. 60, 1483—1486 (1948) [Russisch ]. 

Verf. entwickelt hier den Aufbau einer Flächentheorie unter ziemlich allgemeinen Vor- 
aussetzungen. Unter Fläche R wird dabei ein zweidimensionaler Raum mit innerer Metrik ver- 
standen; innere Metrik bedeutet dabei, die untere Grenze der Längen aller die beiden Punkte 
X, Y von F verbindenden Kurven fällt mit der Entfernung o(X, Y) im Sinne der vorausge- 


setzten Metrik zusammen. Man kann dann von geodätischen Linien und geodätischen Drei- 
ecken auf R sprechen. Auch wird ein oberer Winkel zwischen zwei Kurven Z und M mit dem 


gemeinsamen Punkt P als lim y(X, Y) erklärt, wenn y(X,Y) dero(X, Y) gegenüberliegende 
X,Y>P 
Winkel eines ebenen Dreiecks mit den Seiten o(X, P), o(Y, P) und o(X, Y) ist. In diesem 


Sinne kann auch vom Defizit eines Dreiecks gesprochen werden. Ein weiteres Axiom besagt 
_ dann: Für jedes kompakte Teilgebiet @ aus R darf die Summe der Absolutbeträge der Defizite 
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sich nicht überschneidender Dreiecke aus @ eine gewisse, von G abhängige Schranke v(G) nicht 


überschreiten. Bei Erfüllung dieses Axioms heißt R von beschränkter Krümmung. Hierunter | 
kommen als Sonderfälle Flächen mit polyedraler Metrik vor, die sich aus Dreiecken mit eukli- | 
discher Metrik zusammensetzen, an deren Ecken A man einen Vollwinkel 9 und ein Krümmungs- | 


maß »(A) =2rr — 9 einführen kann; natürlich kann man auch Polyeder aus Dreiecken all- 


gemeinerer Maßbestimmung aufbauen. Ein wichtiger Satz besagt dann: Notwendig und hin- | 
reichend dafür, daß R von beschränkter Krümmung ist, ist die Möglichkeit polyedraler Appro- | 
ximation jedes Gebiets von R. Für offene Mengen @ aus R werden dann der positive und der | 
negative Krümmungsanteil &+(G) und &-(G) als obere bzw. mit dem entgegengesetzten Vor- | 


zeichen versehene untere Grenze der Defizitsummen beliebiger, sich nicht überdeckender Teil- 


dreiecke aus @ eingeführt. Durch Überdeckung einer beliebigen Menge M mittels offener lassen 


sich + und w auch für M erklären. Sie erweisen sich für kompakte M als endliche, nicht 
negative und additive Mengenfunktionen. &* — w wird danach als Krümmung für M erklärt. 


Weiterhin wird als Inhalt eines geodätischen Vielecks der limes der Inhaltssummen einer be- 


liebigen, feiner werdenden Dreiecksteilung verstanden, wobei unter dem Inhalt eines einzelnen 


Dreiecks der des entsprechenden euklidischen mit denselben Seitenlängen zu verstehen ist. | 


Nimmt man noch das Axiom hinzu, daß kein Dreieck negativen Exzeß haben soll, so ergibt 
sich die weitestgehende Verallgemeinerung des Begriffs der konvexen Fläche im Sinne dieser 
allgemeinen, metrischen Geometrie. Burou (Hamburg). 


e Aleksandrov, A. D.: Innere Geometrie der konvexen Flächen. Moskau- 
Leningrad: OGIZ, Staatsverlag für technisch-theoretische Literatur 1948. 386 S. 
26,— R. [Russisch]. f 

Als Flächen betrachtet Verf. im Laufe des ganzen Buches solche Punktmengen F des 
dreidimensionalen euklidischen Raumes, die den folgenden beiden Bedingungen genügen: 
I. Jeder Punkt von F besitzt eine Umgebung, die einer Kreisfläche homöomorph ist; II. Je 
zwei Punkte von F lassen sich durch eine ganz in F liegende rektifizierbare Kurve verbinden. 


Weitere Regularitätsvoraussetzungen werden im allgemeinen nicht gemacht.— Ist F eine solche 


Fläche, so definiert man die Entfernung or (X, Y) von X, YE€F als die untere Grenze der 


Längen aller rektifizierbaren, auf F liegenden und X mit Y verbindenden Kurven. gr (X, Y) 


genügt den üblichen Entfernungsaxiomen und macht F zu einem metrischen Raum. Verf. 


spricht in diesem Falle von der inneren Metrik der Fläche F. — ‚Zur inneren Geometrie | 


einer gegebenen Fläche gehören die und nur die Begriffe und Sätze, die so definiert bzw. for- 
muliert werden können, daß von den Eigenschaften der Fläche letzten Endes keine anderen 
‘als die Eigenschaften ihrer Metrik benützt werden.‘ — Im vorliegenden Buche beschränkt 
sich Verf. auf konvexe Flächen (d. h. auf Gebiete auf der Oberfläche eines konyexen Körpers). 


Besonders eingehend wird der Fall geschlossenerkonvexer Flächen (das sind Oberflächen 
endlicher konvexer Körper) behandelt. Solche geschlossenen konvexen Flächen sind auch be- 
züglich ihrer inneren Metrik einer Sphäre homöomorph. Zu den konvexen Flächen werden ' 
auch ebene konvexe Gebiete gerechnet, bei denen man eine obere und eine untere Seite unter- | 
scheidet. — Zur Untersuchung der Eigenschaften der inneren Metrik konvexer Flächen bedient | 
sich Verf. des Prinzips der Approximation konvexer Flächen durch konvexe Polyederflächen. 


Die zugrunde gelegte Konvergenzdefinition ist die folgende: Eine Punktmengenfolge {M,} des 


euklidischen Raumes konvergiert gegen die nichtleere Punktmenge M, wenn 1. für jedes XEM 
es eine Punktfolge {X,}, X, € M,, gibt, die gegen X konvergiert und wenn 2. jeder Häufungs- | 


punkt einer Punktfolge {X,}, X, € M,„, zu M gehört. Mit dieser Konvergenzdefinition gilt 
nun: I. Jede geschlossene konvexe Fläche ist Grenzwert einer Folge eingeschriebener geschlosse- 
ner Polyederflächen, und II. der Grenzwert einer konvergenten Folge geschlossener konvexer 


Polyederflächen ist eine geschlossene konvexe Fläche. Für die Anwendung auf das Studium | 


der inneren Geometrie konvexer Flächen ist das folgende Theorem über die Konvergenz von 
Metriken von entscheidender Bedeutung: „Wenn eine Folge geschlossener konvexer Flächen 
F,, gegen eine geschlossene konvexe Fläche F konvergiert und wenn zwei Punktfolgen X, und 
Y„ von F,„ entsprechend gegen die Punkte X und Y von F konvergieren, dann konvergiert die 


Entfernung von X, und Y,, gemessen auf der Fläche F,, gegen die Entfernung der Punkte 


X und Y, gemessen auf F, d.h. 0» (X,Y) = lim or, (X„,Y,).“ Um nun zu zeigen, daß eine 


n—00 
Eigenschaft E den inneren Metriken der (geschlossenen) konvexen Flächen zukommt, zeigt 
Verf.: 1. E kommt den inneren Metriken konvexer Polyederflächen zu und 2. E bleibt bei der 


Konvergenz von Polyederflächen erhalten. — Das Problem, das eine zentrale Stellung im Buche 


einnimmt, ist das der axiomatischen Begründung der inneren Geometrie konvexer Flächen. 
Sei Tein metrischer Raum. Welches sind die notwendigen und hinreichenden 
Bedingungen dafür, daß-T einer konvexen Fläche F bezüglich ihrer inneren Me- 
trik isometrisch ist? (Man sagt dann, daß die Metrik von T' durch die Fläche F realisiert 
wird.) Solche Bedingungen können zusammen mit den Entfernungsaxiomen als Axiome der 
inneren Geometrie konvexer Flächen aufgefaßt werden. Verf. zeigt, daß einige wenige Be- 
dingungen (—im Falle geschlossener konvexer Flächen sind es im wesentlichen 3) ausreichen, um 


die innere Metrik konvexer Flächen zu charakterisieren und um eine reichhaltige Theorie auf- 
zubauen. — Zur Formulierung dieser Bedingungen und zum Aufbau der Theorie werden in 
_ metrischen Räumen T, die topologisch zweidimensionale Mannigfaltigkeiten sind, elementar- 
- geometrische Begriffsbildungen eingeführt und eingehend diskutiert. Solche Begriffe sind u. a.: 
a) Eine Kürzeste — das ist ein zwei Punkte verbindender rektifizierbarer Kurvenbogen mi- 
 nimaler Länge; b) eine geodätische Linie ist eine Kurve, die auf jedem genügend kleinen 
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_ Bogen eine Kürzeste ist; c) ein Dreieck ist ein einer Kreisfläche homöomorphes Gebiet, das 


von drei Kürzesten begrenzt wird; d) ein Polygon ist eine kompakte Punktmenge, die innere 
- Punkte enthält und durch endlichviele Kürzeste begrenzt wird. (Die Begrenzung kann auch 
leer sein. In diesem Sinne ist z. B. eine geschlossene konvexe Fläche innergeometrisch ein 
 Polygon.) e) Für den Begriff des Winkels zwischen zwei Kurven gibt Verf. verschiedene (nicht- 
_ äquivalente) recht anschauliche Definitionen. Die wichtigste dieser Definitionen ist die fol- 
- gende: Gehen von einem Punkte O€ T zwei Kurven C, und (©, aus, so wähle man einen Punkt 
X auf O, und Y auf O,, so daßo (0, X)=x+0 und e(0,Y) = y=# 0 ist (o ist hierbei die 
_ Entfernungsfunktion in 7). Es sei o (X, Y) =z. Man betrachte das ebene Dreieck O’X’Y’ 
mit den Seitenlängen O’ X’ —=x, O0’ Y’=y und X’Y’=z. Der Dreieckswinkel bei O’ ist 
eine Funktion y (x, y) vonxzundy. Existiert y = lim y (2, y), so wird dieser Grenzwert 
£ (2,9) > (0,0 
_ als der Winkel zwischen C/, und (©, bezeichnet. — Mit Hilfe lade Begriffsbildungen läßt sich 
_ die oben formulierte Hauptfrage für den Fall konvexer geschlossener Flächen folgendermaßen 
beantworten: Damit der metrische Raum 7 durch eine geschlossene konvexe Fläche F reali- 
_ sierbar ist, ist notwendig und hinreichend, daß 1. 7 homöomorph einer Sphäre ist; 2. die Ent- 
fernungsfunktion o (X, Y) von T gleich der unteren Grenze der Länge aller rektifizierbaren, 
X mat Y verbindenden Kurven ist. (Die Begriffe der rektifizierbaren Kurve und der Länge 


einer rektifizierbaren Kurve sind dabei selbst ausschließlich durch die Metrik von T definiert.) 


Verf. nennt eine solche Metrik eineinnere Metrik. 3. Ineinem Dreieck existieren die Winkel, - 


und die Winkelsumme ist > x. Anstatt der 3. Bedingung können auch andersgeartete Forde- 
rungen gestellt werden. Verf. führt eine ganze Reihe solcher Bedingungen an und beweist ihre 
- gegenseitige Äquivalenz. — Daß die so formulierten Bedingungen für die Realisierung der Me- 
_ trik durch eine konvexe geschlossene Fläche hinreichend sind, macht ein Existenztheorem aus, 
dessen Beweis zwei Kapitel des Buches einnimmt. Es wird zuerst ein entsprechender Existenz- 
 beweis für geschlossene konyexe Polyederflächen geführt. (Dieser stützt sich auf eine Ver- 
allgemeinerung eines Satzes von Cauchy — den sog. Starrheitssatz für konvexe geschlossene 
Polyeder.) Die Realisierbarkeit der allgemeinsten den Bedingungen 1.—3. genügenden Me- 
triken wird dann durch ein Approximationsverfahren (im Sinne der oben definierten Kon- 
vergenz) mit Hilfe konvexer Polyederflächen festgestellt. In einem weiteren Kapitel wird dann 
“das bewiesene Existenztheorem auf andere Klassen konvexer Flächen verallgemeinert. — Ein 
wichtiges Kapitel des Buches beschäftigt sich mit der Krümmungstheorie konvexer Flächen. 
Die Krümmung ist eine nichtnegative, vollständig additive Mengenfunktion, die für gewisse 
Untermengen der Fläche F, aber zumindest für alle Borelschen Mengen definiert ist. Zwei De- 
finitionen sind möglich. Die erste ist eine innere Definition, die nur von den Eigenschaften 
der Metrik Gebrauch macht. Die Krümmungsfunktion (innere Krümmung w) wird zuerst 
für Fundamentalmengen — Punkte, offene Dreiecke, Kürzeste mit ausgeschlossenen End- 
punkten — definiert. (Dabei wird z. B. die Krümmung eines offenen Dreiecks gleich der Winkel- 
 summe minus gesetzt.) Dann wird » für Elementarmengen — dassind Vereinigungen endlich 
vieler punktfremder Fundamentalmengen — erklärt und weiter sinngemäß auf alle Borelschen 
Punktmengen verallgemeinert. Die zweite Definition benutzt die Lageverhältnisse der Fläche F 
im umgebenden Raume. Ist M eine Punktmenge auf F, so lege man durch alle Punkte von 
M alle möglichen Stützebenen an F. In einer Einheitskugel zieht man Radien parallel zu den 
äußeren Normalen auf diesen Stützebenen. Die Menge der Endpunkte dieser Radien ist eine 
Punktmenge der Einheitssphäre. Diese nennt man das sphärische Bild von M und bezeich- 
net sie mit M*. Ist M* meßbar (Lebesgue), so wird das Maß von M* als die äußere Krüm- 
mung y(M) der Menge M bezeichnet. Es wird gezeigt, daß y (M) eine nichtnegative, voll- 
ständig additive Mengenfunktion ist, die für den kleinsten Borelschen Körper, der alle offenen 
Mengen enthält, definiert ist. Verf. zeigt, daß die innere und die äußere Krümmungsfunktion 
übereinstimmen. (Verallgemeinerter Gaußscher Satz.) —Die Flächeninhaltstheorie auf einer 
’konvexen Fläche F kann — ähnlich wie die Krümmungstheorie — einerseits aus den Eigen- 
schaften der inneren Metrik von F, andererseits mit Benutzung der Lageverhältnisse von F 
im umgebenden Raume aufgebaut werden. Der erste Weg geht aus von der Definition des 
Flächeninhaltes eines Polygons P auf F: Man betrachtet solche Folgen {T,} von Triangula- 
tionen von P, bei denen die größten Durchmesser der Teildreiecke von T', mit .n gegen Null 
"streben. (Eine Triangulation eines Polygons in endlichviele Dreiecke mit beliebig kleinem 
- Durchmesser ist in metrischen Räumen, die konvexen Flächen isometrisch sind, immer mög- 
"lich. Diese Tatsache macht den sogenannten Triangulationssatz aus, den Verf. unter sehr 
viel allgemeineren Voraussetzungen am Anfang des Buches beweist. Dieses Theorem spielt 
“auch sonst in der gesamtem Theorie eine große Rolle.) Für jedes Teildreieck D einer Triangu- 
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lation T, sei D* das ebene Dreieck mit denselben Seitenlängen wie D. Man bezeichne den 
Flächeninhalt von D* mit J (D*) und setze J, (P) = & J (D*), wo die Summe über alle Teil- 
dreiecke Dvon T,, zu erstrecken ist. Es wird gezeigt, daß J(P)= lim J„(P) existiert und 
Nn—>00 
nicht von der gewählten Folge von Triangulationen abhängt, J(P) wird als Flächeninhalt 
des Polygons P angenommen. Von dieser Definition ausgehend, kann der Flächeninhalt all- 
gemeinerer Punktmengen von F erklärt werden. Der andere Weg für den Aufbau der Flächen- 
inhaltstheorie auf F benutzt die Methode der Approximation der Fläche mit konvexen Po- 
lyederflächen. Als Ergebnis bekommt man einen Ausdruck für Flächeninhalte mit Hilfe von 
Doppelintegralen. — Ist G ein Gebiet auf F, I (G) der Flächeninhalt und ® (G) die Krümmung 
von G, so heißt K (G) = ® (G)/I (G) die mittlere Krümmung von @. Ist X ein Punkt von F 
und konvergiert K (G) für alle sich auf X zusammenziehenden Gebiete @ gegen denselben Limes 
K (X), so bezeichnet man diesen Limes als die Gaußsche Krümmung im Punkte X. Verf. 
zeigt: wenn auf einer Fläche F die mittlere Krümmung aller Gebiete nach oben beschränkt 
ist, so können in der Umgebung jedes Punktes geodätische Polarkoordinaten eingeführt werden. 
Die Metrik kann in diesem Fall durch eine quadratische Differentialform ds? = dr? +Gdp? 
definiert werden. @ ist aber im allgemeinen nicht einmal eine stetige Funktion von r und g. 
Stellt man dagegen die schärfere Forderung der Existenz der Gaußschen Krümmung 
in jedem Punkte, so ist @ stetig in r und und ist zweimal stetig nach r differenzierbar (nicht 
aber im allgemeinen nach 9). -Es gilt dann für die Gaußsche Krümmung die Gaußsche Formel 


il: 2V@G | 

&(r,g) = Re 2 SE 2 . Auch sonst gelten in diesem Falle verschiedene Sätze | 
(1,9 Y 

der klassischen (Gaußschen) Flächentheorie. — In einem anderen Paragraphen zeigt Verf., daß | 


auch die Forderung der Beschränktheit der mittleren Krümmung eine durchaus reichhaltige 
Theorie zur Folge hat. Hier wird auch der wichtige Satz bewiesen, daß eine konyexe geschlossene 
Fläche, für die die mittlere Krümmung konstant ist (d. h. daß die mittlere Krümmung jedes 
Gebietes gleich derselben Zahl K ist), eine Sphäre ist. — Die Krümmungstheorie der Kurven 
auf konvexen Flächen wird ausführlich behandelt, und zwar wird die Theorie innergeometrisch 
aufgebaut. Der klassische Begriff der geodätischen Krümmung läßt eine sinngemäße Verallge- 
meinerung zu. Eine große Anzahl von Theoremen über Geodätische auf regulären konvexen 
Flächen bleibt erhalten, wenn man diesen Begriff durch einen allgemeineren (sog. Quasi-Geo- 
dätische) ersetzt. — Schließlich werden in dem letzten Kapitel die möglichen Verallgemeine- ' 
rungen der gesamten Theorie für den Fall, daß der umgebende dreidimensionale Raum einRaum 
mit konstanter Krümmung ist, skizziert (zum Teil ohne Beweise). Die Untersuchungen können 
mit einer ähnlichen Methode wie im Falle des umgebenden euklidischen Raumes durchgeführt 
werden. [Verf. verweist auf seine Arbeit: Izvestija Akad. Nauk SSSR, mat. Ser. 9, 113—120 | 
(1945).] Während der Fall konvexer Flächen im Raume mit positiver konstanter Krümmung 
(Riemannschen Raum) wenig wesentlich Neues bringt, ergibt sich im Falle des Lobatevski- 
schen Raumes eine neuartige und reichhaltige Theorie. — Das Buch enthält noch eine große 
Anzahl anderer wichtiger Resultate, auf die im Rahmen eines kurzen Referates einzugehen | 
schwierig ist. Eine ganze Reihe noch ungelöster Probleme (so z. B. über die eindeutige Be- 
stimmung konvexer Flächen durch ihre innere Metrik) werden angeführt. Dabei werden gleich- | 
zeitig die für die Lösung dieser Probleme bereits erlangten Teilresultate (teils mit, teils ohne | 
Beweise) angegeben. — Die Beweise werden im Laufe des ganzen Buches mit größter Ausführ- | 
lichkeit gebracht. In den Fällen, wo diese, um exakt zu sein, technische Hilfsbetrachtungen 
erfordern, schickt Verf. eine ausführliche Darstellung des Gedankenganges voraus und schält 
dabei die anschauliche Grundidee des Beweises heraus. — Feinere analytische Hilfsmittel werden 
(im Gegensatz zur klassischen Flächentheorie der Differentialgeometrie) fast überhaupt nicht | 
verwendet. Dennoch erreicht Verf. mit seiner Methode Resultate, die selbst bei Regularitäts- | 
voraussetzungen weit über diejenigen der Differentialgeometrie hinausgehen. Dies ist besonders 
der Fall für Fragen der Flächentheorie „im Großen‘ und für Probleme der Realisierung von 
Metriken. Aus diesem Grunde wird die in diesem Buche dargelegte Theorie für die weitere | 
Entwicklung der Flächentheorie sicherlich von größter Bedeutungsein. L. Kaloujnine (Berlin). 


Busemann, Herbert: Two-dimensional geometries with elementary areas. Bull. 
Amer. math. Soc. 53, 402—407 (1947). 

Die vorliegenden Untersuchungen schließen an frühere Arbeiten des Verf. an: 
Metrie methods in Finsler spaces and in the foundations of geometry, Ann. Math. 
Studies Nr. 8, Princeton 1942; Trans. Amer. math. Soc. 56, 200274 (1944). Sei 
R ein zweidimensionaler kompakter konvexer metrischer Raum mit folgenden Eigen- 
schaften: Wenn mit x yder Abstand der Punkte x und %y bezeichnet wird und (© y2) 
bedeutet, daß für die drei verschiedenen Punkte x, y, zdie Beziehung Xy-+ ya=x2 
gilt, so habe jeder Punkt p eine Umgebung U (p), in welcher zu zei verschiedenen 
Punkten x, y aus U(p) stets ein Punkt z mit (xyz) existiert. Ferner möge aus 
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 (@y2,), (@Y2,) und y2), = y2, stets 2) — 2, folgen. Bezeichnet nun S(p,o) die 
- Gesamtheit der Punkte « mit px <o, so existiert ein o(p) > 0, so daß S(p, 3o(p)) 
 homöomorph einer Kreisscheibe ist. Für zwei Punkte a,b aus $S(p, 30(p)) ist ein 
Bogen 3 (a, b) eindeutig bestimmt und zu a, bCS(p,o(p)) gehörtein3(a, b)CS (p,20(P)), 
welcher Teilbogen eines eindeutigen Bogens h (a, b) = 3 (a’, b’) mit pa’ = pb’ = 3o(p) 
und xp <3o(p) für (a’xb’) ist. Drei Punkte c,,c,,c, aus S(p,20(p)) heißen 
-kollinear, wenn für geeignete a + b gilt c,€h (a, b). Unter einer Flächenfunktion 
wird nun eine symmetrische reelle, nicht negative Funktion «&,(a, a,a,) der drei 
_ Punkte a,,a,,a; aus S(p,o(p)) verstanden, welche nur für kollineare Punkte ver- 
‚ schwindet und für die aus (a, b a,) stets folgt x, (a,@, b) + &,(a,ba,) = &, (a, 4; 43). 
Verf. beweist folgende beiden Sätze: I. Dann und nur dann, wenn örtlich eine 
Flächenfunktion existiert, für welche Dreiecke mit gleichen Seiten auch gleichen 
Flächeninhalt haben, ist der Raum ein örtlich isometrisches Bild entweder der 
euklidischen oder hyperbolischen Ebene oder der Sphäre. II. Dann und nur dann, 
_ wenn örtlich eine Flächenfunktion existiert, so daß der Flächeninhalt des Dreieckes 
pab nur von p, dem örtlichen Abschnitt der Geodätischen g, welche den Bogen 
$(a,b) enthält, und von dem Abstand a b abhängt, ist der Raum ein örtlich isome- 
trisghes Bild der Minkowski-Ebene. Weise (Kiel). 
* Green, J.W. and W. Gustin: Quasiconvex sets. Canadian J.. Math. 2, 489— 
507 (1950). 
Es sei A eine nicht leere Teilmenge der Intervalles [ <® <1]. Eine Teil- 
_ menge eines reellen Vektorraumes (der Dimension n) heißt A-konvex (allgemein 
- quasikonvex), wenn mit je zwei Punkten r, ') der Menge auch jeder Punkt 9, + 
(1—%)9,9€4A, zur Menge gehört. Es wird gezeigt, daß Quasikonvexität mit der 
gewöhnlichen Konvexität zusammenfällt, wenn A positives inneres Maß hat. Als 
nahezu-konvexe Menge, d.h. als eine, welche den offenen Kern ihrer (gewöhnlichen) 
konvexen Hülle enthält, erweist sich eine quasikonvexe Menge, sobald sie positives 
inneres Maß hat, oder wenn sie ein Kontinuum mit n + 1 linear unabhängigen 
Punkten enthält, oder wenn sie beschränkt und von der Art ist, daß sie ein Hyper- 
 ebenenstück enthält und keine zu diesem Ebenenstück parallele Hyperebene die 
Menge trennt. Weitere Betrachtungen beziehen sich auf die Charakterisierung topo- 
logisch null-dimensionaler quasikonvexer Mengen, ferner auf Zusammenhangs- 
eigenschaften quasikonvexer Mengen. Ein Abriß der Geschichte der konvexen 
Punktmengen und Funktionen, so weit sie den behandelten Fragenkreis berührt, 
bildet den Schluß. Aumann (München). 

Green, J. W. and W. Gustin: On the veetor sum of continua. Canadian J. 
Math. 2, 508—512 (1950). 

Sei X ein normierter reell-linearer Raum von n Dimensionen mit der Basis 
> ‚a,. Für v=1,...,n sei Q, ein Kontinuum, das 0 und a, enthält, ferner 
S die Menge aller Summen ,+:''+g9, mit weQ,v—=1,...,n. Es wird ge- 
zeigt, daß S ein Kontinuum mit inneren Punkten ist, daß jeder Punkt des Raumes 
inder Form g+8 mit 3eSundg=y 4 + :''+ 9% Im Ib +9, ganz, dar- 
stellbar ist, und schließlich, daß u (P) <u (8) gilt für jedes translationsinvariante 

"Maß u, wobei P die Menge aller 4, +. +&,0, Oo s4,shr=]1l...,n, 
bezeichnet. Aumann (München). 

Valentine, F. A.: Some properties of C-convex sets. Canadian J. Math. 2, 
481—488 (1950). 

The author calls a plane set O,-convex, if it has n components each of which is 
convex. He proves that the complement of an open bounded (,-convex set (n > 2) 
is an L,,, set, i. e. a set in which each pair of points can be joined by a polygonal arc 
having at most n + 1 segments (the complement of a bounded convex set Is an 1 
set). To prove this theorem the author establishes first some properties of a maximal 
family of convex sets M,„D C,; M, is composed of n open convex sets, such that 
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no member of the family is proper subset of an open convex set which is disjoint 
with the rest of the family. .. Färy (Paris). | 

Hajös, G.: Translation of figures between lattice points. Acta sci. math.; 
Szeged 12 A, L. Fejer et F. Riesz LXX annos natis dedie., 246—253 (1950). | 

Let be FCR, a given point set, and ZCA, a point lattice; F + y denotes | 
the figure arising from F when translated by the vector y. The author considers the 
_ union ofthesets F +9, suchthat ("+y)n Z= (0, denotes by U the complemen- | 
tary set, and deals with the structure of U. Itis easy to prove that U is always a point 
semigroup, and if F is open or compact U is a closed group. Surprising is the second‘ 
part of the following theorem: If the set U is a point lattice and corresponds to the | 
open or closed convex set F, then U is identical with Z if the dimension n of R, | 
is 1 or 2, but it may be different from Lif n >3. For centrally symmetrical convex | 
sets F, U is identical with L for n <3, but may be different from L for n 24 

Fary (Paris). 

Schoenberg, I. J.: The finite Fourier series and elementary geometry. Amer. | 
_ math. Monthly 57, 390—404 (1950). | 
Jeder zyklischen, unendlichen, komplexen Zahlenfolge 2,, 23 23; - - -»(2n+»=%») | 


n $ 

können die komplexen Fourier-Koeffizienten ,=n!N2,0 (w„= e?”rn) 
n | 

zugeordnet werden. Verf. interpretiert diese Zuordnung geometrisch als Zerlegung 


eines allgemeinen n-Ecks 2, 2,...2, I. in die Summe (Resultante) von rn regulären 
n-Ecken; II. in die Summe der affinen Bilder von [n/2] regulären n-Ecken. Wird 


n 
= Da, Wr, gesetzt, so gilt 
1 


Zee <nZitoelot (iO Lar). 


Die orientierte Flächeninhalt F von 2,2,...2 


„ ist gegeben durch 


a 
1 n : 
Anwendung dieser Sätze auf ein gleichseitiges n-Eck vom Umfange Liefert die Iden- 


a IL & OR UITON EEE DIRT U VL n : 
tität ne = N An? sin n (sin „tg cos =) |&%|%, woraus eine iso- 
T 


perimetrische Ungleichung von J. Steiner unmittelbar folgt. (Bezüglich des auf 
S. 395 zitierten „Problems no. 3547“ vgl.: Encykl. math. Wiss. IIT AB 9, 
M. Zacharias, Elementargeometrie, $. 1021). E. Egerväry. 

Fejes Töth, Läszlö: The isepiphan problem for n-hedra. Amer. J. Math. 70 
174—180 (1948). 

Bezeichnen F,, und V,, Oberfläche und Volumen eines konvexen Polyeders mit 
n Seitenflächen, so gilt nach M. Goldberg (dies. Zbl. 10, 410) die „isoperimetrische 
Ungleichung“ 

F/Vn 254 (n— 2)tgo, (4sino,—1, o,=na]/6(m—2). 

Das Gleichheitszeichen wird in den Fällen n — 4, 6 und 12 durch das reguläre Tetra- 
eder,: Hexaeder und Dodekaeder beansprucht. Der im Jahre 1935 gegebene Gold- 
bergsche Beweis stützte sich wesentlich auf die Konvexität einer etwas undurch- 
sichtigen, von zwei Größen abhängigen Funktion, die nicht weiter begründet wurde. 
— Verf. führt nun einen andern Beweis vollständig durch. Es wird zunächst gezeigt: 
Ist ® (0) eine monoton zunehmende Funktion in 0 <o <x/2 und sind PW—h8 
n auf der Einheitskugelfläche $ verteilte Punkte, die nicht alle in einer Halb- 
kugel liegen, und bezeichnet PQ die sphärische . Distanz der Punkte P und Q 
und endlich oP —=Min(P P,,..., PP,) für einen auf 8 variierenden Punkt P3 


so eilt | D(oP) dv > (2n — 4) a P(o P)dw, wobei D ein gleichseitiges sphäri- 
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sches Dreieck P,,P,,P, mit dem Flächeninhalt 2 x/(n— 2) undo P=Min (PP, 
PP, P P,) bezeichnet. Dieser Hilfssatz, aus dem das Goldbergsche Ergebnis leicht 
- folgt, gestattet andere nützliche Schlüsse. So folgt beispielsweise: Ist S durch 
° n(>2) kongruente sphärische Kalotten vom Flächeninhalt c überdeckt, so gilt 
er 2r (1-4 Y3ctg o,)» 
_ ein vom Verf. bereits im Jahre 1943 gewonnenes Ergebnis. H. Hadwiger (Bern). 
Hadwiger, H., P. Glur und H. Bieri: Die symmetrische Kugelzone als extremaler 
 Rotationskörper. Experientia, Basel 4, 303—305 (1948). 
; Es handelt sich um die bisher im allgemeinen Fall unbekannte fehlende ‚„Min- 
 kowskische“ Ungleichung in der Theorie der konvexen Körper des dreidimensionalen 
Raumes, welche das Integral der mittleren Krümmung M durch das Volumen V 
und die Oberfläche O des betreffenden Körpers $ nach unten abschätzt. Die Verf. 
teilen das Resultat mit, daß bei Beschränkung auf Rotationskörper der Extremal- 
- körper durch die symmetrische Kugelzone gegeben wird. Dinghas (Berlin). 
Santalö, L. A.: Eine Affininvariante für konvexe Körper im Raum von n 
Dimensionen. Portugaliae Math. 8, 155—161 (1949) [Spanisch]. 
„Im Anschluß an eine frühere Arbeit (dies. Zbl. 35, 244) betrachtet Verf. das 
Integral IND = = Dabei bedeutet A die Stützfunktion eines konvexen 
2 
Körpers K im Euklidischen R, zum Ursprung P, do das (n — 1)-dimensionale 
Flächenelement des sphärischen Bildes 2 von K. I ist invariant gegen unimodulare 
Affinitäten des R,, die P erhalten. Es wird gezeigt: 1. Es gibt ein einziges relatives 
- Minimum 7, von /, das zugleich absolutes Minimum ist für geeignete Wahl von P. 
2. I, hängt mit dem Volumen V und der Affinoberfläche F, von K so zusammen: 
ER EEE a DR Eu 
mit = nur fürs Ellipsoid und 2 = 2 n"/2/I' (n/z). Zum Nachweis werden Sätze von 
H. Minkowski benutzt. Als Sonderfall ergibt sich ein Ergebnis von K. Mahler in 
verschärfter Form. W. Blaschke (Hamburg). 
Kelly, P. J.: A property of minkowskian eircles.. Amer. math. Monthly 57, 
677—678 (1950). 


Angewandte Geometrie: 


e Rutgers, J. @.: Lehrbuch der darstellenden Geometrie. I: Die senkrechte 
Projektion. 1. Abschn. 2. Aufl. Groningen, P. Noordhoff N. V. 1948. F. 3,25 [Hol- 

_ ländisch]. 

Dedd, Modesto: Sul disegno dell’ombra delle superfiei di rotazione. Boll. Un. 
mat. Ital., III. S. 5, 363—367 (1950). 

Die Lage der Eigenschattenpunkte auf den Parallelkreisen einer Drehfläche 
hängt von der örtlichen Böschung der Fläche ab. Verf. schlägt vor, diese Abhängig- 
keit bei bildparalleler Achse der Fläche und genormtem Lichtstrahl zu tabellieren, 
um die Konstruktion zu entlasten. Hohenberg (Graz). 

1 Cendk, Gabriel: Remargue concernant la projeetion orthogonale des surfaces 
de revolution. Casopis Mat. Fys., Praha 74, Nr. 4, 251—252 und französ. Zusammen- 
fassg. 252 (1950) [Tschechisch ]. 

Krames, Josef: Über das Wegschaffen von Restparallaxen mittels graphischer 
Konstruktionen. Schweizer. Z. Vermess. Kulturtechn. 47, 256—262 (1949). 

Verf. stützt sich auf Eigenschaften der von ihm untersuchten „gefährlichen 
Raumgebiete‘ der Luftphotogrammetrie, und gibt so ein neues graphisches Ver- 
fahren zum gegenseitigen Einpassen von Luftaufnahmen, dessen praktischer Erfolg 
um so mehr gewährleistet ist, je kleiner die wegzuschaffenden Restparallaxen sind. 

M. Piazzolla- Beloch (Ferrara). 
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Kitsch, Willy: Untersuchung des Einflusses der Verzeiehnung der Auswert- 
objektive und Bildverformung bei räumlichen Luftbildtriangulationen. Veröff. Inst. 
Erdmess., Bamberg, Nr. 11, 7—83 (1950). | 

In der vorliegenden Arbeit werden die Ursachen für die Fehler der Bildtriangu- 
lation untersucht und vor allem die Verzeichnung der Auswerteobjektive einer 
eingehenden Prüfung unterzogen. Es ergaben sich unsymmetrische Verzeichnungs- || 
einflüsse, entgegen der bisher vertretenen Meinung, daß die Verzeichnung konzen- 
trisch um den Bildmittelpunkt liegende radiale Punktverschiebungen bewirkt. 
Ferner wird das Aufnahmematerial einer Prüfung unterzogen, die Einflüsse der 
festgestellten Filmverformungen werden untersucht und mit den praktischen Er- 
gebnissen der Bildtriangulation verglichen. M. Piazzolla-Beloch (Ferrara). | 

Dietz, H.: Ein Verschiebungsplan für das räumliche Fachwerk. Z. angew. 
Math. Mech., Berlin 30, 121—125 (1950). 

A method, analogous to the Williot diagram for displacements of plane trusses, 
is presented for space frames. It employs the transformation (duale Abbildung) | 
of R. Sauer [Z. angew. Math. Mech. 20, 174—180 (1940); this. Zbl. 24, 69] in I 
which straight lines in space are represented by straight lines in the transformation |F 
plane, planes in space by points and points by the plane itself. Two diagrams, | 
the transformation plane and the plan projection of the structure are employed 
in an entirely graphical construction. M. P. White (Amherst, Mass.). 

e Waldmeier, M.: Tabellen zur heliographischen Ortsbestimmung. Basel: 
Verlag Birkhäuser 1950. 62 8., sfr. 14,—. 

Die heliographischen Koordinaten eine Punktes in einer Sonnenaufnahme mit 
eingetragener N-Richtung können nach 2 Verfahren bestimmt werden. Beim 1. Ver- 
fahren entnimmt man einem astronomischen Jahrbuch den Positionswinkel des 
Sonnennordpols. Dieser Winkel wird vom N-Punkte der Sonnenscheibe aus im- 
Uhrzeigersinne > 0 gerechnet. Mit Hilfe dieses Winkels wird die Sonnenachse 
eingezeichnet. Das Netz der Meridiane und Breitenkreise, in dem der Mittelpunkt 
der Sonnenscheibe die heliographische Breite B,—= (0 hat, wird so aufgelegt, daß 
der Mittelmeridian die Achse deckt. Abgelesen werden die Breite ß’ und der Ab- 
stand Ö vom Mittelmeridian. ß’ ist auf der nördlichen und 9’ auf der westlichen | 
Halbkugel >0. Da |B,| <7°, sind 8’ und © Näherungen der heliographischen | 
Koordinaten ß und , die aus 
sin ß = cos B, sin ’ + sin B, cos P’ cos’, ctgd — cos By, ctg d’ — sin B,tg P’/sin®’ 
berechnet werden. Für P—P'=x und 9—0 =y sind Tafeln berechnet mit 
dem Schritt 0,5° bei B, und dem Schritt 5° bei ’ und Ö’. Die Tafeln gelten für B, | 
und 9’ >0. Hierauf werden die anderen Möglichkeiten durch | 

Band, EB} = R{B,0N, 

Ye By Pr v)} NY, {Bo 0, a), y{B,, or v)} — el IB, v) 
zurückgeführt. Auch B, und die heliographische Länge L, des Mittelmeridians 
werden einem astronomischen Jahrbuch entnommen. Heliographische Länge | 
)=L,+%. In |9|, ß'-Koordinatensystemen werden für |Bo| = eonst. die Kurven | 
© und y — const. gegeben. Beim 2. Verfahren wird der Winkel 7 zwischen dem 
Meridian im Aquatorsystem und dem im Ekliptiksystem berechnet. 7 >0, wenn 
der Ekliptiknordpol westlich des Nordpunktes des Sonnenbildes. Die Sonnenlänge 
wird mit © bezeichnet. cos der Hypotenuse = Produkt der ctg der Winkel ergibt | 
tgn =tgecos®. Tafel für 7. Mit Hilfe von » wird in das Sonnenbild die Ekliptik 
gezeichnet. Auf das Sonnenbild wird das Netz so gelegt, daß der Netzäquator die 
Ekliptik deckt. Abgelesen werden die heliozentrischen Ekliptikkoordinaten b und !’. 
Im Mittelpunkte der Sonnenscheibe ist 5= 0. Vom Frühlingspunkte aus gerechnete 
Länge I — O0 —#—l. Der Neigungswinkel des Sonnenäquators gegen die Ekliptik 
wird mit ö und das Komplement der Länge des aufsteigenden Knotens mit % be- 
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zeichnet. Die Ekliptikkoordinaten werden in heliographische Koordinaten umge- 


— rechnet mit Hilfe der Formeln 


sinß = costsinb + sinicosbcos{k + 1}, cosßcosA’ = cosbsin (k-+1%, 
cos ß sin A" = sin i sin b — cos i cos b cos {k + 1}. 
Da ı = 7°15, sind 6? —bund n/2 +4’— k—1 klein und werden in Tafeln gegeben. 
Tafel für die Vielfachen des täglichen Rotationswinkels 14,1844°. Rotationsdauer 
25,380 Tage. Konrad Ludwig Y. 


Gouggenheim, Andre: Sur une nouvelle methode d’astronomie g6odesique. ©. 
r. Acad. Sci., Paris 231, 684-687 (1950). 

Verf. beschreibt eine Methode zur gleichzeitigen Bestimmung von Breite, Zeit 
und Azimut, die darin besteht, daß eine Reihe von Sternen in nahezu gleicher Zenit- 
distanz, aber unter möglichst verschiedenem Azimut mit dem Theodolit eingestellt 
wird, wobei die Ablesungen des Horizontalkreises und die Beobachtungszeiten zu 
notieren sind. Wenn, wie vorausgesetzt wird, Näherungswerte für Breite, Uhr- 
stand und Azimut der Nullrichtung des Horizontalkreises bekannt sind, läßt sich 
die Bestimmungsgleichung in eine lineare Form überführen, die — in Analogie zur 
Methode gleicher Zenitdistanzen — eine bequeme graphische Lösung gestattet. Für 
die’ praktische Durchführung werden Hinweise gegeben unter besonderer Berück- 
sichtigung der Elimination restlicher Instrumentalfehler. Dem Verfahren dürften 
sich bei photogrammetrischen, geographischen und geophysikalischen Arbeiten in 
Gebieten ohne geodätisches Festpunktfeld vielseitige Anwendungsmöglichkeiten er- 
öffnen. W. Hofmann (Bonn). 

e Wolf, H.: Beiträge zur Ausgleichung astronomisch-geodätischer Netze unter 
besonderer Berücksichtigung des Zentraleuropäischen Netzes. (Veröffentlichungen 
des Instituts für Erdmessung Nr. 4.) Bamberg: Bamberger Verlagshaus Meisen- 


bach & Co. 1949. 143 8. 

In 6 Aufsätzen gibt H. Wolf die theoretische Begründung und rechentechnische Einzel- 
heiten des Verfahrens, das vom Institut für Erdmessung bei der Ausgleichung des Zentraleuro- 
päischen Dreiecksnetzes angewendet wurde. Dieses Verfahren stellt eine Weiterentwicklung 
der Bowie-Methode dar und unterscheidet sich von dieser hauptsächlich dadurch, daß mit 
Rücksicht auf die dichtere Lage der Knotennetze und die relativ zahlreichen Grundlinien und 
Laplaceschen Punkte die Azimute und die aus Grundlinienmessungen abgeleiteten Vergröße- 
rungsseiten nicht als fehlerfrei in die Ausgleichung eingeführt werden. — Im ersten Aufsatz 
wird die Grundlinien-, Azimut- und Schleifenausgleichung behandelt. Verf. zeigt, daß es unter 
den gegebenen Verhältnissen notwendig ist, sowohl an den abgeleiteten Vergrößerungsseiten 
wie an den astronomisch bestimmten Azimuten Verbesserungen anzubringen, und entwickelt 
ein Näherungsverfahren, das auf indirektem Weg gleichzeitig und voneinander unabhängig die 
ausgeglichenen Werte der Vergrößerungsseiten und der Azimute als gewogene Mittel aus dem 
Eigenwert und den Nachbarwerten liefert. Als Gewichte sind die Eigengewichte und die Ge- 
wichte der trigonometrischen Übertragungsfunktionen, wie sie sich aus der zwangsfreien Aus- 
gleichung der Verbindungsketten ergeben, in Ansatz zu bringen. Für die Schleifenausgleichung 
wird ebenfalls ein Näherungsverfahren empfohlen. Die aus den Verbindungsketten nach Ein- 
beziehung der Grundlinien- und Azimutbedingungen auf Grund einer vorläufigen Koordinierung 
erhaltenen Breiten- und Längenunterschiede werden dabei wie ursprüngliche Beobachtungen 
behandelt und voneinander getrennt ausgeglichen. Nach Erörterung des Problems der Gewichts- 
festsetzung wird der Rechengang sowohl für das Verfahren der schrittweisen Annäherung wie 
für bedingte Beobachtungen in allgemeiner Form angegeben. — In den beiden folgenden Auf- 
sätzen leitet Verf. Fehlerformeln für Grundlinien und trigonometrisch abgeleitete Dreiecksseiten 
sowie für astronomische und trigonometrisch übertragene Azimute ab, mit deren Hilfe die 
Gewichtsfestsetzung in der Netzausgleichung erfolgen soll. Es wird u. a. vorgeschlagen, den 
schwer erfaßbaren mittleren totalen Azimutfehler aus den Streuungen zu berechnen, die bei 
nestweise gehäuften Laplaceschen Punkten auftreten, wenn die Einzelmessungen jeweils auf 
einen zentral gelegenen Punkt der Gruppe übertragen werden und die Fehler der geodätischen 
Übertragung besonders berücksichtigt werden. — In einer weiteren Abhandlung werden die 
allgemeinen Grundlagen für ein Ausgleichungsverfahren durch schrittweise Annäherung gelegt, 
das nicht nur die Auflösung von Normalgleichungen, sondern auch die Aufstellung von Fehler- 
oder Bedingungsgleichungen umgeht und lediglich durch wiederholte Anwendung des allgemeinen 
arithmetischen Mittels über einen Iterationsprozeß zu strengen Ergebnissen führt. An einem 
in allgemeiner Form durchgerechneten Beispiel wird gezeigt, daß die zur Rechenvereinfachung 
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in der Grundlinien- und Azimutausgleichung angewendeten Verfahren der lokalen Mittelbildung 

und der nachträglichen Einschaltung Spezialfälle dieser Methode sind und demgemäß dieselben 
Werte liefern wie die gleichzeitige Einbeziehung aller Größen in die Hauptausgleichung. Ab- 
schließend werden Hinweise für die praktische Rechnung und für die Beschleunigung der Kon- 
vergenz durch Überkorrekturen gegeben. — Die beiden letzten Aufsätze behandeln den Zu- | 
sammenschluß der Teilnetze zum Gesamtnetz unter Einbeziehung der durchlaufenden Grund- 
linien-, Azimut- und Koordinatenbedingungen. Der bei Anwendung des Substitutionsverfahrens 
sich ergebende Rechengang wird formelmäßig dargestellt. Für die praktische Durchführung 


erweist es sich als vorteilhaft, in den Grundlinien-, Azimut- und Koordinatenbedingungen an | 1. 


Stelle der ursprünglichen Widersprüche sogleich die gestörten Widersprüche numerisch zu be- 
rechnen. W. Hofmann (Bonn). 

® Wolf, H. und 6. Mulert: Beiträge zur Zentrierung von Richtungen. (Ver- | 
öffentlichungen des Instituts für Erdmessung Nr. 9.) Bamberg: Bamberger Ver- 
lagshaus Meisenbach & Co. 1949. 47 8. | 

In dem ersten Aufsatz untersucht H. Wolf die Fehlerfunktion für die Ab- 
lotungsmessungen, die bei der Horizontalwinkelmessung von und nach trigonometri- 
schen Signalen zur Ermittlung der Zentrierelemente in bezug auf das unterirdisch 
vermarkte Zentrum vorgenommen werden. Verf. diskutiert die auftretenden Fehler- 
quellen unter besonderer Berücksichtigung systematischer Fehlereinflüsse und leitet 
aus einer Reihe von Versuchsmessungen analytische Ausdrücke für die Abhängigkeit 
des unregelmäßigen Zielfehlers von der Zielentfernung ab. Aus einer sich hierauf 
gründenden Formel für den mittleren Totalfehler eines von mehr als zwei Ablote- 
ständen aus durch Messung mehrerer Richtungssätze herabgeloteten Punktes ergibt 
sich die bemerkenswerte Folgerung, daß es für die Genauigkeit des Ergebnisses am 
günstigsten ist, wenn der durch eine gewisse Satzzahl fest gegebene Gesamtarbeits- 
aufwand auf möglichst viele symmetrisch angeordnete Ablotestände verteilt wird. 
In einem zweiten Aufsatz gibt G. Mulert Formeln an, die es gestatten, die Zen- 
trierung von Beobachtungen eines älteren Messungswerks auf neue Zentren, von 
denen ebene Koordinaten bekannt sind, mit Hilfe der aus diesen Koordinaten rück- 
gerechneten Richtungsunterschiede vorzunehmen. Dabei wird vorausgesetzt, daß 
die Punkte, auf die sich die zu zentrierenden Beobachtungen beziehen, mit Hilfe 
der örtlichen Messungen in das Koordinatensystem einbezogen werden können. 
| W. Hofmann (Bonn). 
Topologie: 


Markov (Markoff), A. A.: Topologie. Matematika v SSSR 1917—1947, 
183—227 (1948) [Russisch ]. 

Bibliographie (Topologie). Matematika v SSSR 1917—1947, 228—239 (1948) 
[Russisch ]. 

Der Bericht gibt ein eindrucksvolles Bild der Leistungen, die die russische 
Topologenschule unter Führung von P. Alexandroff seit Beginn der Arbeiten 
Alexandroffs und Urysohns bis zum Jahre 1947 hervorgebracht hat. Er ist 
orientiert an dem Werk Alexandroffs. Die beiden Hauptthemen sind: die all-. 
gemeine Theorie der topologischen Räume einschließlich der mengentheoretischen 
Dimensionstheorie Urysohns und die Anwendung kombinatorischer Methoden auf 
topologische Räume, umfassend die Theorie der Spektren von Räumen und Gruppen 
die Homologiedimension, Kolmogoroffs Definition der Homologie nach oben! 
Pontrjagins Dualitätssätze und ihre Erweiterung auf nichtabgeschlossene Mengen 
durch Cogosvili und Alexandroff. Die Begriffe, Probleme und Ergebnisse (ohne 
Beweise, zuweilen mit kurzen Beweisandeutungen) werden in ihrem gegenseitigen 
Zusammenhang klar dargestellt. Der Bericht enthält eine Reihe von Resultaten 
aus zum Teil schwer zugänglichen Arbeiten der Kriegs- und Nachkriegszeit, zum 
ersten Thema auch unveröffentlichte Ergebnisse von M. Ja. Perel’man (11942) 
Die Hinweise auf Arbeiten nicht-russischer Topologen sind spärlich. Das Literatur- 
verzeichnis von mehr als elf Seiten, das vollständig sein dürfte, gibt Aufschluß auch 
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über diejenigen topologischen Arbeiten russischer Mathematiker, die nicht in den 
Rahmen dieses Berichtes fallen. Pannwitz (Berlin). 


Noväk, Josef: On the bieompaet space 8 (N) — N. Casopis Mat. Fys., Praha 
«4, Nr. 2, 238—239 und tschechische Zusammenfassg. 239 (1950). 
Alexandroff, P.: On the dimension of normal spaces. Proc. R. Soc., London, A 


189, 11-39 (1947). 


Der Hauptzweck der Arbeit ist die Verallgemeinerung auf normale Räume 
erstens des Fundamentalsatzes der Theorie der Homologie-Dimension und zweitens 


| des Satzes über die Existenz n-dimensionaler Cantorscher Mannigfaltigkeiten in 


n-dimensionalen Räumen. Hierfür werden diese Sätze (und viele andere) zunächst 
für Bikompakta (= bikompakte, Hausdorffsche Räume) bewiesen. Die Verallge- 


 meinerung auf normale Räume gelingt dann mit Hilfe des bekannten Satzes von 


ech, wonach man jeden normalen Raum R zu einem Bikompaktum B erweitern 
kann, in welchem R dicht ist. Nöbeling (Erlangen). 

Borsuk, Karol: Les polytopes, les quasi-polytopes et la topologie generale. 

Casopis Mat. Fys., Praha 74, Nr. 2, 25—30 und französ. Zusammenfassg. 31 (1950) 


[Polnisch]. 


‚„ Lorsqu’on veut caract£riserles polytopes parles notions de la topologie generale, on rencontre 


_  de@ difficultes qui semblent insurmontables. Cependant on peut carateriser d’une maniere 


topologique quelques classes des espaces, plus generales que la classe des polytopes, mais qui 
jouissent des proprietes topologiques semblables & celles des polytopes. Parmi ces classes, la 


- plus importante est la classe ( des espaces localement contractiles, compacts et de dimension 


finie. Les proprietes homologiques et homotopiques de ces espaces coincident, en general, 
avec celles des polytopes. Cependant il existe des phenomenes topologiques pour les espaces 
appartenant a la classe ©, qui sont impossibles pour les polytopes: 1. Le phenome£&ne de Peano 
alieu pour l’espace A, lorsqu’il existe des sous-ensembles fermes ZH de A homotopes & 0 daus A, 


- tels que pendant chaque deformation continue contractant X dans A vers un seul point, ’ensemble 


E balajie un sous-ensemble de A, dont la dimension surpasse dim 2 +1. 2. Le phenomene 
de Brouwer alieu pour l’espace A de dimension n, lorsque le nombre de Betti de dimension 
n de A est plus grand que 1, tandis que le nombre de Betti de dimension n de tout ensemble 


- ferme ECA, E=A s’annule. 3. Le phenomene de Mazurkiewicz a lieu pour l’espace 


A EC, lorsque A ne peut &tre decompose en une somme d’un nombre fini d’ensembles appartenant 
& C et ayant les diameötres plus petits que le diametre de A. — On a reussi recemment de con- 
struire un exemple d’un espace A € C qui est une multiplicite cantorienne de dimension 2, telle 
que pour tout continu ECA, E=+A de dimension 2, le nombre de Betti de dimension 1 
est infini.. Or A est un continu localement contractile de dimension 2 irreductible. — L’A. 
indique les moyens par lesquels on peut determiner les classes des espaces contenant tous les 
polytopes, mais plus speciales que la classe ©. Un de ces moyens consiste en l’emploi de l’espace 
de tous les ensembles fermes, metrise d’une telle maniere, que les ensembles dont la distance 
est petite, jouissent des proprietes peu differentes. 
(Aus der französischen Zusammenfassung.) 
Denjoy, Arnaud: Les points de ramification des eontinus. C.r. Acad. Sci., 


Paris 231, 1184—1186 (1950). 

Im Anschluß an eine frühere Arbeit (dies. Zbl. 29, 323) zeigt Verf., daß in einem 
Kompaktum K (in dessen Metrik die Dreiecksungleichung durch eine Stetigkeits- 
forderung für den Abstand ersetzt ist) die Menge der Verzweigungspunkte abzählbar 
ist. a ist ein Verzweigungspunkt von K, wenn es mindestens drei verschiedene, 
a enthaltende, echte Teilkontinua T(a) von K gibt, so daß auch K— T(a) +a 


' ein Kontinuum ist. Künneth (Erlangen). 


Groot, J. de: Realisations under continuous mappings. Proc. Akad. Wet., 
Amsterdam 53, 1538—1547; Indag. math., Amsterdam 12, 483—492 (1950). 

L’A. appelle „‚realisation topologique‘ d’une transformation continue M’=f(M) 
d’un espace metrique separable M, la partie de fdefinie sur un sous-ensemble A de M 
sur lequel f est topologique et de plus telle que f(4) = M’. Si on a seulement 
f(A) = M’ la realisation topologique est dite „faible“. — La proposition suivante 
est etablie: Toute transformation continue d’un espace mötrique et compact admet 
une realisation topologique faible. Cette proposition comprend, dans le cas des 
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espaces compacts, des theor&mes de Kuratowski,.de Hurewicz et du Referent. 
Gräce & un theoreme bien connu de Lavrentieff, elle peut &tre completee par 
extension de l’ensemble hom&omorphe de M’ en un ensemble topologiquement 


complet. — En general le probleme de la realisation topologique n’admet pas de N, 


solution; l’A. passe en revue divers types de transformations continues, et meme | 


int6rieures, pour lesquels il n’existe pas de solution generale de ce probleme. _ 
S. Stoilow (Bucarest). 


Montgomery, Deane: Locally homogeneous spaces. Ann. Math., Princeton, 
II. S. 52, 261—272 (1950). | 

L’espace m6trique, separable, connexe et localement compact M est dit „locale- | - 
ment homogene“, si chacun de ses points p possede un voisinage V(p) tel que, pour 
tout &>0 ilexiste un d >0 tel que, si dist. (a,b) <öd,avec ae V(p) et be M, | | 
il existe une ‚„e-famille‘“ d’homeomorphismes h(t, x) [ou zeV(p) et OsSt<I1], 
deformant V(p) en un sous-ensemble de M de maniere que: 1° k(0, J=x, 2° | 
dist. (x, h(t, x)) <eet 3° h(1,a) = b. Tout espace localement euclidien est, evidem- 
ment, localement homogene. L’A. montre que les espaces n-dimensionnels et locale- 
ment homogenes possedent certaines proprietes importantes des espaces localement 
euclidiens de dimension n, proprietes de separation, de connexion locale en dimension | 
n—1lou n—2 et autres. Citons le th&oreme suivant (page 266): Il existe pour 
tout p€ M (localement homogene et n-dimensionnel) un voisinage W(p) tel que tout 
B compact dans W comprenant un (n— 1)-cycle essentiel separe M. Il en resulte 
(page 270) que tout espace localement homogene, et de dimension deux, est une 
variete. S. Stoilow (Bucarest). 


Boltjanskij, V.: Über eine Eigenschaft der zweidimensionalen Kompakta. I 
Doklady Akad. Nauk SSSR, n. S. 75, 605—608 (1950) [Russisch ]. EN 


Verf. definiert die „Dichtigkeit‘‘ (plotnostj) eines Kompaktums © als die kleinste | 


Zahl n derart, daß es beliebig feine Überdeckungen von ® gibt, bei denen jedes 


Element der Überdeckung mit höchstens n anderen benachbart ist (d. h. einen I 


nicht-leeren Durchschnitt hat). Lokucievskij (dies. Zbl. 38, 109) hat bewiesen, |f 

daß die Dichtigkeit der 2-Sphäre gleich 6 ist. Verf. zeigt allgemein, daß die Dich- |f 
tigkeit eines zweidimensionalen Kompaktums > 6 ist. Daraus folgt sofort, daß 

die Dichtigkeit des Quadrats und der 2-Sphäre gleich 6 ist. Der Beweis benutzt 

einen einfachen Hilfssatz über zweidimensionale euklidische Simplizialkomplexe. 
Burger (Frankfurt/M.). 

Nöbeling, Georg: Ein gemeinsamer Beweis für den Jordanschen Kurvensatz | 


und zwei damit zusammenhängende Sätze. J. reine angew. Math. 188, 22—-39 
(1950). 


Il s’agit de deux propositions bien connues: l’une concernant la representation | 


topologique sur le cerele de tout domaine plan limite par un seul continu, l’autre 
la possibilite d’&tendre au plan entier (y compris le point 00), toute transformation 

2 ; i F ; u 
topologique d’une eirconference ou d’un segment; propositions dont I’A. donne des | 
demonstrations basees sur les m&mes prineipes. L’idee essentielle est la consideration 


de la courbe convexe enveloppe d’un ensemble ferm& et borne queleonque de points | 


du plan (konvexe Hüllkurve). Le theoreme classique de Jordan decoule imme- | 
diatement de la seconde proposition mentionnee ei-dessus. S. Stoilow (Bucarest). 


Sceorza Dragoni, G.: Un eontributo ulteriore ad un teorema sulle traslazioni 
piane generalizzate. Atti Accad. naz. Lincei, Rend., Cl. Sei. fis. mat. natur., VIII. 
S. 4, 284—289 (1948). 


Verf. präzisiert die Resultate einer früheren Arbeit (dies. Zbl. 31, 288). 
Fary (Paris). 
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Leray, Jean: L’anneau speetral et P’anneau filtr& d’homologie d’un espace 


localement compact et d’une application continue. J. Math. pur. appl., Paris, IX. $. 


29, 1—139 (1950). 

. On peut distinguer dans ce travail, mis & part les preliminaires algebriques, deux parties 
principales, l’une qui peut &tre qualifice de theorie axiomatique de la cohomologie de Cech- 
Alexander d’un espace |localement compact, & supports compacts et par rapport & un 
faisceau, l’autre consacrde aux invariants topologiques attaches par I’A. & une application 
continue d’un espace localement compact dans un autre. La premiere, contenue en germe dans 
un travail precedent [J. Leray, J. Math. pur. appl., Paris, IX.S. 24, 95—248 (1945)], en est 
une amelioration considerable. — Notions algebriques: On renvoie au rapport sur un article 
de H. Cartan (ce Zbl.34, 256) pour les definitions d’anneau gradue, d’anneau differentiel A 
et de son anneau de cohomologie H(A), d’anneau gradue @(A) associe & un anneau filtre A, 
d’anneau normal, nomme par l’A. anneau canonique. La notion d’anneau filtre est ici un peu 
plus generale; A est filtre s’il possöde une suite de sous-groupes A? (p entier positif ou negatif), 


dont la reunion est A et verifiant : AP! AP, 4? - A? AP*?; un element «€ A est dit avoir la 


filtration p si a€ AP, ad A?". Inversement on peut definir la filtration par une fonction f(a) 
& valeurs entieres ou + ©, satisfaisant &: f(a —a’) > Min (fa), fa’)), f(a-a’) > f(a) + f(a’), 
f(0)= +0; & un anneau differentiel filtre correspond un anneau spectral (suite de Leray- 
Koszul chez H.Cartan, loc. eit.), c’est une suite d’anneaux differentiels gradues H, oü Hy; 
est l’anneau de cohomologie de H, pour une differentielle 6, de degre r. Si les sous-groupes 
A? sont stables pour la differentielle ö [ce qui n’est pas toujours suppose par l’A. et ne lui est 
Pp&s necessaire pour definir une filtration de H(A)], alors H,— @(4), si la filtration a sur les 
elements (0 des bornes inferieure et superieure finies, l’anneau spectral n’a qu’un nombre fini 
de termes differents et H,=>G(A4) pour r assez petit, H,— @(H(A)) pour r assez grand; 
dans le cas general, l’A. introduit un anneau lim 7, qui contient G(H(A)). Il envisage egale- 
ment des anneaux bigradues-filtres ou gradues-filtres, c’est a dire possedant 2 graduations ou 
une graduation et une filtration compatibles dans un certain sens. En particulier les termes de 
Y'anneau spectral d’un anneau differentiel gradue-filtre sont bigradues et si ö est de degre s par 
rapport a la graduation, il en est de m&me des differentielles ö,. L’A. introduit ensuite le produit 
tensoriel K ® A de deux anneaux differentiels, le premier &etant canonique; si A est filtre 
(gradue), il designe par K’ & A le produit tensoriel muni d’une filtration (graduation) depen- 
dant d’un entier l et etudie les proprietes de l’anneau spectral correspondant, parmi lesquelles 
la formule 
Hı:,(K'® A)=H(K'@& Hı(A)) 


sera souvent utilisee; enfin il donne des relations entre H(K), H(A), H(K & A) (regles de 
Künneth). — Notions topologiques: X, Y designeront dans toute la suite des espaces 
localement compacts. Un faisceau sur X est defini par la donnee, d’une loi associant 
& toute partie fermee F de X un anneau B(F), d’un homomorphisme far de B(F) dans B(F’) 
lorsque F’CF verifiant fe» = fer? fer Si F’'CF'CF; on impose de plus certaines con- 
ditions de continuiteetl’A. distingue les faisceaux propres et les faisceaux continus (ces deux 
notions sont plus strietes que celle de faisceau adoptee par H. Cartan, ce Zbl. 35, 246). En 
particulier le faisceau propre constant isomorphe a un anneau A est defini par: B(F) A 
si F est compact, B(F) = (0 sinon, fr,r etant l’identite si F est compact. Un complexe 
K sur X est un anneau differentiel & chaque element k duquel est attachee une partie fermee 
de X, son support S(k); on suppose 


S(o k) = S(k) S(ök) C S(k) S(k— k’) CS (k) v S(k), S(k- kr) CS(k) A Sk), 8(0) = ®; 


il est separe si seul zero est de support vide. On definit de fagon naturelle l’image, l’image reeci- 
proque d’un complexe ou d’un faisceau par une application f continue ou eventuellement propre, 
c’est A dire dont la reciproque f1 transforme tout compact en un compact; en particulier la 
section X’ K d’un complexe par un sous-espace X’ est le quotient de K par l’ideal des el&ments 
dont le support ne rencontre pas X’ [avec 8(X’k) = S(k) N X’]. Un complexe est fin et 
c’est 1A une notion fondamentale de ce travail, si, etant donne un recouvrement fini par des 
ouverts U,,..., U, dont un au moins a un complementaire compact, il existe des endomor- 
phismes/,deK pour lastructure additive de Ktels que 4, k +" +4,k= ketS(A,k) CS(k)O U;; 
K est sans torsion si S(m k) = S(k) (m entier), c’est une couverture s’il est canonique, possede 
une unite «, de support egal a X, etsi H(x K) est form& des multiples entiers de la classe zu 
pourtoutx€eX. L’A. definit ensuite les complexes KO K’, KO B intersection d’un complexe 
canonique K et d’un complexe K’, resp. d’un faisceau propre B; pour obtenir le premier, on 
attache aux elements de X ® K’ des supports et on fait le quotient par les elements de 
support vide; pour former KO B on part de la somme directe des groupes Kr ® B(F) (F 
parcourant les sous-espaces fermes de X, K, = ensemble des elements de K dont le support est 
dans F), on y definit un produit, des supports qui sont toujours compacts et on fait le 
quotient par les elements de support vide; en partieulier si B est constant et isomorphe ä 
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-A,KOB=ZK*® A (K* =ideal des elements de K & supports compacts), ce sont done les 
cochaines de K & supports compacts et & coefficients dans A. — Anneau de cohomologie | 


d’un espace: Le resultat essentiel est un theor&me d’unieite: Soient K, K’, B deux couver- 
tures fines, resp. un faisceau propre definis sur X, alors H(K OB) et H(K@.B) sont 
canoniquement isomorphes; H(K O B) est alors par definition l’anneau de cohombologie 
H(X O B) de X par rapport & B. On peut en particulier former une couverture fine a partir 


des fonetions f(&y +: -,%,) (&o - +» % &X) & valeurs entieres introduites par Alexander | 
et si B est constant, isomorphe & A,H(KO B)z& H(K* & A) est comme on peut le voir | 
’’anneau de cohomologie, nomme de Öech-Alexander & supports compacts (pour les coeffi- | 


cients A) par H. Cartan, ce Zbl. 85, 246, defini sans restriction sur les supports par 
E. Spanier, ce Zbl. 35, 248. Pour parvenir & ce theor&me d’unicite, ’A. etablit une serie de 
lemmes que l’on peut en gros ranger en deux categories: des theoremes locaux affirmant que 
sous des hypothöses convenables, les sections par un point d’intersection de complexes et de 
faisceaux se ramenent & des produits tensoriels, par exemple x«(KO B)=(xK) ® B(«) si K 
est fin, B propre (Prop. 36.1), et des theoremes qui fournissent en quelque sorte un passage du 


local au global, citons: 1. un homomorphisme d’un complexe K fin dans un complexe K’ & | 


supports compacts induisant des isomorphismes sur de leurs sections & K, x K’ par tout point 
x € X est un isomorphisme sur (Prop. 32.2), 2. si K est une couverture, K’ un complexe fin & 


supports compacts, l’isomorphisme canonique ’—uOk de K' dans KOKX (w=unite 


de K) induit un isomorphisme de H(K’) sur H(K OK’) (Prop. 37.6). On obtient alors le 


theoreme d’unicite ainsi: on tire de 2. que les isomorphismes canoniques dd KOBet | 


K'OB dans K'O(KO B),resp. KO (K'O B) sont des isomorphismes sur pour les an- 
neaux de cohomologie; en s’aidant de 1. et des theor&mes locaux on montre que ces com- 
plexes sont isomophes a (K’ OK) O B, resp. (K OK’) O B (Prop. 36.1: d); enfin on prouve 
que ces derniers sont isomorphes entre eux gräce a un isomorphisme d KOK’ sur KOK 
(Prop. 80.2).—L’A. donne aussi des theoremes d’unicite pour certaines filtrations de H(X O B) 
et pour les anneaux spectraux correspondants. — Applications continues: Soient f une 
application continue, eventuellement propre, de X dans Y, U,V des couvertures fines de X, 
resp. Y, 1 l’unite de U, fi! V l’image reciproque de V; l’isomorphisme de V dans F!VYOU 
(qui est une couverture fine de X), donne par v—> f1vO1 permet tout d’abord & I’A. de 
definir un homomorphisme f*, delacohomologiede Y dans celle de X, transpose de f (No 47), 
mais l’important est surtout l’introduction d’un anneau spectral de f, qui est l’anneau spec- 
tral correspondant & une certaine filtration de f!VO UOB (B faisceau donne sur X);en 
realite, il y a une infinite de filtrations et d’anneaux spectraux, caracterises chacun par deux 
entiers I,m(l < m) mais des choix differents ne menent pas & des theor&mes essentiellement 
differents, ils sont plus ou moins commodes suivant les problemes envisag6es; pour I, m fixes, 
cet anneau spectral est independant du choix des couvertures fines U, V; les quelques indica- 
tions qui suivent concernent le choix = 0,m=1 qui peut assez facilement s’interpreter 
geometriquement, tout au moins si D est de filtration et degr&e nul, ce que nous supposerons 
dans la suite (l’A. ne fait pas a priori ces hypothöses). Un element a est de degre filtrant > p 
s’il possede au moins une representation comme combinaison lineaire de termes 12,0 u, Ob; 
ou les composantes f”!v, sont de degres > p; p mesure en quelque sorte jusqu’& quel point 
on peut exprimer h par des cochaines „de Y“ c’est ä dire de 1 V © 1, de m&me pour le degre 
filtrant d’un element A de H?(X O B), compris entre ( et g, qui est en particulier egal & q 
si la classe de cohomologie contient un cocycle de 1 V O1, c'est & dire fait partie de l’image 
de f*. Certains des theor&mes des Nos 59 a 63 peuvent ainsi prendre un aspect assez intuitif. 
Les elements de H? X(O B) de degre filtrant 0 ou qg sont etudies au moyen de deux homo- 
morphismes ®, W, cas particuliers de la notion d’homomorphisme de l’anneau d’une application 
f:X’—> Y’ dans celui de f (No 54), defini lorsque l’on a 4 applications compatibles suivant 
le schema 
X—X' 
fy ıf- 
Y—Y 

En general l’anneau spectral est bigradue et comprend 2 termes partieulisrement interessants 
l’anneau terminal, qui est, si la filtration est bornee superieurement, @G(H (X O B)) et HR 
qui est ’anneau de cohomologie de Y par rapport au faisceau attachant 4 FCY lanneau 
de cohomologie de f1(F) (No 50). — Compl&ments: Beaucoup de questions traitees par P’A. 
n’ont pü &tre mentionnees ci-dessus; eitons entre autres: proprietes multiplicatives de H(X O B) 
(No 42), existence sur un espace de dimension n d’une couverture fine de degres < n (No 40) 
une condition suffisante pour que H(X O B) soit isomorphe & l’anneau de cohombologie simpli- 
ciale du nerf d’un recouvrement (No 49), une theorie des faisceaux localement isomorphes & un 
anneau, analogue & celle des coefficients locaux de Steenrod (Nos 69 & 73), des theoremes 
relatifs aux notions d’applications homotopes, de retractes (No 67) et un exemple d’applications 
homotopes de X dans Y ayant des anneaux spectraux non isomorphes (No 79). — La notion 
d’anneau spectral d’une application a &te appliquee par ’A. A ’etude des espaces fibres [J. Math. 
pur. appl., Paris, IX. S. 29, 169—213 (1950)] et surtout des espaces homog£nes (ce Zbl. 34, 399 — 
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400, 35, 296—297 et un article & paraitre dans Centre Belge Rech. math., Colloque Topologie 


algebrique, Bruxelles 1950); il s’agit la naturellement de cohomologie ä supports compacts. 
Recemment, J. P.Serre a defini pour les espaces fibres un anneau spectral en cohomologie 
singuliere & supports quelconques et en homologie singuliere [C.r. Acad. Sci., Paris 231, 1408— 


1410 (1950), 232, 31—33, 242—244 (1951)]. La generalisation au cas des supports fermes quel- 


 conques de la theorie de l’anneau de cohomologie d’un espace a ete faite par H.Cartan (ce 


Zbl. 35, 246). z A. Borel (Geneve). 


Serre, Jean-Pierre: Cohomologie des extensions de groupes. ©.r. Acad. Sci., 
Paris 231, 643—646 (1950). 
Soit @ un groupe operant sur un anneau A, g un sous-groupe invariant de @; 


_ IA. esquisse la d&monstration de l’existence d’un anneau spectral dans le sens de 
-J. Leray (c’est & dire d’une suite d’anneaux differentiels bigradu6s E,E,%:.:- 


ou E,,, est l’anneau de cohomologie de E, pour une differentielle d,), dans lequel 
E, = H(@/g, H(g, A)) et qui se termine par l’anneau gradue associe & H(G, A) 
convenablement filtre. Il s’appuie pour cela sur des resultats de H. Cartan (ce 
Zbl. 34, 256, 257); cet anneau spectral est analogue alg&briquement & ceux qui ont &te 


_ attaches ala projectiond’unespacefibre sur sa base par J.Leray [J. Math. pur. appl., 


- Paris, IX. S. 29, 169—213 (1950)] quand la fibre est connexe et par H.Cartan, 


loe. cit., quand la fibre est discrete. L’A. indique ensuite sous forme de suites exactes 
quwelques cons&quences, qui resultent principalement des proprietes de degres des 
differentielles d,; en particulier si @ et g sont libres, il y a isomorphisme entre 
Hi (G/g, H!(g, A)) et Hit? (@/g, A) pour © >0, resultat qui contient le cup- 
product reduction theorem de Eilenberg et MacLane; enfin, l’A. retrouve et 
complete un resultat de G. Hochschild [Ann. Math., Princeton, 11. S. 5l, 
331—347 (1950), Theorem 1. 2] concernant la cohomologie des groupes de Galois. 
A. Borel (Gen&ve). 
Shapiro, Arnold: Cohomologie dans les espaces fibres. ©. r. Acad. Sci., Paris 


231, 206-207 (1950). 


This note is about a theorem concerning the cohomology ring of fibre bundles 
(espaces fibres) and two applications. — In the theorem, a fibre bundle E is con- 
sidered: it is locally compact, and paracompact (i. e. any of its open coverings may 
be refined to a covering of finite character); & denoting a fine grating (carapace 
fine) on E, over a ring A, p, a projection of E onto its base space D, ®, a grating 
(carapace) on D, over A, it is shown that a grating D’ may be defined on E by the 


- relation s’(a) = p!(s(a)) for every a€E®, in such a manner that DxE being 


the separate and complete grating associated with the tensor product V’®&C, 
Da= DPA is isomorphie with a subring of D®x+E. The theorem (theorem I) 
establishes the existence of an allowed ® ;-isomorphism (in Bourbaki’s terminology) 
of L=D®SHA(F,A) into DxE, both Land Dx+ÜE being considered as D4+- 
modules. If ß denotes this isomorphism, it is defined by the conditions: 


H(ß (D)) = H(B, A) and dP(DSHr(F,A)C 8 PIDSHn(R,A)). 
MZEN— 


It is then proved that a result due to Gysin about sphere bundles [Comment. 
math. Helvetici 14, 61—122 (1941); this Zbl. 26, 240] may be deduced easily from 
theorem I and this without any restrietive condition being imposed on D, Hand F. — 


* A still more interesting application of theorem I is that stated as theorem II, in 


a Kr A 


which a conjecture proposed by Montgomery and Samelson is proved, namely 
that if His the n-dimensional euclidian space, the projection p is an homeomorphism. 
Racıine (Madras). 


Ma, Liang: On relations between homology and homotopy groups. Portugaliae 


- Math. 8, 107—135 (1949). 


Eilenberg und MacLane haben [Ann. Math., Princeton, II. S. 46, 480—509 
(1945)] die (singulären) Kohomologiegruppen Ar (Y) (! <n <m) sowie eine ge- 


' wisse Untergruppe von H”(Y) durch die Fundamentalgruppe 7, = ,(Y) be- 
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stimmt, wobei Y ein stetig-zusammenhängender Raum ist, dessen Homotopie- 
gruppen z,=n,(Y)=0 sind für 2 <n <m. Verf. beweist dieselben Sätze 
unter den Voraussetzungen, daß für 2 <n <m der Raum Y n-einfach ist und die 
Kohomologiegruppen Hr (Y,r,) von Y über der Koeffizientengruppe z,,, sowie die 
Kohomologiegruppen Hr+1(x,,x,) der Gruppe x, verschwinden. Die Beweise 
sind die gleichen wie bei Eilenberg-MacLane, nurdaß die benötigten Erweiterungs- 
und Homotopiesätze hier mittels der Eilenbergschen Methode der Obstruk- 
tionen [Eilenberg, Ann. Math., Princeton, II. S. 41, 231 (1940); dies. Zbl. 22, 407] 
gewonnen werden. — Ferner wird das Verhalten des Bestimmungsmechanismus bei 
stetigen Abbildungen von Y untersucht. Burger (Frankfurt/M.). 

Olum, Paul: Obstruetions to extensions and homotopies. Ann. Math., Prince- 
ton, II. S. 52, 1—50 (1950). 


Die von Eilenberg (dies. Zbl. 22, 407) unter speziellen Voraussetzungen für den Bild- 


2 wa 


raum entwickelte Theorie der Obstruktionen wird hier von allen Einschränkungen befreit. 


Dabei tritt dann die Operationsweise der Fundamentalgruppe z, auf die höheren Homotopie- 
gruppen x, naturgemäß dadurch in Erscheinung, daß die Kohomologietheorie mit lokalen 
Koeffizientensystemen benutzt werden muß. Sei P ein zusammenhängendes Polyeder (in fester 
Simplizialzerlegung mit geordneten Ecken), P’ ein Teilpolyeder, P*"' das (n—1)-Gerüst von 
P, Y ein stetig-zusammenhängender Raum. Jede Abbildung f: Pr'u P—>Y (n2B) defi- 


niert dann in natürlicher Weise einen Kozyklus 2”(f) mit lokalen Koeffizienten. Und zwar 


ist für ein Simplex o* von P der Wert 2” (f) (0) das durch f| 0” bestimmte Element aus 
7„_1(Y, f(x)), wobei x die erste Ecke von 0” ist. Das lokale Koeffizientensystem ist dabei in 
natürlicher Weise aus den Gruppen x„_,(Y) mittels der Abbildung f entstanden. Sei x, eine 
feste Ecke aus P’ und ©: n,(P,%)—n,(Y,f(&)) der durch f induzierte Homomorphismus 
der Fundamentalgruppen. Dann bestimmen r,_, = 7m _1(Y, f(&)) und © eine Aquivalenzklasse 
von lokalen Systemen, über der in naheliegender Weise eine gemeinsame Kohomologiegruppe 
Hr(P, P',©*n,„_,) definiert wird. So bestimmt 2”(f) ein Element aus Z*(P, P’, O*n,_})- 
Sei eine Abbildung f’:P’—Y und ein Homomorphismus ©: z,(P, x) > n,(Y,f (x,)) ge- 


geben. Dann wird die n-te (n > 3) Obstruktion Og(f) gegen eine Erweiterung von f, die © 


induziert, definiert als die Menge der von 2” (f) bestimmten Elemente von H*(P, P', ©* n,_,), 
wenn f alle Abbildungen P*=1\) P’— Ydurchläuft, die Erweiterungen von f’ sind und Oindu- 
zieren. Durch Anwendung dieser Begriffsbildung auf den Produktraum P x [0,1] erhält man 
für zwei Abbildungen f„fi: P> Y mit f,| P’=f,| P’ die n-te Obstruktion 0” (f,, fi) rel P’ 
gegen eine Homotopie von f, und f, relativ P’. An Stelle dieser simplizialen Definitionen gibt 
Verf. noch durch Übergang zu den singulären Komplexen von Pund Y invariante Definitionen 
der Obstruktionen. Die Struktur der Obstruktionen O”(f,, f}) rel P’ wird eingehend unter- 
sucht: Wenn P’ nicht leer ist, ist O* (fy, fo) rel P’ eine Untergruppe von H*(P, P’', ©* a”) und 
O0" (fo, fi) rel P’ ist, falls es nicht leer ist, eine Restklasse mod O* (f,, f,) rel P’. Falls P’ leer ist 
(freie Homotopie), ist die Struktur der Obstruktionen nicht so einfach. Ferner gilt, daß zwei 
in der Dimension n —1(n > 2) rel P’ zu f, homotope Abbildungen f, und /, dann und nur 
dann in der Dimension n rel P’ zueinander homotop sind, wenn 0% (f,, fi) rel P’ = 0" (fu, fs) rel P’ 
ist. Diese Sätze und ein Existenzsatz für Obstruktionen werden benutzt, umbeidm P<n-+1 
die Menge der in der Dimension n — 1 rel P’ homotopen Abbildungen in bezug auf die Ho- 
motopie (rel P’) in der Dimension » zu klassifizieren. Als Beispiel wird der Falldim P=n, P' 
zusammenhängend und nicht leer, 7,(Y) =0 für 1<k<n vollständig behandelt. Der ent- 
sprechende Fall für freie Homotopie (‚P’ leer) ist komplizierter. Er hängt mit der Eilenberg- 
MacLaneschen Invarianten k”+1 (dies. Zbl. 34, 111) zusammen. Seine ausführliche Behandlung 
ist einer späteren Arbeit vorbehalten. Schließlich werden die Ergebnisse von Pontrjagin und 
Steenrod über die Abbildungen eines (n + 1)-dimensionalen Polyeders in die n-Sphäre in der 
Terminologie der Obstruktionen wiedergegeben. Burger (Frankfurt a.M.). 


Fox, Ralph H.: Homotopy groups and torus homotopy groups. Ann. Math., 
Princeton, II. S. 49, 471—510 (1948). 

Verf. geht davon aus, daß 1. die von den Elementen der Fundamentalgruppe x, 
in der n-ten Homotopiegruppe (Htgr.) x, eines Raumes induzierten Automorphismen 
in der von M. Abe [Japan. J. Math. 16, 176—179 (1940); dies. Zbl. 23, 282] de- 
finierten Gruppe x, innere Automorphismen sind und daß 2. das von J.H.C. 
Whitehead [Ann. Math., Princeton, II. S. 42, 409—428 (1941); dies. Zbl. 27, 264] 
eingeführte Produkt xoße&r„,,., zweier Elemente x€n,„, ßen, im Falle 
m-n=m+n 1=1 der Kommutator [a, ß] ist. Er definiert umfassendere 
Gruppen, die sogen. Torushomotopiegruppen, in denen 1. die Abeschen Gruppen 


e— 
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_ enthalten sind und 2. das Whiteheadprodukt für gewisse zu ,, und , isomorphe 


Untergruppen immer der Kommutator der entsprechenden Elemente ist. — In den 
ersten Paragraphen werden Definitionen und wichtigste Eigenschaften der absoluten 
und relativen Htgr. und des Whiteheadproduktes wiedergegeben. Erwähnt sei hieraus 
nur die weitgehende Analogie der Eigenschaften der exakten Folge der relativen 
Htgr. zu den Axiomen für relative Homologiefolgen von Eilenberg und Steenrod 

[Proc. nat. Acad. Sci. USA. 31, 117—120 (1945)]. — Die absolute Torushter. 


 1,(Z,*) des Raumes Z mit dem Grundpunkt x ist definiert durch die Homotopie- 


 klassen der Abbildungen eines r-dimensionalen Torus 7” in Z, bei denen ein Meridian- 
schnitt 7”! auf x abgebildet wird. Die Zusammensetzung zweier Abbildungen er- 
- folgt durch Zusammenstücken längs 7”-1; sie ist im allgemeinen auch für r >1 


nicht kommutativ (deshalb werden hier alle Htgr. multiplikativ geschrieben). 
Beispiel: Nach einem Ergebnis von Whitehead hat der aus einer m- und einer 


 n-dimens. Sphäre mit genau einem gemeinsamen Punkt bestehende Raum für r>m + 


- n—1 nichtkommutative Htgr. r,, obgleich seine Fundamentalgruppe trivial ist. Da- 
 gegensind beitopologischen Gruppenaller,, ebenso wie die Fundamentalgruppe, kom- 


mutativ. — Offenbar enthält, im Gegensatz zudenz,,, jedes, ,‚einisomorphes Bild von 
T,, SO daß die direkte Homomorphismenfolge 7, > 7, —::* eine alle r, umfassende 
Limesgruppe definiert. Ebenso wie die z, können auch die r, als Fundamental- 
gruppen oder auch als Htgr. einer Dimension <r von gewissen Abbildungsräumen 
aufgefaßt werden. Es gilt: n,(Z, *) =, (3%, #), 7, (Z,*) =T,(%,»*); dabei ist 
37% = 5% (Z,x) der Raum derjenigen Abbildungen eines (n — k)-dimens. Elements 
E"* in Z, bei denen der Rand E** auf » abgebildet wird, 77, = 77, (Z) der Raum 
aller Abbildungen eines 7” in Z (der * bezeichnet auf der linken Seite der Gleichun- 
gen den Grundpunkt, rechts dagegen die Abbildung von ER* bzw. T’* auf x). 


Man erhält einen Homomorphismus von z, in rt, r Zn, wenn man hierin k =1, 


also Fundamentalgruppen, und als Repräsentanten des 7’-1 einen Würfel Er, 


0<a,<s1l,s=0,1,....r—1 mit Identifikation der Gegenseiten, als Repräsen-. 


tanten des Er! das durch die & mit der Indexfolge (): 4, <%, <<» 
in <r, bestimmte Er! von E’ nimmt. Der Abbildung F(z,,...,%,_,) von 
Er!in Z wird die Abbildung F® (2,,..,2%,,)=F (&,:-.-, %,.,) von 7’ in Z 
zugeordnet. Jedem Weg f(x,%,-.. %&,4) 0 S% sl, in %7 entspricht dann 
eu ‚geschlossener Weg f? (2. 2 -- » 1) = I (y Ki. u,A) Ian 7, äquiva- 
lenten Wegen entsprechen äquivalente Wege. Dieser Homomorphismus ist ein 
Isomorphismus. (Der Beweis dieses Satzes und des folgenden über die Kommutatoren 
sind die schwierigen Punkte der Arbeit.) Zu jeder Indexfolge (ti) erhält man also 
ein isomorphes Bild z{) von z, in r,. Entsprechend sei () definiert, und es seien 
a, B@) die Bilder zweier Elemente xer,, P€r,„. Wenn (£) und (j) zueinander 
fremd sind, sei (k) die Vereinigung dieser beiden Indexfolgen. Dann gilt [x', BP] — 
(x o B)® mit e = (—1)®+mA1, wobei w die Anzahl der Paare :,, j, mit t, >, ist, 
Wenn aber (i), (j) einen Index gemeinsam haben, ist [x®, BP] = 1. — Die alge- 
braische Struktur von r, läßt sich so beschreiben: r, ist eine Erweiterung (von 
speziellem Typus, „split extension‘) von 7,_, mit dem direkten Produkt von Faktoren 


_ı2 
En,2<snsr, jedes rz, SE ‚mal als Faktor genommen. Durch 7,,.... ., x, und 


die Whiteheadprodukte x, or, m +n—1<r, ist die Struktur von r, bestimmt, 
— Daß auch die Abegruppe x, zu einer Untergruppe von r, isomorph ist, ist leicht 
zu sehen. Diese Sätze lassen sich auf relative Torushtgr. übertragen. — Whitehead 
hat [l. ec. und Proc. London math. Soec., II. S. 45, 243—327 (1939) ; dies. Zbl. 22, 407] 
untersucht, welchen Einfluß auf die Htgr. das Einspannen einer einfachen Membran 
ausübt. Für den Fall, daß Z ein Komplex ist und Y aus Z durch Weglassen des 
Inneren eines r-dimens. Hauptsimplexes A entsteht, läßt sich Whiteheads Ergebnis 


so aussprechen: Es sei 7, (Y) das Bild von 7„,(4)—r,„(Y) und r;; (Y) der 


m 


a 
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Kern von r,(Y)—r,(Z), beidemal bei dem durch die identische Abbildung 
erzeugten Homomorphismus. Dann ist für m sr }; (Y) der kleinste Normal- 
teiler von 7, (Y), der tz (Y) enthält. — Der Hurewiezsche Homomorphismus der 
Htgr. in die Homologiegruppen liefert auch für die absoluten und relativen Torus- 
htgr. nur die sphärischen Zyklenklassen. Verf. gibt eine Verallgemeinerung der. 
Torushtgr. an, für die der Hurewiezsche Homomorphismus Homologiegruppen lie- 
fert, die durch Torusbilder repräsentiert werden. Pannwitz (Berlin). 


Klassische theoretische Physik. 


Hulthön, Erik and Erik Rudberg: Reports from the eonference of the Swedish 

National Committee for Physies in 1949. Ark. Fys., Stockholm 2, Nr. 22, 211—232 
1950). 

“ Supek, I.: Theoretische Physik und Struktur der Materie. Zagreb: Nakladni 

Zavod Hrvatske 1949. 688 p. [Kroatisch]. 

Krylov, N. M.: Über einige Riehtungen im Gebiet der angenäherten Lösung von 
Problemen der mathematischen Physik. Akad. Nauk SSSR, Jubil. Sbornik 1, 
231—241 (1947) [Russisch ]. 

Kahan, Th60o et Gottfried Eekart: Expose d’ensemble des developpements 
asymptotiques en physique ondulatoire. Rev. sci., Paris 87, 3—24 (1949). 

Zusammenfassende Darstellung der Theorie der asymptotischen Entwicklungen 
für Anwendungen auf physikalische Probleme. Verff. behandeln das Rechnen mit 
asymptotischen Reihen und gehen besonders auf die Gewinnung asymptotischer 
Entwicklungen aus Integraldarstellungen nach der Sattelpunktsmethode und nach 
der Methode der stationären Phasen ein. Literaturverzeichnis. [Vgl. auch C. Eckart, 
Rev. modern Phys. 20, 399—417 (1948).] Höhler (Berlin). 


Mechanik: 


e Lindsay, Robert Bruce: Physical mechanies; an intermediate text for students 
of the physical seienees. 2.ed. New York: Van Nostrand Co., Ine.; London: Mac- 
millan and Co., Ltd. 1950. X, 452 p. 37s. 6d. 

o Scott, M.: Mechanies, staties and dynamies. London: McGraw-Hill Book 
Company 1949. XI, 394p. 38s. 6d. 

® Mises, R. von and T. von Kärmän: Advances in applied mechanies. New York: 
Academic Press 1948. VIII, 293 p. $ 6,80. 

e Federhofer, K.: Prüfungs- und Übungsaufgaben aus der Mechanik des Punk- 
tes und des starren Körpers. Teil 1: Statistik. Wien: Springer-Verlag 1950. V, 
130 S. mit 243 Textabb. DM 9,60. 

Kasanin, R.: Les &quations gönerales du mouvement d’un systöme de points 
"materiels aux liaisons donn6es. Publ. Inst. math., Acad. Serb. Sci. A 2, 116—129 
u. serbische Zusammenfassg. 130 (1948). 

Es werden die Bewegungsgleichungen sowohl holonomer als auch nicht-holo- 
nomer dynamischer Systeme von endlichem Freiheitsgrade auf elementare Weise 
hergeleitet. Von den Differentialprinzipien wird auf das d’Alembertsche und das 
Gaußsche näher eingegangen. H. Bilharz (Freiburg i. Br.). 


Nadile, Antonio: Sullesistenza per i sistemi anolonomi soggetti a vincoli 
reonomi di un integrale analogo a quello dell’energia. Boll. Un. mat. Ital., III. 
S. 5, 297-301 (1950). 

So wie Mattioli beiholonomen Systemen nach Einführung der Zeit als (n + 1)- 
ter Koordinate auch eine (n + 1)-te Lagrangesche Gleichung angefügt und mit ihr 
eine (n + 1)-te Kraftkomponente definiert hat (bei rheonomen Systemen), so ver- 
fährt Verf. hier mit nichtholonomen Systemen. Die zusätzliche Kraft kann aus- 
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gerechnet werden, und man kann durch Summieren eine Gleichung aufstellen, 
die als Verallgemeinerung der Energiegleichung bezeichnet werden kann. Unter 
einigen bestimmten Annahmen läßt sich daraus eine Integral gewinnen, so wie es 
Painlev& bei holonomen Systemen aufstellen konnte. Hamel (Landshut). 
Pirko, Zden&k: Sur les mouvements centraux du type Jacobi. Casopis Mat. 
Fys., Praha?74, Nr. 4, 328—331 und französ. Zusammenfassg. 331 (1950) [Tschechisch]. 
Dans le cas ou l’aceeleration centrale peut ötre mise sous la forme a —= f(p) u?, les orbites 


du point mobile jouissent de plusieurs proprietes, dont quelques-unes sont deduites dans cette 
communication. (Autoreferat.) 


Jankovidc, Zlatko: Cycloid as a tautochrone and brachistochrone. Periodicum 
math.-phys. astron., Zagreb, II. S. 2, 49—70 und engl. Zusammenfassg. 71—72 
(1947) [Kroatisch]. 

Grioli, Giuseppe: Una proprietä caratteristica delle precessioni regolari del 
solido pesante asimmetrieco. Rend. Sem. mat. Univ. Padova 19, 237—248 (1950). 

Im Anschluß an vorhergehende Arbeiten (insb. dies. Zbl. 32, 84), betrachtet 
Verf. neuerdings die besondere Form des Ausdrucks für das Moment der Bewegungs- 
größe eines unsymmetrischen starren Körpers $ mit einem festen Punkt, bei dem 
reguläre Präzessionen um Achsen vorhanden sind, die durch den Antipol der Zentral- 
ellipse der Schwerpunktsebenen hindurchgehen. Th. Pöschl (Karlsruhe). 

Liebetegger, A., F. H. Northover and B. Thwaites: The problem of the swing. 
Math. Gaz., London 34, 84—93 (1950). 

Three short papers each by one of the authors. In the first one the swing is 
considered as a body free to rotate about a horizontal axis through its center of 
gravity, the axis being suspended by means of licht rods from a parallel fixed axis. 
In the second paper the swing is idealized as a simple pendulum whose length is 
quickly shortened at the lowest point and restored at the end of the swing. In the 
third paper the swing is considered as a pendulum of variable lensth, /, such that 


02d1/dO isa known function ofthe amplitude . The differential equation of the motion 
can then be integrated. Two special cases are considered. Peixoto. 


Griseri, Bruna: Soluzioni meromorfe delle equazioni del moto di un solido 
pesante intorno a un punto fisso col baricentro situato sull’asse di una delle sezioni 
eircolari dell’ellissoide d’inerzia relativo al punto fisso. Univ. Politec. Torino, Rend. 
Sem. mat. 9, 225—243 (1950). 

Si caratterizzano alcune funzioni meromorfe della variabili complessa t (coin- 
cidente col tempo per valori reali) con un unico polo nell’origine, soddisfacenti le 
equazioni del moto di un corpo rigido con punto fisso O e con baricentro apparte- 
nente all’asse di una delle sezioni circolari per l’ellissoide d’inerzia relativo a O. 

Graffi (Bologna). 

Zeuli, Tino: Sul moto di un corpo rigido pesante asimmetrico col baricentro 
appartenente all’ asse di una delle sezioni eircolari dell’ellissoide d’inerzia. Univ. 
Politece. Torino, Rend. Sem. mat. 9, 263—295 (1950). 

L’A. considera il moto di un corpo rigido con punto fisso O.e col baricentro @ 
su uno degli assi delle sezioni eircolari dell’ellissoide di inerzia relativo ad ©. Posto 
un sistema di assi cartesianiO x yz, O z coincidente conO@, O y con l’asse medio del 
predetto ellissoide, e ammesso che le componenti lungo gli assi della velocitä ango- 
lare e della verticale siano sviluppabili in serie di potenze del rapporto fra il prodotto 
diinerzia, relativo ai pianixz eyz,eil momento di inerzia, relativo a z, ’A. dimostra 
che i coefficienti di quella serie possono ottenersi mediante quadrature.  Grafft. 

e Seidl, Kurt: Regeltechnik. Wien: Franz Deuticke 1950. VI, 69. mit 
37 Abb. u. 8 Tabellen, DM 6.—. 

Verf. versucht, die Grundsätze der Regeltechnik zu zeigen unter Vermeidung 
jeder mathematischen Formulierung. Er willdas Wesen des physikalischen Vorgangs 
beschreiben, nicht um Formeln zu diskutieren, sondern um mit Vorrichtungen, 


Zentralblatt für Mathematik. 38. 24 


u 


= ur In en a F Sr Sn te r y | 


z.B. Oszillographen, ‚‚den immer wiederkehrenden Grundsätzen auf die Spur kommen 

zu können“. In 5 Abschnitten werden die Grundlagen der Regeltechnik, die Regel- 

anordnungen, die Grundlagen zur Theorie, die Bausteine der Regeltechnik und einige 

Zusammenhänge auf mathematischer Grundlage beschrieben. W.O. Schumann. 
Kulebakin, V.$.: Über das Verhalten von stetig gestörten, automatisierten 

linearen Systemen. Doklady Akad. Nauk SSSR,n. 8. 68, 855—858 (1949) [Russisch ]. 
Verf betrachtet ein lineares System mit n Freiheitsgraden . 


(1) 5 a,,(D)e, ah : er er 
mit dem Operator D =d/di und Koeffizienten a,,, die Polynome zweiten Grades 
in bezug auf den Operator D sind. Das System (1) wird mit Hilfe elementarer 
Operationen in ein ihm gleichwertiges System transformiert 
(2) = b,,(D)a, = c,(D) Fi), 
wo die Beiwerte b,, und c, wieder Polynome, höchstens vom Grade u (r), sind. x, ist 
die regelbare Hauptgröße, welche die gesuchte Funktion der unabhängigen Ver- 
änderlichen t(Zeit) darstellt, während x®,(@ >1) die Koordinaten des Systems be- 
deuten. — Verf. betrachtet gewisse stetige Näherungen ce fft) =A(t) +0e wo 
© <1 und e klein, ersetzt das System (2) durch eine Näherung d,,& = 4(t) und 
untersucht mögliche Fehler bei verschiedenen Annahmen über die Funktion A (f). 
Verf. bemerkt ferner, daß, wenn A(t) ein Polynom ist, &, die homogene Gleichung 
f(D)E, = befriedigt, was für die weitere Untersuchung besonders vorteilhaft er- 
scheint. Gran Olsson (Trondheim). 
Bothwell, Frank E.: Transients in multiply periodie non-linear systems. Quart. 
appl. Math. 8, 247—254 (1950). 
The paper deals with the transient behavoir of the general dynamical system 
of n degress of freedom, subject to certain restrietions. The system must be (1) 
nearly linear, (2) nearly conservative, (3) nearly autonomous, the deviation from 


. the case of complete linearity, conservativeness and autonomy being indicated by 


the magnitude of a parameter u. The explicit dependence of the non-autonomous 
terms on time is further assumed to be of the form of sinusoids with prescribed 
frequencies. The general system is transformed to normal coordinates and thence 
to elliptical coordinates, the. resulting form being convenient for the development 
of the solution for small values of the parameter u. An auxiliary set of differential 
equations is so constructed that its singular points determine the limit cycles of the 
original system for the limiting case u. — 0. The stability of each limit cycle in the 
original system is the same as the stability of the corresponding singular point in 
the auxiliary system. The coordinates of the auxiliary set are the amplitudes of the 
n fundamental frequency components of the original system, so that the motion of 
the representative point in the phase space of the auxiliary system describes approxi- 
mately the transient behavior of the amplitudes of the fundamental frequeney 
components of the original system for small values of the parameter u. The general 
case of internal and external resonances, in which two or more fundamental frequency 
components are commensurate is also treated. The method is applied to a problem 
of practical interest. Gran Olsson (Trondheim). 

Vogel, Theodore: Sur eertains mouvements p6riodiques a deferlements. C.r 
Acad. Sei., Paris 231, 207-209 (1950). Er 

Siano x, yle coordinate generali di un sistema fisico variabili nel tempo ttali che 
AM) de "A ERdy di 

29) FESTE) 

Interpretando x, y quali cooordinate cartesiane ortogonali, sia Bailey) —r 1a 
soluzione generale dell’equazione Ydar-Xdy=0. 1 punto P (x, y) ad lungo 
una curva (R) fino ad un istante i’ nel quale perviene ad un punto appartenente 
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alla curva (7): T(x, y) = 0. Il prolungamento del moto puö essere determinato 
solo aggiungendo una condizione di continuitä, fornita dalla Fisica, del tipo (3) 
(4, +0)=S(z,y,t’—0)=s. L’A., considerando i punti comuni a (T) e 
alle (R), rivolge l’attenzione a certi moti oscillatori periodici, detti ‚a deferlements‘“, 
che nel piano (r, s) corrispondono ai punti doppi della trasformata di (T) operata per 
il tramite di (2) e (3) e fa un’applicazione al multivibratore di Abraham e Bloch. 
@. Lampariello (Messina). 

Haacke, Wolfhart: Untersuchungen über die Stabilisierung eines Doppel- 
' pendeis mit periodisch erschüttertem Aufhängepunkt. Z. angew. Math. Mech. 30, 
233—234 (1950). 

In diesem Vortragsbericht wird die Untersuchung von Erdelyi [Z. angew. 
Math. Mech. 14, 235 (1934)] über das Zustandekommen der zusätzlichen Gleich- 
gewichtslagen eines in seinem Aufhängepunkt vertikal periodisch erschütterten 
physikalischen Pendels auf das Doppelpendel erweitert. Zuerst gewinnt man mit 
Hilfe der Störungsrechnung einen ersten Einblick in die Verhältnisse; dabei ergibt 
sich, daß der Winkel zwischen beiden Pendelaımen nur vom en der redu- 
Ziezten Pendellängen abhängt. Im Falle der Gleichheit der beiden reduzierten 
Pendellängen gibt Verf. die Eigenwertgleichung zwischen dem Schwingungswinkel 
um Mittellage und der Erschütterungsfrequenz. Zum Schluß wird angedeutet, wie 
man die Existenz der kleinen Schwingungen um die Mittellage beweisen kann, 

Dizioglu (Istanbul). 

Castro Brzezieki, A. de: Über die kleinen Schwingungen eines schweren Punktes 
um den tiefsten Punkt einer Fläche. Gac. mat., Madrid, I. Ser. 2, 107-114 
(1950) [Spanisch]. 

Some problems concerning small oscillations of a particle about the lowest 
point of a surface are discussed by the standard methods. M. M. Peizwoto. 


Castro Brzezieki, Antonio de: Über die kleinen Schwingungen dissipativer 
Systeme. Rev. mat. Hisp.-Amer., IV.S. 10, 47—50 (1950) [Spanisch]. 

The author considers a particular case of the well known equations of the small 
oscillations of a dissipative system with two degrees of freedom. .M. _M. Peixoto. 

Letov, A. M.: Regulierung des stationären Zustandes eines Systems, das der 
Wirkung konstanter störender Kräfte unterworfen ist. Priklad. Mat. Mech., Moskva 
12, 149—156 (1948) [Russisch ]. 

Lombardi, Jose P.: Bewegung und dynamische Stabilität eines Flugzeugs. 
I, II. Univ. nac. La Plata, Publ. Fac. Ci. fisicomat., Rev. 25 (1947), 179 — 
199 (1948) [Spanisch]. 

Expository paper. M. M. Peixoto (Chicago). 

Sänger, Raymund: Einfluß von böenartigem Wind auf die Geschoßbahn. Hel- 
vetica phys. Acta 23, 143—158 (1950). 

Verf. wendet die in seinem Buch ‚Ballistische Störungstheorie‘“, Basel 1949, 
_ entwickelten Methoden auf den Fall eines horizontalen, periodisch veränderlichen 
Windes an; z.B. wird in der x-Komponente der konstante Wind w, durch die 


On 
Überlagerungswellen A cos EB (2) + ö] gestört. Es zeigt sich, daß der rela- 


tive Einfluß der Windwellen auf die Seitenstreuung wesentlich größer ist als auf 
die Längsstreuung. W. Haack (Berlin). 


Elastizität. Plastizität: 

@ Sommerfeld, A.: Leetures on theoretical physies. Vol.2. Mechanies of de- 
formable bodies. Translated by G. Kuerti. New York: Academic Press 1950. 11, 
 396p. $ 6,60. 
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e Föppl, L. und E. Mönch: Praktische Spannungsoptik. Berlin-Göttingen-Heidel- 
berg: Springer-Verlag 1950. VII, 162 8. u. 135 Abb., Ganzleinen DM 21,—. 

This book is well titled. It deals in a very clear and understandable fashion 
with the practise of Photoelastieity. Enough space is devoted to optical theory and 
to fundamental elastieity for even the non-expert reader to grasp the prineiples of 
the art and to be able to translate its results into engineering data. The first fifty 
pages are devoted to the basic experimental and theoretical aspects of two-dimensional 
photoelastieity: plane stress, apparatus, important model materials, their characte- 
ristics, advantages and disadvantages, isoclines and isochromatics, and methods 
of finding the state of stress. The second fifty pages deal with three-dimensional 
photoelasticity (preparation of models, freezing process, determination of stresses), 
similarity, and with special techniques (oblique incidence, the shear-difference 
method, for example). The remaining fifty odd pages contain discussions of various 
practical problems that have been solved by the authors, including the instanta- 
neous determination of stresses caused by impact. M. P. White (Amherst/Mass.). 


Jung, H.: Über eine Anwendung der Fouriertransformation in der Elastizitäts- 
theorie. Ingenieur-Arch. 18, 263—271 (1950). 

In der Arbeit wird gezeigt, wie durch Anwendung der Fourierschen Trans- 
formation die Airysche Spannungsfunktion sich unmittelbar aus denRandbedingungen 
berechnen läßt, mit deren Hilfe die klassischen Lösungen für die Halbscheibe 
und den unendlichen langen Streifen mit Normalbelastung auf sehr einfachem Wege 
abgeleitet werden. Auf dieselbe Weise läßt sich die Lösung für den unendlich langen 
Streifen mit tangentialer Belastung angeben. Am Beispiel des durch eine Einzel- 
kraft im Innern belasteten Streifens wird angegeben, wie aus den vorhergehenden 
Belastungsfällen auf einfachem Wege Lösungen weiterer wichtiger Probleme ge- 
funden werden können. — Für die Airysche Spannungsfunktion, die Spannungen 
und Verschiebungen erhält man Ausdrücke in der Form Fourierscher Integrale. 
Beiden einzelnen Belastungsfällen ist jeweils darauf zu achten, daß die auftretenden 
Integrale gleichförmig in bezug auf die beiden unabhängig Veränderlichen konver- 
gieren, um die angegebene Entwicklung der Lösungen zu sichern. Der Vorzug der 
Fourierschen gegenüber der Laplacetransformation besteht darin, daß durch jene 
eine eindeutige Rückwärtstransformation gewährleistet wird. Gran Olsson. 


Devide, Vladimir: On the derivation of Hooke’s law from the prineiple of 
superposition and from some general suppositions. Periodicum math.-phys. astron., 
Zagreb, 1I. S. 3, 23—27 und engl. Zusammenfassg. 27—28 (1948) [Kroatisch]. 

Mindlin, Raymond D. and David H. Cheng: Nuclei of strain in the semi-infinite 

solid. J.appl. Phys., Lancaster Pa. 21, 926—930 (1950). 
Aus der elastischen Lösung für eine Einzelkraft im Halbraum werden durch 
Überlagerungs- und Differentiationsprozesse eine ganze Reihe praktisch wichtiger 
Singularitäten hergeleitet und zusammengestellt. Für alle Singularitäten verschwin- 
den die Oberflächenkräfte an der den Halbraum begrenzenden Ebene. Die Arbeit 
enthält nur die Zusammenstellung der mathematischen Ausdrücke für die „Galerkin“- 
Vektoren, aus welchen die Verschiebungen durch einen Differentiationsprozeß her- 
geleitet werden können. Eine Tabelle für die Verschiebungen und Spannungen ist 
in Vorbereitung. Leibfried (Göttingen). 

Mindlin, Raymond D. and David H. Cheng: Thermoelastie stress in the semi- 
infinite solid. J.appl. Phys., Lancaster Pa. 21, 981—-933 (1950). 

Auf Grund der vorstehend referierten Arbeit kann die Lösung eines thermo- 
elastischen Problems für den Halbraum gegeben werden. Untersucht und diskutiert 
wird der Einschluß einer Kugel mit verschiedener thermischer Ausdehnung. Durch 
ein Spiegelungsverfahren kann man die Lösung auf die des unendlichen Raumes 
zurückführen. Leibfried (Göttingen). 


373 


Danilovskaja, V.I.: Temperaturspannungen in einem elastischen Halbraum, 
die infolge einer plötzlichen Erwärmung seiner Begrenzung entstehen. Priklad. Mat. 
Mech., Moskva 14, 316—318 (1950) [Russisch]. ; 

The author treats the unsteady problem of temperature stresses in an elastic 
body (semi-infinite) considering the effect of inertia forces. The temperature is 
assumed given as function of distance from the boundary and time. M.P. White. 

Hampl, Miloslav: The stresses in a spherieal shell in the neighbourhood of 
support. Casopis Mat. Fys., Praha 74, Nr. 4, 312-315 und engl. Zusammenfassg. 
315 (1950) [Tschechisch ]. 

In this paper the Geckeler’s solution, which holds for the point-support is extended to the 
case of supports of finite area. For a support in the shape of a circular sector, the normal and 
bending stresses at the centre of the circle are presented in tables and diagrams, as functions 
of a single dimensionless variable. For supports of other shape than sectorial, we can derive 


the stresses at certain points by dividing the area of support approximately into circular sectors. 
(Autoreferat.) 


Belluzzi, Odone: Lo studio delle strutture eostituite da lastre eurve. Mem. 
Accad. Sci. Ist. Bologna, Cl. Sei. fis., X.S. 5, 3-9 (1949). 

Verf. zeigt, daß die in vorgehenden Noten (dieselb. Memorie, Bologna 1945; 
Cemento armato 1945, n. 4—10; Atti 13° Congr. Mecc. appl., Schenectady, NY. 
1947) für die Einflußzahlen (Coefficienti elastici) einer Kugelschale erhaltenen Aus- 
drücke auch auf gekrümmte Schalenstücke von anderen Formen (paraboloidische, 
konische u. a.) übertragen werden können, wenn nur die entsprechenden Krümmungs- 
halbmesser der Meridiane und Parallelkreise eingeführt werden. Dabei werden mit 
Vorteil die in der Membrantheorie geltenden Vorstellungen in geeigneter Weise 
erweitert und auf die biegesteifen Schalen übertragen. Die in der Arbeit kurz ange- 
deutete Methode kann zur Berechnung von Schalen und Behältern von beliebiger 
Form dienen. Th. Pöschl (Karlsruhe). 

Cieala, Plaeido: Sul carico eritico di una piastra compressa oltre il limite 
elastico. Atti Accad. naz. Lincei, Rend., Cl. Sci. fis. mat. natur., VIII. S. 9, 67— 
71 (1950). 

Verf. hat in einer vorhergehenden Note [Atti Accad. naz. Lincei, Rend., Cl. 
Sei. fis. mat. natur., VIII, S. 8, 583—586 (1950)] Beziehungen abgeleitet, die er- 
lauben, den Deformationszuwachs zu berechnen, der hervorgerufen wird von kleinen 
Variationen im Spannungszustand in der unmittelbaren Umgebung der Auflage- 
bedingungen. Er stützte sich dabei auf die Theorie von Batdorf und Budiansky 
und setzte die Spannung als einachsig und so stark voraus, daß die Proportionalitäts- 
grenze überschritten wird. Ausgehend von den dort gefundenen Ergebnissen werden 
nun hier die Gleichgewichtszustände untersucht, die ein Blechstreifen außerhalb 
seiner Anfangsebene annehmen kann, wenn ein Rand als frei und die übrigen Ränder 
als aufliegend vorausgesetzt werden und wenn er einem Druck in Richtung seiner 
Längsausdehrung unterworfen wird. Die gefundenen Formeln werden gedeutet und 
mit der Erfahrung verglichen. Hardtwig (München). 

Negoro, Shosaburo and Tsuyoshi Sekiya: On a method of solving the so-called 
elastie plane stress problems. J. Osaka Inst. Sci. Technology 1, 37—60 (1949). 

The authors treat the problem of a uniform plate of arbitrary shape and with 
any number of holes, also of arbitrary shapes. Forces in the plane of the plate act 
onthe various boundaries. The forees on any particular boundary contour are not ne- 
cessarily in equilibrium. The Airy stress function is then a multi-valued biharmonie 
function; this is separated into a known multi-valued biharmonie function and an 
unknown single-valued biharmonie function for each contour which can be found 
by numerical methods. The authors believe this method to be somewhat unsatis- 
factory because of the considerable amount of computation involved and because 
of the errors introduced by doubly differentiating the Airy stress function in order 
to get the stresses. M. P. White (Amherst, Mass.). 
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Ling, Chih-Bing: On the stresses in a notched plate under tension. J. Math. 
Phys., Massachusetts 26, 284—289 (1948). 5 

Das Problem der Halbebene mit Kreisbogenkerbe oder Kreisbogenwulst wird 
mit Hilfe einer Spannungsfunktion in Bipolarkoordinaten erneut aufgegriffen und 
in einer gegenüber den bekannten Lösungen modifizierten Form behandelt. 

E. Weinel (Jena). 

Prokopov, V. V.: Die Verbiegung einer Platte bei axialsymmetrischer Be- 
lastung. Priklad. Mat. Mech., Moskva 14, 527—536 (1950) [Russisch]. 

The author discusses the stresses and displacements of thick circular plates 
with eireularly symmetric loading normal to one or both parallel faces and with no 
radial displacement at the eylindrical boundary. M. P. White (Amherst, Mass.). 

Utljand, Ja. $.: Über die Lösung des Problems der Verbiegung von recht- 
eckigen und sektorförmigen Platten für gewisse Randbedingungen. Doklady Akad. 
Nauk SSSR, n. 8. 74, 437—439 (1950) [Russisch]. 

Author considers a rectangular plate of which one side is fixed and the opposite 
side simply supported, while the other two sides can be supported in any way. 
A solution is assumed in the form 


[0,0} 
u(x, y) == U,„(y) cos&,x (a, =(n +3) z/a) 


which satisfies automatically the boundary conditions u = ul =0 at w=aq 
(the simply supported side) and Ou/döx =0 at-x = (the fixed side). The condition 
uw=0at x —=0 requires the addition of a force f(y) along the latter boundary. 
Solution of the plate equation and satisfying the boundary conditions on the remain- 
ing two sides leads to an integral equation for finding f(y). The au. points out how 
a similar procedure can be followed for a sector-shaped plate whose two straight 
sides are simply supported and fixed, respectively, while the curved boundary can 
have any form of support. M. P. White (Amherst/Mass.). 

Sapondzjan, O0.M.: Anwendung der Methode der zusätzlichen Einwirkungen 
auf die Lösung des Problems der Ausbiegung von Platten, des ebenen Problems und 
des Problems der Torsion prismatischer Stäbe. Priklad. Mat. Mech., Moskva 13, 
501—512 (1949) [Russisch]. 

Unter der Methode der zusätzlichen ‚Einwirkungen‘ zur Lösung ebener Rand- 


wertprobleme der Elastizitätstheorie versteht Verf. folgendes: Zunächst ist die 


Lösung des Randwertproblems für einen Ersatzbereich aufzustellen, der eine Er- 
weiterung des gegebenen Bereiches darstellt und der längs gewisser Linien, die ganz 
oder zum Teil zur Abgrenzung des gegebenen Bereiches gehören, zusätzliche, ge- 
eignet gewählte Belastungen trägt. Die Lösung für den Ersatzbereich muß den 
Sprung der inneren Kräfte oder der Verschiebungen längs der Trennlinien wieder- 
geben. Durch geeignete Wahl der Parameter der Sprunggrößen müssen schließlich 
die Randbedingungen längs der Ränder, die den gegebenen Bereich vom Ersatz- 
bereich abtrennen, erfüllt werden. Auf diese Weise werden zwei Plattenprobleme 
(allseitig gestützte Halbkreisplatte und eine rechteckige Platte, deren zwei anliegende 
Seiten gestützt und die beiden anderen eingespannt sind), ein Scheibenproblem 
(Halbkreisscheibe) und ein Torsionsproblem (Torsion eines prismatischen Stabes 
rechteckigen Querschnittes mit einem Schlitz längs der Hälfte einer der beiden 
Symmetrieachsen) behandelt. Kromm (Berlin). 


Abramjan, B. L.: Torsion prismatischer Stäbe mit kreuzförmigem Querschnitt. 
Priklad. Mat. Mech., Moskva 13, 551—556 (1949) [Russisch]. 

Es wird die Torsion eines prismatischen Stabes untersucht, dessen kreuzförmiger 
Querschnitt sich aus einem Quadrat und vier gleichen Rechtecken so zusammen- 
setzt, daß das Quadrat den ‚„Kern‘“ des Querschnittes bildet. Aus Symmetrie- 
gründen brauchen die Spannungen nur in einem Quadranten des Quadrates und 
in der anschließenden Hälfte des Rechteckes berechnet zu werden. Die Spannungs- 
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funktion des Torsionsproblems wird in zwei Funktionen Y und © zerlegt, von denen 


4 Y im ganzen oben angegebenen Teilbereich und ® nur in dem Quadranten des 


 Quadrates existieren soll. Außerdem soll X der Poissonschen Differentialgleichung 


des Torsionsproblems und ® der homogenen Potentialgleichung genügen. Die 
Lösungen dieser Gleichungen werden in Form von Reihen angesetzt. Aus den Rand- 
und Symmetriebedingungen werden für die Freiwerte dieser Reihenansätze Glei- 
chungssysteme gewonnen, die sich auf ein einziges unendliches und reguläres Glei- 


 chungssystem zurückführen lassen. Daraus werden die Freiwerte und schließlich 


mit Hilfe der Reihenansätze die Torsionssteifigkeiten berechnet. Der Vergleich mit 


. den Ergebnissen aus der empirischen Formel von €. Weber [VDI-Forschungsh. 249 
 (1921)] für dünnwandige Profile gibt die Abgrenzung des Bereiches, in dem diese 


Formel ausreichend genau ist. Kromm (Berlin). 

Abramjan, B.L.: Torsion und Verbiegung prismatischer Stäbe mit hohlem, 
rechtwinkligem Querschnitt. Priklad. Mat. Mech., Moskva 14, 265—276 (1950) 
[Russisch ]. 

These solutions employ the method of supplementary functions used by Arut- 
junjan (this Zbl. 37, 107) by which the partial differential equations encountered 
are transformed to second order linear differential equations with constant coeffi- 
cieuts. The constants of integration are found by solving systems of regular linear 
algebraie equations of infinite number of terms. The au. discusses the limits of 
application of the semi-empirical equations of Bredt for the torsional strengths 
of thin-walled hollow sections. M. P. White (Amherst/Mass.). 

Polya, George and Alexander Weinstein: On the torsional rigidity of multiply 
connected eross-seetions. Ann. Math., Princeton, II. S. 52, 154-163 (1950). 

Die Torsionssteifigkeit von Stäben mit mehrfach zusammenhängendem Quer- 
schnitt wird allgemein mit Hilfe der Torsionsspannungsfunktion hinsichtlich ihrer 
Optimaleigenschaften untersucht. Durch Einschaltung der Schwarzschen Unglei- 
chung führt Verf. den allgemeinen Beweis, daß unter allen Querschnittsformen von 
beliebigem Zusammenhang und gleichem Flächeninhalt der konzentrische Kreisring- 
querschnitt die größte Torsionssteifigkeit besitzt. H. Neuber (Dresden). 

Read, W.T.: Effeet of stress-free edges in plane shear of a flat body. J. appl. 
Mech., New York 17, 349—352 (1950). 


Okubo, H.: Torsion of a eireular shaft with a number of longitudinal notches. 
J.appl. Mech., New York 17, 359—362 (1950). 

Gutman, S. G.: Allgemeine Lösung des ebenen Gleichgewichtsproblems für 
einen Balken, der von logarithmischen Spiralen begrenzt wird. Doklady Akad. 
Nauk SSSR, n. S. 60, 559—562 (1948) [Russisch ]. 

Author considers curved beams of varying depth and curvature whose upper 
and lower surfaces are logarithmie spirals. Using the Airy stress function, the au. 
finds a solution for (a) a constant bending moment, (b) a concentrated lateral force. 

M. P. White (Amherst, Mass.). 

Swida, W.: Berechnung eines statisch unbestimmt gestützten und senkrecht 
zu seiner Ebene beliebig belasteten geschlossenen Kreisringes. Ingenieur-Arch. 18, 
242—249 (1950). 

This solution applies not only to closed eircular rings but also to eireular seg- 
ments and to eircularly curved beams loaded normally to the plane of curvature. 
The cross-section is assumed to be rectangular or circular and either solid or hollow. 
The supports are such that at a support the only motion permitted the ring is a 


" rotation about the radius to the center of curvature of the ring (not about the tangent 


to the eurve). A relation corresponding to the ordinary three-moment equation is 


 derived in which the unknowns are the bending moments (not twisting moments) 


.r 


at three adjacent supports and the remaining terms and factors depend on the 
loads, the spacing of supports, the ring radius and the ratio of bending and torsional 
stiffnesses. M. P. White (Amherst, Mass.). 
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Avram, Const. N.: La gen6ralisation de la methode Cross. Bull. Sci. Techn. 
Inst. polytechn. Timisoara 14, 54—90, russische Zusammenfassg. 110 und französ. 
Zusammenfassg. 112 (1949) [Rumänisch]. 

L’A. etudie la gengralisation de la methode Cross, pour la faire applicable aux structures 
hyperstatiques, dont les barres sont & moment d’inertie variable. On donne la theorie complete 
des deux degres de caleul (structures & noeuds fixes et deplagables), en developpant, pour le 
deuxieme degre, autant la methode des efforts tranchants, ainsi que la methode du trav ail 
me&canique virtuel, les structures pouvant ötre ou non pourvues des tirants. Une serie d’appli- 
cations numeriques complete l’etude. (Autoreferat.) 

Hodge jr., P. G.: Approximate solutions of problems of plane plastie How. 
J. appl.Mech., New York 17, 257—264 (1950). 

Es wird eine Näherungsmethode angegeben, um Verzerrungen und Geschwin- 
digkeiten für ideal plastische Materie zu ermitteln. Behandelt wird der ebene Fall. 
Diskutiert werden: Das Eindringen eines Keils und Verhalt zwischen zwei ebenen 
rauhen Platten. Leibfried (Göttingen). 

Mezlumjan, R. A.: Verbiegung und Torsion dünnwandiger zylindrischer Schalen 
jenseits der Elastizitätsgrenze. Priklad. Mat. Mech., Moskva 14, 253—264 (1950) 
[Russisch ]. 

The author considers thin-walled beams and cylindrical shells of open profile 
having small elastic-plastic strains. The basis of this analysis ist the work of V.Z. 
Vlassov on thin-walled sections and the theory of small elastic-plastie deformations 
of A. A. Ilyushin (Il’jusin, Plastieity, Moskva—Leningrad 1948). M. P. White. 

Mezlumjan, R. A.: Die Randbedingungen bei Verbiegung und Torsion dünn- 
wandiger Schalen jenseits der Elastizitätsgrenze. Priklad.. Mat. Mech., Moskva 14, 
537—542 (1950) [Russisch]. 

The author treats the boundary conditions that must exist in thin-walled beams 
and eylindrical shells in the realm of small elastic-plastic deformations. The basis 
of the treatment is the general variation prineiple of plastieity theory combined. 
with the relations previously obtained by the au. (See preced. review.) 

M. P. White (Amherst, Mass.). 

Lepik, Ju. R.: Zwei Bemerkungen zur Theorie der Stabilität von Platten jenseits 
der Elastizitätsgrenze mit Berücksiehtigung der Kompressibilität des Materials. Pri- 
klad. Mat. Mech., Moskva 14, 553—557 (1950) [Russisch]. 

Author treats buckling of rectangular plate to eylindricalshape under the require- 
ment of no strain in the transverse direction. Problem was first treated by Iljusin 
for an incompressible material. This solution was extended by Tolokonnikof for 
materials in which Poisson’s ratio is less than 4 but with the assumption that the 
plastic deformation is small compared to the elastic. The au. shows this last re- 
quirement to be unnecessary. M. P. White (Amherst/Mass.). 

Markov, A. N.: Dynamische Stabilität anisotroper zylindrischer Schalen. Priklad. 
Mat. Mech., Moskva 13, 145—150 (1949) [Russisch]. 

In der Arbeit wird die dynamische Stabilität von kreiszylindrischen orthotropen 
Schalen bei Belastung durch pulsierende Längs- oder Oberflächenkräfte behandelt. 
Dabei wird von den Schalenschwingungsgleichungen für die Verschiebungen u, v, w 
in Richtung der Erzeugenden, des Umfanges und des Radius ausgegangen, die sich 
bei Vernachlässigung kleiner Größen auf eine einzige Differentialgleichung achter 
Ordnung für w zurückführen lassen. Die Funktion für die Ausbiegung w wird wie 
üblich in Form einer doppelten Summe angenommen, die sich aus Produkten der 
trigonometrischen Funktionen der Ortskoordinaten mit einer Zeitfunktion zusammen- 
setzt, wobei die Ortsfunktionen so gewählt werden, daß sie den Randbedingungen 
genügen. Durch Einführen dieses Ansatzes in die Differentialgleichung für w erhält 
man für die Zeitfunktion einer jeden Schwingungsform eine Mathieusche Differential- 
gleichung, in deren Koeffizienten die Eigenfrequenzen und die statischen kritischen 
Lasten eingehen. Aus den bekannten labilen Lösungsgebieten der Mathieuschen 
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Differentialgleichung werden die ersten drei Resonanzbereiche für die pulsierende 


Last ermittelt. Kromm (Berlin). 


F 
— 


Grigorjan, D. M.: Senkrechter Stoß gegen eine unbegrenzte dünne Membran. 
Priklad. Mat. Mech., Moskva 13, 277—284 (1949) [Russisch]. 

Verf. stellt sich zur Aufgabe, die Ausbreitung der Wellen in einer unendlich 
ausgedehnten sehr dünnen Platte (Membran) zu berechnen, die durch einen senk- 
rechten Stoß mit konstanter Geschwindigkeit gegen einen Punkt der Platte her- 


_ vorgerufen werden. Dabei glaubt er die Ringspannungen in der Platte wegen der 
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Annahme einer sehr kleinen Plattendicke vernachlässigen zu dürfen. Da diese An- 
nahme nur zur Vernachlässigung der Biegespannungen berechtigt (Membran- 


 spannungszustand), können die Ausgangsgleichungen und die Rechenergebnisse 


des Verf. den Verhältnissen in einer Membranplatte nicht entsprechen. Kromm. 
Eschler, H.: Zur Ermittlung der Eigensehwingungszahlen der in ihrer Mittel- 


ebene belasteten Rechteckplatte. Ingenieur-Arch. 18, 330—337 (1950). 


Die Biegungsschwingungen einer durch gleichmäßig verteilte Randkräfte be- 


lasteten Rechteckplatten wurden für den Fall einer allseitig freien Stützung von 


A.Nadäi untersucht [Die elastischen Platten, Berlin 1925, S. 262]. Verf. bringt 
strenge Lösungen für zwei verschiedene Bedingungen der Auflagerung, nämlich 
erstens für die auf zwei gegenüberliegenden Seiten eingespannte bzw. frei aufliegende 
Platte und zweitens für die auf zwei gegenüberliegenden Seiten ganz freie bzw. frei 
aufliegende Platte. Im letzteren Fall werden Druckkräfte nur längs der gelagerten 
Seiten angenommen. Im ersten Fall werden die Ergebnisse mit Werten verglichen, 
die sich mit Hilfe der Näherungslösung von K. Sezawa [Z.angew. Math. Mech. 
12, 275 (1932); dies. Zbl. 5, 319] ergeben. Die Übereinstimmung zwischen genau 
und angenähert ermittelten Werten erweist sich als außerordentlich gut, indem die 
relativen Abweichungen nur wenige Tausendstel betragen. Im zweiten Fall sind 
die Abweichungen zwischen genauen und angenäherten Werten ebenfalls klein, 
können aber im Falle hoher Druckkräfte beim Seitenverhältnis alb=3 bis zu 
3,5% betragen. Bei der ringsum eingespannten Platte werden die angenähert er- 
mittelten Eigenwerte mit den exakten von S. Iguchi gefundenen Werten verglichen 
(Eigenwertprobleme für die elastische rechteckige Platte, Sapporo 1938, S. 331—343). 
Die Abweichungen belaufen sich auf höchstens 0,5%. Wie Verf. bemerkt, erfordert 
die Ermittlung der Eigenfrequenzen der in ihrer Ebene belasteten, schwingenden 
Rechteckplatte schon bei verhältnismäßig einfachen Lagerungsbedingungen 
einen ziemlich großen Aufwand an Rechenarbeit. In viel höherem Maße gilt 
dies bei mathematisch schwierigeren Randbedingungen, wie z. B. bei der ringsum 
vollkommen eingespannten Platte. Ein Verfahren zur leichten näherungsweisen 
Berechnung der Eigenfrequenzen für beliebige Randbedingungen zu entwickeln, 
ist daher von großer praktischer Bedeutung. (Druckfehler: Im Kopf der sechsten 
Spalte der Tabelle 5, S. 336 fehlt im Nenner b?). Gran Olsson. 

e Harrison, V. G. W. (edited and arranged by): Some recent developments in 
rheology. — Based on the 1949 Bristol Conference of the British Rheologists’ Club. 
London: United Trade Press, Ltd., 1950. VII, 140 p. 20. 

Sokolovskij, V. V.: Eindimensionale instationäre Bewegungen eines zähplasti- 


"schen Mittels. Priklad. Mat. Mech., Moskva 13, 623—632 (1949) [Russisch]. 


The author considers a medium which is rigid for stresses less than the flow stress 
and in which the rate of straining is proportional to the stress excess for stresses 
above this limit. Two cases are treated: (1) A semi-infinite region on whose plane 
boundary there is prescribed (a) a shearing stress which is a function only of time 


_ (not position), or (b) a tangential velocity which is a function only of time. Stresses 


_ and velocities are propagated into the medium as functions of time and distance 


from boundary. (2) An infinite region surrounding an infinitely long cavity of 
circular section, on the wall of which is prescribed (a) a circumferential shearing 
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stress as function only of time, or (b) a tangential veloeity as function only of time. 
In both cases the resulting equations and boundary conditions are identical with 
those encountered in heat flow. Solutions are obtained by numerical computation | 
based on difference equations that correspond to the differential equations derived. I 
M. P. White (Amherst, Mass.). | 
Tsien, $. H.: A generalization of Alfrey’s theorem for visco-elastie media. | 
Quart. appl. Math. 8, 104—106 (1950). ; 4 
T. Alfrey [Quart. appl. Math. 2, 113—119 (1944)] showed for non-homogeneous 
stresses in isotropie incompressible visco-elastic media with linear relations between | 
stress, strain and their time-derivatives, that if the boundary stresses are specified 
(first boundary value problem) the stress distribution is identical with that in an 
incompressible material subjected to the same instantaneous forces. He gave a | 
similar result for the case in which the boundary displacements are specified (second. | 
boundary value problem). The present note generalizes the first theorem to apply | 
to isotropie compressible media with body forces and points out that the second | 
theorem can be treated in exactlythesame way. HM. P. White (Amherst, Mass.). 


Hydrodynamik: 


® Streeter, Vietor L.: Fluid dynamies. (McGraw-Hill Publications in aeronauti- | 
cal Science.) New York: MeGraw-Hill Book Company 1948. Illustrated, cloth 
$5. 

Gi&o, Antonio: Sur les &quations integrales de Phydrodynamique. J. Phys. 
Radium 11, 219—226 (1950). 

Verf. geht aus von den drei hydrodynamischen Bewegungsgleichungen in der 
allgemeinsten Form (also u. a. mit variabler Zähigkeit), der Kontinuitätsgleichung, 
der Gleichung, die das erste Prinzip der Thermodynamik ausdrückt, und den beiden - 
Zustandsgleichungen. Gesucht sind: V„ V,, V, (Geschwindigskeit), P (Druck), 
& (reziproke Dichte), 7 (absolute Temperatur) und E, (innere Energie pro Massen- 
einheit). Es gelingt nun, diese Größen für > ti, und für jeden Punkt eines zeitlich 
veränderlichen Bereiches D(f) durch Integralformeln (Verf. nennt sie ‚‚Integral- 
gleichungen‘) darzustellen, in die nur die Anfangswerte zur Zeit £, in D(t,) und die 
Werte jener Größen nebst ihren Normalableitungen auf dem Rande $ (t) von D(t) 
für alle t>t, eingehen. Hierbei bildet die Integralformel für den Tensor 

"= 0V"jöx, (kkm=1,2,3; x, die kartesischen Koordinaten, V” die Geschwindig- 
keitskomponenten) die Grundlage. — Im Hinblick darauf, daß man bei vielen 
hydrodynamischen Problemen die Randwerte, die ja Resultate von Außenwirkungen 
sind, nicht kennt, schlägt Verf. vor, diese Außenwirkungen in Gestalt eines hydro- 
dynamischen Hilfsvorganges einzuführen, und zwar so, daß die Differenz zwischen 
den entsprechenden Größen beim wirklichen und beim Hilfsvorgang nunmehr ledig- 
lich von den Anfangsbedingungen abhängt. Maruhn (Dresden). 

Delval, J.: Le prineipe de la moindre contrainte appliqu6 ä la dynamique des 
fluides incompressibles. Acad. Belgique, Bull. Cl. Sci., V. 8. 36, 639—648 (1950). 

Versuche, die Gleichungen der Dynamik inkompressibler Flüssigkeiten aus dem 
Gaußschen Prinzip des kleinsten Zwanges abzuleiten. Ref. hat verschiedene Be- 
denken. Zunächst folgt aus dem Verschwinden der Divergenz der Geschwindickeit 
nicht, wie behauptet wird, das Verschwinden der Divergenz für die Beschleunigung 
dann gibt es merkwürdige Zusatzbedingungen wie die, daß am Rande die Beschlede 
gung gegeben sein soll, während doch das Gaußsche Prinzip die Basschleunigungen 
sucht, endlich gibt es bei zähen Flüssigkeiten eine ganz unmotivierte Formulierung 
die offenbar nur ad hoc getroffen wird. Und doch ließe sich das gestellte Problem 
glatt lösen, denn das Gaußsche Prinzip ist mit dem Lagrangeschen identisch, und 
dieses gilt immer. Sogar der oben gerügte Fehler hat seinen berechtigten Hinter- 


grund. Hamel (Landshut). 
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= - Cärstoiu, Ion: Sur eertaines formules int6grales dans le mouvement d’un fluide. 
0. r. Acad. Sci., Paris 227, 1337—1339 (1948). 
© Der Vergleich der er Ecken zweier nahe benachbarter Flüs- 


sigkeitsteilchen zur selben Zeit legt die Betrachtung einer anderen Fläche zweiten 
erades 


N) ER Y,D-5X24:,7? 4522427, Y24297,2X 127, XY — const. 
neben der Deformationsfläche nahe. Die Koeffizienten dieser neuen Fläche wurden 
bereits von P. Appell durch die Koeffizienten der Deformationsfläche ausgedrückt. 
Verf. bemerkt zunächst, daß bei wirbelfreien Flüssigkeitsbewegungen beide Flächen 
dieselben Achsen besitzen, 2 sei eine feste geschlossene Fläche, welche das Gebiet 
 T begrenzt. Die Endpunkte der von den Punkten M(x, y,z) von & abgetragenen 
" Beschleunigungsvektoren erfüllen die Fläche &”, ferner bedeuten Vs und Vy- die 
von Z und 2’ begrenzten Volumina und Vz das Volumen, welches von derjenigen 
Fläche begrenzt wird, die von den Endpunkten der von einem gemeinsamen An- 
Tangspunkt aus abgetragenen Baschleunigungsvektoren gebildet wird. Mit Hilfe 
der Invarianten J], Jg, Js der quadratischen Fläche (1) werden Integralformeln für 
‚das Volumen Vy, Barbesteill. Falls z. B. ein Beschleunigungspotential existiert, 
Beib; sich speziell 


BE (J,—JI,)dedyde, Ver = IT I2de dy de. 


Garten (Tübingen). 

Müller, W.: Über den Impulssatz für einen in der Flüssigkeit bewegten Kör- 
‚per. Ingenieur-Arch. 18, 338—343 (1950). 

Herleitung des ipalleatres für einen in einer idealen Flüssigkeit bewegten 
Körper unter Zugrundelegung der absoluten Bewegung der Flüssigkeit, bezogen auf 
ein mit dem Körper bewegtes System, nebst den hiermit zusammenhängenden 
Beziehungen für das Moment der Druckkraft und die kinetische Energie. Anwendung 
auf Rotationskörper und das Ellipsoid. Maruhn (Dresden). 


Scholz, N.: Beiträge zur Theorie der tragenden Fläche. Ingenieur-Arch. 18, 
84-105 (1950). 


Die Strömungsbedingung für die tragende Fläche verlangt, daß die Anströmungsrichtung 
tangentialzur Kontur der Fläche verläuft, und ist für die ganze Flügelfläche zuerfüllen. Während 
diese Bedingung für den ebenen Fall, d. 'h. für Flügel unendlicher Spannweite, durch die Birn- 
baum-Glauertschen Ansätze leicht erfüllbar ist, nimmt die Behandlung des Flügels endlicher 
Spannweite erheblichen Umfang an, vgl. die Lösungen von K. Wieghardt (Zbl. Mech. 10, 377) 
und I. Ginzel (Jbuch. Deutsch. Luftfahrtforschung 1940, I, 238) für den Rechteckfügel oder von 
V.M.Falkner [Aeronaut. Res. Commit., Rep. a. Mem., London Nr. 1910 (1943)], welcher die 
flächenhafte Zirkulationsverteilung in diskrete Einzelwirbel in Tiefenrichtung und Spann- 
weitenrichtung auflöste. Die neue Theorie des Verf. liegt etwa in der Richtung der Theorien 
von Wiegh ardtund Gi nzel,d.h.sie nimmt stetige Verteilung der Zirkulation über die Spann- 
weite an, teilt die Zirkulation in Richtung der Flügeltiefe aber in mehrere Streifengebiete auf. 
Abweichend von den genannten Verfassern wird in jedem dieser Streifengebiete jeweils ein 
Ersatzwirbel in 1/4 der Streifentiefe 1 angenommen und die oben erwähnte Strömungsbedingung 
in 3/4 der Streifentiefe, jedoch nicht in allen Punkten, sondern nur in m diskreten Punkten längs 
Spannweite, erfüllt. Damit läßt sich die Integralgleichung für die Zirkulationsverteilungen 
Toy) = Vba(a® sind + aPsin3® + a” sin5d+ ++), y= Spannweitenrichtung, cos d — 
2y/b, b= Spannweite, &= geometrischer nike, V = Strömungsgeschwindigkeit] 
der einzelnen Streifen in ein lineares Gleichungssystem von endlich vielen Gleichungen 
überführen. Die m Koeffizienten der angesetzten Reihen für die Zirkulationsverteilung können 
bei n Streifenwirbeln aus der Strömungsbedingung in nm Punkten der Tragfläche erfüllt 
werden, woraus sich ein System von n: m Gleichungen ergibt. In dieses Gleichungssystem 
gehen als Koeffizienten die Abwindgrößen an den betreffenden Stellen ein, welche daher für 
die Berechnung spezieller Fälle bekannt sein müssen. Die Abwindverteilungen für die einzelnen 
Fourierglieder in Richtung der Flügeltiefe werden daher für vier Stellen der Spannweite vom 
Verf. in Zahlentafeln — in Diagrammen übrigens auch schon bei I. Ginzel — angegeben. 
Durch Benutzung dieser Tafeln wird die im Einzelfall zu leistende numerische Arbeit auf ein 
erträgliches Maß herabgedrückt. — Als Anwendungsbeispiel behandelt Verf. mit 4 Gliedern der 
Zirkulationsverteilungen die Fläche mit elliptischem Grundriß und die Rechteckfläche und gibt 


SD DEREN 


Tune 


3a - 


bei verschiedenen Seitenverhältnissen Zahlentafeln und Diagramme für die Zirkulations 
verteilung, die Höhenschichtlinien der Lastverteilung, den Auftriebsanstieg und die Neu-: | 
tralpunktlage. F. Riegels (Göttingen). | 

Fage, E. et M. Vernet-Lozet: Une methode de caleul des vitesses ä la surface) 
d’un profil d’aile, en 6coulement plan d’un fluide parfait incompressible. C.r. Acad. 
Sci. , Paris 227, 1339—1341 (1948). 

Die Methode beruht auf der konformen Abbildung des Geschwindigkeits- 
feldes um ein beliebiges Profil auf ein solches um einen Kreis. T. Theodorsenf 
fu. J.E. Garrick, Aeronautics, Washington 19, 177—209 (Report 452) (1933)]! 
berechnete die Geschwindigkeit um das Profil, indem er zuvor die Abbildungs- 


funktion bestimmte. Verff. zeigen, daß diese meist recht mühsame Bestimmung 

A el dF dF d 
überflüssig ist, da die komplexe Geschwindigkeit am Profil durch 77 | 
kR=x+iy bzw. &=&+in die komplexen Variablen in der Ebene des! 
Kreises bzw. des Profiles, F(z) bzw. F(£) die entsprechenden Geschwindigkeits- 
potentiale] gegeben ist und die Geschwindigkeit auf dem Kreis dF/dz leicht 
berechnet werden kann, während . — ei (v, bzw. v, Beträge der Geschwindig- 
keiten auf dem Kreis bzw. Profil, ® Winkel dieser Geschwindigkeiten, d.h. zwischen | 
den Tangenten an Kreis und Profil in zwei homologen Punkten) in Abhängigkeit | 
vom Argument @ des auf dem Kreis gelegenen Punktes durch 

2n 


log ae dp) ont dp’ 


gegeben ist. Garten (Tübingen). 
Vladimirsky, Serge: Mouvement general plan non uniforme d’une plaque 
infiniment mince. C.r. Acad. Sci., Paris 231, 30—32 (1950). 
Geschwindigkeitspotential und Druckverteilung für eine dünne, unendlich 
lange Platte endlicher Breite, die einer beliebigen Bewegung unterliegt, werden in 
erster Näherung aus den Potentialen der Translation, Rotation und der Wirbel- 
schleppe unter der Kärmän-Sears-Bedingung verschwindender Zirkulation um Platte 
und Schleppe explizit berechnet. Pretsch (Bonn). 


a 


Truckenbrodt, E.: Ergänzungen zu F. Riegels: „Das Umströmungsproblem 

bei inkompressiblen Potentialströmungen“. Ingenieur-Arch. 18, 324-328 (1950). | 
Die von Riegels (dies. Zbl. 31, 187) erhaltenen Ausdrücke für Auftriebskraft 

und -moment sowie für die Geschwindigkeitsverteilung längs des Profiles werden | 
durch einige Umformungen zur besseren numerischen Berechnung zurechtgemacht; | 
gewisse generelle Konstanten werden tabuliert angegeben. Einige Beispiele. | 
Maruhn (Dresden). 


Truesdell, €.: A new definition of a fluid. I. The Stokesian fluid. J. Math. | 
pur. appl., Paris, IX. S. 29, 215—244 (1950). 

Der klassische Ansatz für zähe Flüssigkeiten bedürfe bei niedrigem Druck einer 
Abänderung. Als Stokessche Flüssigkeit definiert Verf. eine solche, bei der der | 
additiv zum Druck hinzutretende Tensor der inneren Spannung eine Funktion des 
Deformationstensors ist, die noch von Druck, Temperatur, einer Konstanten von der | 
Dimension einer Temperatur, dem mittleren Druck und noch einer Konstanten ab-_ 
hängt, der sogenannten natürlichen Viscositätskonstanten. Für die Abhängigkeit 
vom Deformationstensor wird eine Potenzreihe angesetzt, die nach Reiner durch 
drei Glieder ersetzt werden kann, deren Koeffizienten aber noch die Invarianten | 
des Tensors enthalten können. Es kommt nur das Verhältnis des Druckes zum. 
mittleren Druck vor. Von der Dimensionstheorie wird ausgiebig Gebrauch gemacht. 
In der Duchführung wird besonders die Flüssigkeit nach Reiner und Rivlin be- 
handelt. Das Beispiel der ebenen Parallelströmung. Im Anhang als Vorbereitung 
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ür weitere Untersuchungen eine Übersicht über die allgemeine Theorie kontinuier- 


licher Medien. Hamel (Landshut). 


Dean, W.R.: Note on the motion of liquid near a position of separation. Proc. 


| "Cambridge phil. Soc. 46, 293—306 (1950). 


Ausgehend von den stationären zweidimensionalen Navier-Stokesschen Be- 


 wegungsgleichungen für Flüssigkeiten mit konstanter Dichte und Zähigkeit, also 


unter Berücksichtigung der zweiten — bei der Grenzschichttheorie im allgemeinen 


‚ vernachlässigten — Bewegungsdifferentialgleichung untersucht Verf. das Verhalten 


der Lösung in der Nähe der Wand. Es wird eine Stromfunktion eingeführt und für 


_ diese eine Doppelreihe in den Koordinaten x (parallel zur Wand) und %y (senkrecht 


zur Wand) angesetzt: 
yenftraytbyfata,Yrbyatay?a? 
+ Pb Pro Prt+dyait- 


Durch Einsetzen der Doppelreihe in die Differentialgleichung für y und unter Be- 


ra 
r 
Wer 


achtung der Randbedingung wird zunächst für den Fall, daß die Schubspannung, 
d.h. der Koeffizient von y in der Geschwindigkeitsverteilung u, nicht verschwindet, 


‚eine von der Grenzschichttheorie her bekannte Beziehung abgeleitet. Es kommt 


nänmfich der Koeffizient a, sowohl in der Reihenentwicklung von p(x) bei y = 0 
als auch in der Entwicklung von u vor. D.h.es besteht eine Beziehung zwischen 
der Krümmung des Geschwindigkeitsprofils (dem Koeffizienten von y? in v) und 
dem Druckgradienten an der Wand [dem Koeffizienten von z in p(x) bei y= 0]. 
‚Für den Fall verschwindender Schubspannung, d.h. im Ablösepunkt der Strömung, 
besteht darüber hinaus eine Beziehung zwischen den Koeffizienten a, und c, der 


ö Eiricklung für y. Wenn diese beiden Bedingungen erfüllt sind und der Koeffizient 
. von %° in u nicht verschwindet, ist die Bewegung eindeutig. Auf Grund seiner ein- 


gehenden Analysis bestätigt der Verf. das schon Blasius bekannte Ergebnis, daß 


‚die Stromfunktion in der Nähe des Ablösepunktes die grundsätzliche Form 
An: y®+ B,y’x und die Ablösungsstromlinie die Form einer Geraden 


A,y+ B,2=0 besitzt (wobei jetzt der Ursprung des Koordinatensystems im 
Elösepunkt angenommen ist). Die ganze Rechnung ist natürlich in dimensionslosen 
Größen durchgeführt und die hier benutzten Formelzeichen für x, y, u, y sind ent- 


sprechend aufzufassen, aleo = «’/L; y= (y'/L) ‚Yu L/v usw. — Durch Über- 
gang auf große Reynoldszahlen wird zum Schluß ein Vergleich mit den Ergebnissen 


von 8. Goldstein (dies. Zbl. 33, 317), der das Problem von der Grenzschichttheorie 
her behandelte, gemacht. Riegels (Göttingen). 


Viguier, @.: Quelques apergus sur un problöme de M. J. Boussinesq. Acad. 
Belgique, Bull. Cl. Sei., V. 8.36, 71—76 (1950). 

Verf. betrachtet die Bewegung einer zähen inkompressiblen Flüssigkeit in dem 
Falle, daß das Gradientenfeld der Geschwindigkeiten derart hohe Beträge gewinnt, 
daß die klassische Linearapproximation unzulässig wird. Statt ihrer gewinnt Verf. 
eine Riccatische Differentialgleichung zur Charakterisierung des Problems und für 
diese eine geometrische Lösungsmethode. M. Pinl (Dacca). 

Toraldo di Franeia, Giuliano: Moti uniformi di un liquido viscoso fra due sfere 
'eoneentriehe rotanti. Boll. Un. mat. Ital., III. S. 5, 273—281 (1950). 

Verf. behandelt die stationäre Strömung zwischen zwei konzentrischen Kugeln, 


"von denen die innere um eine feste Achse rotiert. Bei kleiner Drehgeschwindigkeit 
“ergibt sich die bereits von Kirchhoff angegebene Lösung, bei der die Flüssigkeits- 
' teilchen in den einzelnen Schichten sich wie starre Kugelschalen bewegen. Es zeigt 
“sich jedoch, daß das Drehmoment, das infolge der Flüssigkeitsreibung an die äußere 


Kugel ausgeübt wird, nicht proportional mit der Drehgeschwindigkeit zunimmt, 
“wie es der Kirchhoffschen Lösung entsprechen würde, sondern schneller anwächst. 
Dies ist darauf zurückzuführen, daß in den Meridianebenen noch eine Sekundär- 
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strömung stattfindet. Verf. berechnet diese Sekundärstriömung als zweite Näherung 
der hydrodynamischen Differentialgleichungen dieses Problems, wobei die Kirch- 
hoffsche Lösung als 1. Näherung benutzt wird und nur Glieder 1. Grades in der 
Reynoldschen Zahl Re=owA3/lv (® Drehgeschwindigkeit, R, Halbmesser der 
Außenkugel, » kinematische Zähigkeit) berücksichtigt werden. Es werden Strom- 
linienbilder für verschiedene Halbmesserverhältnisse berechnet und aufgezeichnet. 


Durch Berechnung einer 3. Näherung ergibt sich der Einfluß dieser (meridionalen) _ 
Sekundärströmung auf die Hauptströmung (längs der „Breitenkreise‘“) und damit | 
auf das Drehmoment. Ein von Zempl6n (1909) angegebener Meßwert liegt genau 


auf der vom Verf. berechneten Kurve für die Abhängigkeit der Korrekturfunktion 
des Drehmomentes vom Halbmesserverhältnis der Kugeln. Wuest (Göttingen). 
Yih, Chia-Shun: Temperature distribution in a steady, laminar, preheated air 
jet. J. appl. Mech., New York 17, 381—382 (1950). 
Die Geschwindigkeitsverteilung in einem laminaren Strahl aus einem langen 
kreisförmigen Schlitz und einem kleinen kreisrunden Loch ist schon früher von 
H. Schlichting und W. G. Bickley anf Grund der Grenzschichttheorie angegeben 


worden. Im Anschluß hieran wird die Temperaturverteilung in solchen Strahlen | 


berechnet, für den Fall, daß die ausströmende Flüssigkeit wärmer ist als die Um- 
gebung. Die Differentialgleichungen lassen sich in geschlossener Form integrieren. 
Ist die Prandtl-Zahl gleich 1, so hat die Temperaturverteilung die gleiche Form wie 
die Geschwindigkeitsverteilung. H. Schlichting (Braunschweig). 
Betz, Albert: Reihendarstellung der Geschwindigkeitsverteilung in laminaren 
Grenzschiehten. Arch. Math., Karlsruhe 2, 220—222 (1950). 
Da die Potenzreihenentwicklung der Geschwindigkeitsverteilung einer laminaren 


Grenzschicht sehr schlecht konvergiert, schlägt Verf. für praktische Zwecke eine 


Darstellung der Geschwindiekeitsverteilung in der Form 
ah TC 
au = 1 erp eben bn on yly2v®, DI f U(x) dx 
Ö 


vor und zeigt, daß z. B. sämtliche Hartree-Profile (für Geschwindigkeitsverteilungen 
U m x”) schon mit 4 Gliedern dieser Reihe praktisch ausreichend anzunähern sind. 
Vermehrung der Gliederzahl gibt allerdings, wie Verf. betont, keine wesentliche 


Verbesserung, da die grundsätzliche Schwierigkeit der Darstellung des äußeren Teiles 


des laminaren Geschwindigkeitsprofiles durch die Differentialquotienten an der 
Wand damit nicht behoben ist. F. Riegels (Göttingen). 
Sehliehting, H.: Über die Theorie der Turbulenzentstehung. Zusammenfassen- 
der Berieht. Forsch. Gebiete Ingenieurwes. 16, 65—78 (1950). 
Verf. gibt einen Übersichtsbericht über den neueren Stand des Problems der 
Turbulenzentstehung. Nach einleitenden Betrachtungen über die praktische Be- 
deutung des laminar-turbulenten Umschlages werden die Grundgleichungen der 


Stabilitätstheorie aufgestellt und die Methode der kleinen Schwingungen dargelegt, 


mit deren Hilfe Tollmien die Störungsparameter der neutralen Störung und erst- 


mals eine kritische Reynoldszahl und Schlichting außerdem für einige neutrale 


Störungen Amplitudenverteilung und Anfachungsgröße der instabilen Störungen 
berechnete. Ausführlich wird sodann die experimentelle Nachprüfung der Theorie 
durch Dryden [J. Aeron. Sei. 14, 221 (1947)], Schubauer und Skramstad 
[J. Aeron. Sci. 14, 69 (1947)], die eine glänzende Bestätigung der im Ausland viele 
Jahre umstrittenen Theorie erbrachte, behandelt und theoretische Ergebnisse zum 
Umschlagproblem bei einem Körper beliebiger Gestalt, also beliebiger Dreh 
teilung, zusammenfassend erörtert. Der Schluß des Berichtes befaßt sich mit der 
Anwendung der Stabilitätstheorie auf Strömungen mit Absaugung, Fliehkraftein- 
fluß, Dichteschichtung und auf Probleme mit Wärmeübergang. Die Betonung des 
ganzen Arbeit liegt auf der Herausstellung der neuen Erkenntnisse, Viele Dia- 


gramme. F. Riegels (Göttingen). 


a a ER a er Je a 1 Vo ma Ar 
rw N, Pe. a ae NE Na 
IR r N Br 
Er { A, j t y e 


383 


2 Chandrasekhar, $.: The decay of axisymmetrie turbulenee. Proc. R. Soc., 
London, Ser. A 203, 358—364 (1950). 

Die De dinngen von Batchelor (dies. Zbl. 36, 256) haben den vorherr- 
schenden Einfluß der großen Wirbel in der Endperiode der abklingenden Turbulenz 
gezeigt. Die großen Wirbel sind aber nicht mehr isotrop, und die einfachste An- 
nahme besteht in der Voraussetzung der Achsensymmetrie. Verf. wendet daher die 

_ von ihm entwickelte Theorie der achsensymmetrischen Turbulenz (dies. Zbl. 37, 406) 
auf dieses Problem an. Wegen des vorherrschenden Einflusses der Zähigkeit’werden 

_ dabei die Trägheitsglieder in den Bewegungsgleichungen vernachlässigt. Damit 

vereinfachen sich auch die beiden Differentialgleichungen für die definierenden 
Skalarfunktionen Q, und Q, des Geschwindigkeits-Korrelationstensors und nehmen 
eine der Wärmeleitungsgleichung verwandte Form an, so daß die Lösungen als 
Reihenentwicklungen nach Besselfunktionen dargestellt werden können. Für große 
Abklingzeiten (1 — ©0) wird die asymptotische Form der Lösung abgeleitet, die mit 
früheren Ergebnissen von Batchelor übereinstimmt. Ein Sonderfall ergibt sich 
dann, wenn die Skalarfunktion Q, nur von r,t abhängt. In diesem Fall läßt sich 
Q unabhängig von Q, berechnen, während Q@, der für isotrope Turbulenz geltenden 
Differentialgleichung gehorcht. Die Turbulenz läßt sich also in diesem Fall durch 
Überlagerung zweier einander nicht beeinflussender Skalarfelder, eines isotropen und 
eines achsensymmetrischen, darstellen. Wuest (Göttingen). 

Lin, €. C.: Remarks on the speetrum of turbulence. Proc. Symposia appl. Math., 
Nr. 1, (Brown Univ. 2.—4. 8. 1947. Nonlinear problems in mechanics of continua.) 
81—86 (1949). 

Diese schon etwas ältere Arbeit befaßt sich mit den Zusammenhängen der 
neueren Theorien über die isotrope Turbulenz. Taylor stellte eine Beziehung zwi- 
schen Korrelationsfunktion und Spektralfunktion durch Fouriertransformierte her. 
Verf. zeigt, daß die Gleichung von v. Kärmän und Howarth (1938) für die Korre- 
lationsfunktion (propagation of double correlationfunction) identisch ist mit einer 
allgemeinen Gleichung für die zeitliche Änderung des Spektrums. Auf Grund dieser 
Gleichung werden die verschiedenen Annahmen von Kolmogoroff, Obuchoff, 
Heisenberg und v. Weizsäcker diskutiert, welche auf das k”5/3 Gesetz für das 
Spektrum bei großen Wellenzahlen % führen. In einfacher Weise wird schließlich 
aus der erwähnten Gleichung abgeleitet, daß das Spektrum bei kleinen k proportional 
k* und zeitlich unveränderlich ist, was übereinstimmt mit der Aussage von 
Loitziansky. Den Schluß der Arbeit bildet eine kurze Bemerkung über die 
Nullstellen der Geschwindigkeitsschwankungen. F. Riegels (Göttingen). 

/ Kovasznay, Lesie $S. G., Mahinder $. Uberoi and Stanley Corrsin: The trans- 
formation between one-and three-dimensional power speetra for an isotropie scalar 
fluetuation field. Phys. Rev., Lancaster Pa., II. S. 76, 1263—1264 (1949). 


Kärmän, Theodore de: Sur la theorie statistique de la turbulenee. C. r. Acad. 
Sci., Paris 226, 2108—2111 (1948). 

Casal, Pierre: Ftude des champs de veeteurs al&atoires, appliqu6e A la ein6- 
matique des fluides turbulents. Bull. Soc. math. France 7%, 141—147 (1949). 

Verf. macht Ansätze für die nichtisotrope Turbulenz. Da zeitliche Mittelwerte 
hierfür ungeeignet sind, werden stochastische Mittelbindungen ähnlich wie bei 
Kolmogoroff für die isotrope Turbulenz benutzt. Verf. führt einen Korrelations- 
tensor der Geschwindigkeitskomponenten und einen Korrelationstensor des Wir- 
belvektors ein und stellt Beziehungen zwischen beiden auf. Aus diesen werden 
für die homogene anisotrope Turbulenz Aussagen über die Dissipationsfunktion 
and die turbulenten Spannungen abgeleitet. F. Riegels (Göttingen). 
Monin, A. $.: Über die Charakteristiken der anisotropen Turbulenz. Doklady 
Akad. Nauk SSSR, n. S. 75, 621—624 (1950) [Russisch ]. 
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Haskind (Chaskind), M. D.: Oseillation of a wing in a subsonie gas flow. | 
Priklad. Mat. Mech., Moskva 11, 129—145 u. englische Zusammenfassg. 146 
(1947) [Russisch ]. | 

Riabouchinsky, Dimitri: Sur un paradoxe signal par M. Garrett Birkhoff. 
C. r. Acad. Sei., Paris 231, 1269—1271 (1950). 

Die Beziehung zwischen Druck und Dichte wird in der Hydrodynamik der 
kompressibeln Flüssigkeiten manchmal parabolisch, manchmal hyperbolisch an- 
‚genommen. Das erstere entspricht dem Gesetz der Adiabate, wenn der Exponent 
gleich 2 genommen wird, die zweite Annahme gilt allgemein angenähert, wenn die 
Abweichung von einem Normalzustand klein angenommen wird. So überbrückt 
sich der scheinbare Gegensatz. Hamel (Landshut). 


Pack, D. €.: The eondition for the detachement of the shock wave from a wedge 
in a supersonie stream. Proc. Cambridge phil. Soc. 44, 298—300 (1948). 

Whitham, 6. B.: The propagation of spherical blast. Proc. R. Soc., London, 
Ser. A 203, 571—581 (1950). 

Zur Untersuchung der Ausbreitung kugelförmiger Stoßwellen ist die lineari- 
sierte (akustische) Theorie nur bei sehr geringer Stoßstärke und in der Umgebung | 
des Zentrums brauchbar, versagt aber in größerer Entfernung vom Ursprung wegen | 
der Divergenz der Charakteristiken. Verf. entwickelt daher eine allgemeinere Theorie 
der kugelförmigen Welle für größeren Abstand vom Ursprung, die bei geringer Stoß- 
stärke auch in der Umgebung des Ursprungs gültig bleibt. Mit Hilfe dieser Theorie 
läßt sich zeigen, daß hinter dem Hauptstoß die Charakteristiken eine Enveloppe 
bilden und ein zweiter Stoß auftreten muß. Zwischen den beiden Stoßfronten fällt 
der Druck annähernd linear ab (daher die Bezeichnung N-Welle für einen solchen 
Doppelstoß). Wuest (Göttingen). 

Dressler, Robert F.: Mathematical solution of the problem of rollwaves in in- 
clined open channels. Commun. pure appl. Math., New York 2, 149—194 (1949). | 

Die Erscheinung der Rollwellen längs eines Kanals mit Gefälle wird auf Grund 
der nichtlinearen partiellen Differentialgleichungen der ‚Seichtwassertheorie‘‘ ge- | 
klärt. Stetige Lösungen können hier nicht periodisch sein, und unstetige periodische 
Lösungen können nur durch periodisches Aneinanderfügen von Abschnitten einer 
besonderen stetigen Lösung mit Stößen konstruiert werden. Es wird bewiesen, daß 
Rollwellen nicht auftreten können, wenn der Widerstand verschwindet oder einen | 
kritischen Wert übersteigt. Das Verhältnis von Wellenhöhe zu Wellenlänge ist | 
für die Rollwellen von der Wellengeschwindigkeit abhängig. Für gegebene Werte | 
von Gefälle, Widerstand und Wellengeschwindigkeit erhält man eine einparametrige | 
Schar von Röllwellen und aus ihr für vorgegebene Wellenlänge die eindeutige Lösung. | 
Wenn man die Seichtwassertheorie nach der Störungsmethode von Friedrichs auf | 
höhere Näherungen zu den Grundgleichungen erweitert, wie es Keller (dies. Zbl. 
31, 331) getan hat, kann man Rollwellen auch als stetige Funktionen vom Typ der 
Jacobischen elliptischen Funktion en erhalten (‚‚en“-oidale Wellen). Pretsch. 

Roseau, Maurice: Les mouvements ondulatoires de la mer sur une plage. | 
C. r. Acad. Sei., Paris 231, 1212—1214 (1950) 

Verf. betrachtet die Wellenbewegung einer idealen wirbelfreien Flüssigkeit über | 
einem gegen die freie Meeresoberfläche (y = 0) geneigten „Strand“ (7-23. —0) | 
Es werden Bewegungen untersucht, deren Geschwindigkeitspotentiale die Gestalt 
eetp(x,y) bzw. eilkz+ot) p(x,y) haben, und hierzu die Differentialgleichungen 
(Laplacesche bzw. Wellengleichung in einer &, 7-Ebene mit & ti y= e+tin) nebst 
den Randbedingungen auf dem ‚Strand‘ und der freien Oberfläche aufgestellt. 
Es gelingt, Greensche Funktionen dieser beiden Probleme anzugeben und mit deren 
Hilfe die Potentiale durch ihre Werte auf der freien Oberfläche auszudrücken. 


Maruhn (Dresden). 
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Weitz, Mortimer and Joseph B. Keller: Refleetion of water waves from floa- 
ting ice in water of finite depth. Commun. pure appl. Math., New York 3, 305—318 
- (1950). 

In der linearen Wasserwellentheorie sind Probleme der Reflexion an schwim- . 
menden Körpern einfach nur zu lösen, wenn man diese durch die Annahme un- 
abhängiger Massenpunkte (Eisstücke) ersetzen kann. Es ändert sich dann lediglich 
die Randbedingung an der freien Oberfläche. Der Fall, daß eine Hälfte der Wasser- 
oberfläche mit Schwimmstoffen konstanter Oberflächendichte bedeckt und die 
andere frei ist, wurde für unendliche Wassertiefe und normal zur Trennungslinie 
einfallende Wellen von Peters (erscheint später in Comm. pure appl. Math.), für 
Seichtwasser und beliebige Einfallwinkel von Goldstein und Keller (Master’s 
Thesis, New York University) behandelt. Verf. untersucht das Übergangsgebiet be- 
liebiger endlicher Wassertiefe für beliebige Einfallwinkel und benutzt dazu die von 
Heins (dies. Zbl. 35, 421) für das halbunendliche Dock bei beliebiger Wassertiefe 
angewendete Methode, die wegen der vom Wiener-Hopf-Typ abweichenden Integral- 
gleichung des vorliegenden Problems etwas abgeändert wird. Pretsch (Bonn). 

; Chang, Hsiang-Lin: Simple methods for the determination of equivalent pipes 
and flow distribution in parallel pipe systems. Sci. Record, Acad. Sinica 2, 408—416 
(1949). 

Sänger, E.: Luftzumischung zu Abgasstrahlen. Ingenieur-Arch. 18, 310—323 
(1950). 

Die Wirkungsgraderhöhung unterschiedlicher Strömungsmaschinen durch Luft- 
beimischung im Abgasstrahl wird untersucht. Dabei wird angenommen, daß die 
Mischung unter konstantem Druck vor sich geht, was die Rechnung vereinfacht, 
ohne ihre Gültigkeit wesentlich einzuschränken. Die Beimischung kann sowohl bei 
Unterdrucken als auch bei Überdrucken erfolgen. Verf. kommt zum Ergebnis, daß 
das erstere für stehende Anlagen oder bei sehr geringen Geschwindigkeiten, das 
letztere insbesondere bei Luftfahrzeugen mit schallnahen Geschwindigkeiten in 
Frage kommt. Die Wirkung steigt mit fallender Machzahl des ursprünglichen Ab- 
gasstrahles, ist also beim Verpuffungsstrahlrohr am größten. Klaus Oswatitsch. 


Wärmelehre: 


e Partington, J. R.: Thermodynamies: a modern introduetion to general thermo- 
dynamies and its applications to chemistry and physies. 4.ed., revised and enlarged. 
London: Constable and Co., Ltd. 1950. X, 263 p. 22s. 6d. 


Bridgman, P. W.: The thermodynamies of plastic deformation and generälized 
entropy. Rev. modern Phys., New York 21, 56—63 (1949). 

Es wird die Frage erörtert, wie man einem Körper in einem Zustand ‚‚der völlig 
von Irreversibilität umgeben ist“, d.h. der auf keinem reversiblen Weg aus einem 
Zustand thermodynamischen Gleichgewichts erreicht werden kann, eine Entropie 
zuordnen kann. Beispiele: Körper mit Spannungs-Dehnungs-Hysterese, idealer 
plastischer Körper, Körper mit inneren Umwandlungen. J. Meisner. 

Guggenheim, E.A.: Entropies of mixing in certain athermal binary solutions. 
Proc. R. Soc., London, Ser. A 203, 435—-454 (1950). 

Athermische Gemische werden definitionsgemäß von Substanzen gebildet, 
deren Wärmetönung beim Mischen null oder vernachlässigbar gering ist. Dies ist 
der Fall bei chemisch ähnlichen Substanzen. Bei verschiedener Größe und Gestalt 
der Moleküle treten Abweichungen von der idealen Mischungsentropie auf. Eine 
statistische Berechnung der realen Mischungsentropie wird mit Hilfe eines erstmalig 
von Fowler und Rushbrooke benutzten Modellgitters durchgeführt. Die Durch- 
rechnung des Problems zeigt, daß die Molekülgröße einen stärkeren Einfluß auf die 
Mischungsentropie ausübt als die Molekülgestalt. H. Behrens (Weil a. Rhein). 
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Groot, 8. R. de: Sur la thermodynamique des phenomenes irr&versibles. Acad. 
Belgique, Bull. Cl. Sei., V. 8. 36, 413—418 (1950). 
Die Arbeiten von Verschaffelt (dies. Zbl. 30, 90; 31, 138; 33, 88, 140; 36, 
140 und andere) zur thermodynamischen Theorie der irreversiblen Prozesse, ins- 
besondere sein Superpositionsprinzip der Entropieerzeugung beim Ablauf mehrerer 
elementarer irreversibler Prozesse werden kritisch besprochen. Es wird gezeigt, 
daß die Onsagerschen Reziprozitätsbeziehungen allgemeiner sind als das Super- 
positionsprinzip von Verschaffelt und daß letzteres im Widerspruch zum Thermo- 
diffusionseffekt und zu anderen in der Natur auftretenden Erscheinungen steht. 
J. Meixner (Aachen). 


MacDonald, D. K. C.: Some statistical properties of random noise. Proc. Cam- 
bridge phil. Soc. 45, 368—372 (1949). 

Zur Untersuchung der beugenden Eigenschaften der Ionosphäre sendet J. A. Ratcliffe 
[Nature, London 162, 9 (1948)] eine einzige Dauerfrequenz aus und beobachtet das zurück- 
kommende schwankende Signal, das dann eine gewisse Frequenzbreite hat, die durch zufällige 
Mehrfach-Streuungen verursacht angenommen wurde. Durch die Analyse der Korrelation der 
Amplituden-Enveloppe R(t) und die daraus folgende Kenntnis des effektiven Frequenzspek- 
trums gelangt man z. B. zu einer Abschätzung der mittleren quadratischen Geschwindigkeiten 
der streuenden Zentren. Da aber die schwankenden Phasen auch beobachtet werden, ist es er- 
wünscht, auch eine Analyse der Phasenkorrelation zu haben. Diese Aufgabe löst diese Arbeit. 
— Wenn das Frequenzspektrum schmal ist, hat das resultierende Geräusch (die zufällige Schwan- 
kung) den Charakter einer regulären Schwingung mit zufälligen Schwankungen von Amplitude 
und Phase (1) y(t) = R(t) sin [o,t + 0(t)], wobei R(t) und $(t) relativ langsam gegen sin w,£ 
schwanken. Nach einem von $.O. Rice [Bell. Techn. J. 23, 282 (1944) und 24, 46 (1945)] ab- 
geleiteten Ausdruck für die Wahrscheinlichkeitsverteilung » von Amplitude und Phase nach 
(1) miteinem Frequenzspektrum w(f), p(R, R, 0, 6,) dR, dR, do, d6,, R,= £K(t), R,= R(t + r), 
0, =6(t),0,=09(t + r), wird ein Ausdruck für p(®) d®, @® = 9, —6,, abgeleitet, der z. B. für 
ein Gaußsches Spektrum 


A (102/20 


für nicht zu kleine 7 


»(®) AD rz 22 E I ke 
2n 2 ; 
dagegen für T—0 
d®d 1 
Anor(1 + (82/4 0? n? 72))’" 
wird, d.h.in der Grenze den Dirac-Impuls von der Flächeneinheit ergibt. Daraus folgt der 
5 8 


Mittelwert für |d| und © z. B. |d| = = 1-— er) 3) für nicht zu kleine r, 


p(D) dD r 


Bl =2ont für T>0 

und für 5 

sn®@|=2/ın (To), =2ont TO). 

Nach einer Bemerkung über die Wahl der „mittleren“ Frequenz fo für unsymmetrische Filter 
wird ein Inversionstheorem für das Leistungsspektrum abgeleitet, um explizite die Spektrums- 
parameter aus der Phasen- oder Amplitudenanalyse zu gewinnen. Für symmetrische Spektren 
ergibt sich nach einem Satz von Burgess und Uhlenbeck ein Ausdruck für die spektrale Ver- 
teilung, der angewendet auf |sin © |, ergibt 


W()= = VA) eos2rfr-dr, 


wobei 


K0=3(1-Z1m®)), W=Lwdtn 


] 
en v 


= } w(f) df und w(f) die gesuchte spektrale Verteilung ist. W.O. Schumann (München). 


Rushbrooke, €. S. and H.D, Ursell: On one-dimensionalrerul i 
Cambridge phil. Soc. 44, 263—271 (1948). a 


Verff. stellen die „große Zustandsumme“ (grand partition function) 


für ein- 


387 


dimensionale reguläre Gesamtheiten auf. Eine solche Gesamtheit liegt nach ihnen 
vor, wenn die Systeme der Gesamtheit eine lineare Kette bilden, die Wechselwir- 
kungen zwischen den Systemen additiv für alle Systempaare sind (Absättigungs- 
kräfte werden ausgeschlossen) und die Wechselwirkungsenergie nur von der Art der 
Systeme und ihrem Abstand abhängt. Die aufgestellte große Zustandssumme gilt 
für jede endliche Anzahl verschiedener Systemarten und jede endliche Reichweite 
der Wechselwirkungen. Daraus leiten sie eine Formel für die Gleichgewichtswerte 
der Systemanzahlen ab, die im Spezialfall Guggenheims Gleichungen des quasi- 
chemischen Gleichgewichts umfaßt. Schließlich beweisen sie, daß kritische Er- 
scheinungen in einer solchen eindimensionalen Gesamtheit mit endlicher Reich- 
weite der Wechselwirkungen nicht auftreten können. Die einfachste durch die 
Formel erfaßte Gesamtheit ist das Isingsche Modell des linearen Ferromagneten. 
Wenn die Wechselwirkung auch den übernächsten Nachbarn umfaßt, erhält man das 
Temperleysche erweiterte Modell vom Isingschen Typ. Die Abhandlung schließt 
mit der Betrachtung von Löchern in der Gesamtheit. Kofink (Karlsruhe). 


Muekenhoupt, Carl F.: Distribution of temperature and eurrent in eylindrical 
boglies. J.appl. Phys., Lancaster Pa. 20, 939—-942 (1949). 

” Die Strom- und Temperaturverteilung in einem Leiter sind miteinander ge- 
koppelt, da der Widerstand temperaturabhängig ist und die Wärmeerzeugung durch 
die Stromdichte gegeben ist. Es werden für einen kreiszylindrischen Körper’ die 
Differentialgleichungen der Temperaturverteilung und der Stromverteilung auf- 
gestellt und der spezifische Widerstand o =@,[1 + «&(T— T,)] gesetzt. Das ent- 
stehende Gleichungssystem ist nicht linear und wird durch Potenzreihen der Tem- 
peratur und der Stromdichte gelöst. Einige charakteristische Fälle werden diskutiert. 
1. Gute elektrische und thermische Leitfähigkeit, wie in Metallen, ergibt nahezu 
gleichmäßige Temperatur, und Stromverteilung nach der üblichen Skineffektformel. 
Ausnahmen bilden nur sehr dicke Zylinder oder äußerst hohe Stromdichten. 
2. Guter thermischer oder schlechter elektrischer Leitwert, wie z.B. bei Kohle, 
Graphit, ergeben wesentlich reduzierten Skineffekt, aber die Möglichkeit ungleich- 
mäßiger Temperaturverteilung. 3. Schlechte thermische und elektrische Leitfähig- 
keit ergibt nahezu gleichmäßige Stromverteilung, aber stark veränderliche Tempe- 
raturverteilung. 4. Infolge der Nichtlinearität der Gleichung können merkbare 
„Intermodulations‘effekte auftreten. W.O. Schumann (München). 


Vodicka, Väelav: Conduetion de la chaleur dans les corps stratifies eylindriques. 
Casopis Mat. Fys., Praha %4, Nr. 4, 338—340 und französ. Zusammenfassg. 340 (1950) 
[Tschechisch ]. 

Le probleme suivant s’occupe de la conduction de la chaleur dans un cylindre infiniment 
long, consistant de n couches coaxiales eylindriques auxrayons O<0,<0<''' << 0Onrı eb 
aux materiaux differents. — On suppose la continuit&E de temperature et m&me du courant 
de la chaleur dans les surfaces communes des couches et puis une distribution initiale de tempe- 
rature, donnee dans chaque partie du corps par une fonction de la position r. La face interieure 
du solide est impermeable & la chaleur, qui peut, au contraire, passer (avec un coefficient donne) 


par la face exterieure. Le milieu autour du solide est suppose ä la temperature constante zero. 
(Autoreferat.) 


Vodika, Väclav: Spheres avee des sources ealorifiques. Casopis Mat. Fys., 
Praha 74, Nr. 4, 335—337 und französ. Zusammenfassg. 338 (1950) [Tschechisch ]. 
Une sphere homogene et isotrope, de temperature initiale «,(r), est mise dans un milieu 
avec la temperature constante T\,. A cet instant, les sources calorifiques au debit g(r, t) commen- 
cent A echauffer la sphere, dont la surface laisse, avec un coeffieient donne, echapper la chaleur 


dans le milieu voisin. — Il est & trouver la distribution «(r, t) de temperature dans le solide. 
(Autoreferat.) 


Elektrodynamik: 
e Slater, John €. and Nathaniel H. Frank: Eleetromagnetism. New York and 
London: McGraw-Hill Book Company, Inc. 1947. 
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Smith-White, W. B.: Energy in eleetrostaties. Nature, London 166, 689—690 
(1950). 


Bsfindet sich in elektrischem Felde ein Dielektrikum, so ist nach Gug genheim 
die bei infinitesimaler Verschiebung des Systems geleistete Arbeit mit 


a) -5W=[dvB-5D= [dvE-6E + dwE-5P 
anzusetzen. Die elektrostatische Energie wird in der Literatur durch 
(2) w=4/dH-D 


gegeben. Stellt sie etwa die mechanische Energie dar, so ist sie nach Verf. nur 


dann zutreffend, falls eine lineare B>ziehung zwischen E, D besteht und falls 
irgendein im Felde liegendes Dielektrikum keine Deformation erleidet. Formel (1) 
trifft auch beim Fehlen der linearen Bsziehung zu, nicht aber beim Eintreten einer 
Deformation. In diesem Falle soll nach Verf. die Formel (1) im allgemeinen durch 


-5W = [dvE:8E + [ E- ö(P dv) 
zu ersetzen sein. Hierauf läßt Verf. die nicht berechtigte Rüge ergehen, daß in der 
Literatur der B>griff der Energie nicht mit hinreichender Schärfe gefaßt sei. In- 
dessen ist nach Ref. die Richtigkeit der Formel (2) kaum anzuzweifeln. 8.0. Kar. 

Cernyj, F. B.: Aperiodische Magnetisierung einer Kugel. Doklady Akad. Nauk 
'SSSR, n. S. 55, 215-218 (1947) [Russisch]. 

Es wird der zeitliche Verlauf des Entstehens der elektrischen und magnetischen 
Felder in einer leitenden Kugel beim plötzlichen Einschalten eines an sich unendlich 
ausgedehnten homogenen magnetischen Feldes mit Hilfe der Laplace-Transfor- 
mation berechnet. Für sehr kurze Zeiten nach dem Einschalten ergeben sich die 
elementaren Skineffekt-Formeln bis auf den Faktor 3/2. Zur experimentellen Kon- 
trolle wird der zeitliche Verlauf des Induktionsflusses durch die Äquatorebene der 
Kugel berechnet. Es werden Lösungen sowohl für t >4nuoR?/c® als auch für 
dagegen kleine t angegeben (R Kugelradius, o spez. Leitwert). W.O. Schumann. 

Levin, M. L.: Über den Zusammenhang zwischen den energetischen Koeffi- 
zienten, die die Antenneneinriehtungen an Wellenleitern charakterisieren. Doklady 
Akad. Nauk SSSR, n. S. 60, 787—789 (1948) [Russisch]. 

Mit Hilfe des Lorentzschen Reziprozitätstheorems werden für Wellenleiter mit Antennen 
(z. B. Spalt, Metallantennen, Horn, offenes Ende) Zusammenhänge abgeleitet für die energeti- 
schen Koeffizienten für Ausstrahlung, Reflexion des gleichen Wellentyps einer bestimmten 
Ordnung und Transformation bei der Reflexion in Wellenformen anderer Ordnungen, alles be- 
zogen auf die Energie der aus dem Hohlleiter einfallenden Welle einer bestimmten Ordnung. 
Insbesondere ergibt sich für einen halb unendlichen Wellenleiter beliebiger Form mit einer 
„Antenne“ am Ende Q,, = Q,,, wenn Q,., der Transformationskoeffizient der einfallenden 
Welle » in eine reflektierte Welle g ist. Auch die Phasensprünge beider Transformationen 
sind gleich, wenn sie auf den unendlich entfernten Anfang des Wellenleiters bezogen werden. 
Wenn die äußere energetische Richtcharakteristik der Strahlung der ‚‚Antenne‘“‘ G, (9,9) für 
die aus dem Wellenleiter kommende Welle p bedeutet, so normiert, daß der Mittelwert von 


G,(9, v) gleich 1 ist, so ergibt sich die Empfangsfläche einer Welle, die von außen einfällt, zu 
72 = 


8, = An %or @ -cos?y. Darin ist A die freie Vakuumwellenlänge, Q,- der energetische Aus- 


strahlungskoeffizient einer aus dem Wellenleiter austretenden p-Welle (bezogen auf die Energie 


der ankommenden Welle im Wellenleiter), @, der Wert von G, der für die Richtung der von 
außen einfallenden Welle in Frage kommt, x der Winkel zwischen der Polarisationsebene der 
von außen einfallenden Welle und der Polarisationsebene, die eine aus dem Wellenleiter kom- 
mende p-Welle nach der Ausstrahlung in der Richtung der einfallenden Welle in der Wellenzone 
hat. — Empfangsfläche ist die Fläche der einfallenden Wellenfront, durch die der Energiestrom 
derselbe ist, wie er durch die entsprechenden Eigenwellen des Hohlleiters nach dem Innern des 
Hohlleiters weitergeleitet wied. — Schließlich wird eine Antenne betrachtet, an die sich beider- 
seits zwei oo lange Hohlleiter anschließen. In diesem Falle ergibt sich Q,x = Os ,, d.h. das 
Übertrittsverhältnis der Energie einer »p-Welle im 1. Hohlleiter zum Energiestrom einer im 
2. Hohlleiter weiterlaufenden x Welle und umgekehrt ist das gleiche. — Wenn die Antenne 
ein Resonanzspalt ist, der in eine Wand eines oo langen Hohlleiters eingeschnitten ist, so ist 
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0, = 0,, wenn die o den Strahlungsleitwert des Spaltes für eine von rechts bzw. von links kom- 
mende Welle bedeuten. Es wird für diese Ableitung auf eine frühere Arbeit des Verf. Hzvestija 
Akad. Nauk SSSR, Ser. fiz. 12, Nr. 3 (1948)] Bezug genommen. W.O. Schumann (München). 


Whinnery, J. R.: The effeet of input configuration on antenna impedance. 
J.appl. Phys., Lancaster Pa. 21, 945—956 (1950). 

Ledinegg, E. und E. Fehrer: Über neue Methoden zur Bestimmung der Dielek- 
trizitätskonstanten im em-Wellen-Bereich. Acta phys. Austriaca 3, 82—110 (1949). 

Zum Zwecke der Messung der Dielektrizitätskonstanten im em-Wellenbereich 
werden die Eigenfrequenzen eines metallischen kreisförmigen Hchlzylinders, in dem 
sich eine Scheibe aus dielektrischem Material befindet, berechnet, und die Feld- . 
verteilungen für den „elektrischen‘‘ Typ, bei dem nur E eine Komponente in der 
Achse des Zylinders hat und 4 in der Ebene senkrecht zur Zylinderachse verläuft, 
und die Grundfrequenz und einige Oberwellen abhängig von den Dimensionen disku- 
tiert. — Die Feldverteilung in der dielektrischen Platte ist im allgemeinen nach 
Größe und Richtung schon für die Grundschwingung sehr inhomogen, wenn die 
Platte nicht extrem dünn gegen die Zylinderlänge ist, was also für Meßzwecke 
nötig ist. Von der Lage der Platte innerhalb des Zylinders ist die Resonanzwellen- 
länge für einen flachen Hohlraum, Länge < Radius, sehr wenig abhängig. Die 
Messung erfolgt so, daß erst die Eigenwelle des Hohlraumes ohne dielektrische 
Platte gemessen wird, und nach Einlegen der Platte die Zylinderhöhe so verändert 
wird, daß wieder bei derselben Frequenz Resonanz herrscht. Allerdings ist das bei 
gegebener Frequenz und Plattendicke nur für bestimmte Dielektrizitätskonstanten- 
Intervalle möglich. Interessant ist die Feststellung, daß durch das Einbringen einer 
dielektrischen Platte auch die Eigenfrequenz eines unendlich langen zylindrischen 
Hohlraumes geändert wird. Der Einfluß der ‚unendlich kleinen“ Störung ist keines- 
wegs zu vernachlässigen. W.O. Schumann (München). 


e Oberdorfer, Günther: Die Ortskurventheorie der Wechselstromtechnik. 
2. Aufl. Wien: Franz Deuticke 1950. 100 S. mit 64 Abb.u.9 Tafeln, DM 15.—. 

Die 2. Auflage dieses Buches, das sich mit der in der Elektrotechnik notwendigen 
Ortskurventheorie beschäftigt, bringt gegenüber der 1. Auflage zusätzlich die zir- 
kulare Kubik und die bizirkulare Quartik und ihre kissoidale Darstellung. Allgemein 
laufen diese Ortskurven immer auf geometrische Darstellungen in der komplexen 
Zahlenebene hinaus von Ausdrücken von der Form 

Y Dr DEE DEO 
ER POERER FAT Z" 
wo die V,A,B,C,...,0, P,Q, R,...,Z komplexe Zahlen sind und p ein veränder- 
licher reeller Parameter. In manchen Fällen sind aber außerdem noch die komplexen 
Konstanten von reellen Parametern abhängig. Dann entstehen nicht einzelne Kur- 
ven, sondern Kurvenscharen. In 4 Paragraphen werden zunächst die komplexen 
Zahlen und die einfachsten algebraischen Operationen behandelt, im $ 3 die gerade 
Linie und der Kreis in der komplexen Ebene, die Parabel, die zirkulare Kubik 
2 (ft 

= a z und die bizirkulare Quartik V = an o und ihre Er- 
mittlung durch kissoidale Erzeugung. Im $4 werden die Scharendiagramme be- 
sprochen und eine Reihe von Beispielen aus der praktischen Elektrotechnik durch- 
gerechnet. In $5 wird sehr kurz auf die Darstellung der Leistung und auf nomo- 
graphische Beziehungen eingegangen. W.O. Schumann (München). 


Baumann, Ernst: Über Scheinwiderstände mit vorgeschriebenem Verhalten des 
Phasenwinkels. Z. angew. Math. Phys., Basel I, 43—52 (1950). 

Es soll ein Scheinwiderstand bzw. ein Leitwert bestimmt werden, dessen 
Phasenwinkel so frequenzabhängig ist, daß 1. im Bereich 0 <o <o,, tgp von 
Null stetig auf tg y, ansteigt, 2. im Bereich &, <w <w,, tg möglichst konstant 
ist, jedenfalls tg, nicht unter- und tg, nicht überschreitet, 3. im Bereich 


\ 
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® <o <oo, tgy dauernd wächst und schließlich dem Wert oo zustrebt. Solche 
Scheinwiderstände sind für gegengekoppelte Verstärker erwünscht. = Die Lösung 
erfolgt analog der Cauerschen Methode in der Theorie der Filter und führt auf ellip- 
tische Funktionen. Nach Lösung eines Teilungsproblems der elliptischen Funktion 
gelingt es, tg als f(w) darzustellen und auch einen Ausdruck für den Scheinwider- 
stand zu finden, der sich durch Schaltungen, die entweder nur Widerstände und 
Induktivitäten oder nur Widerstände mit Kapazitäten enthalten, darstellen läßt. 
Am Schluß wird ein Beispiel durchgerechnet. W.O. Schumann (München). 

Redheffer, R.M.: Remarks on the basis of network theory. J. Math. Phys., 
Massachusetts 28, 237—258 (1950). f 

Es wird eine Reihe von axiomatischen Beziehungen der Schaltungstheorie abgeleitet, . 
wobei die Objekte Vierpole sind, die sich in einer Übertragungsleitung befinden, die z. B. auch 
ein Hohlrohr sein kann, und durch ihre komplexen Reflexions- und Durchtrittskoeffizienten 
für eine von links bzw. von rechts kommende Welle charakterisiert werden. Es sind „lineare‘‘ 
Objekte vorausgesetzt, d.h. „linear von links‘, wenn für eine von links kommende Welle die 
durchgelassene und die reflektierte Amplitude proportional der einfallenden ist. Analog „linear 
von rechts“. Wenn 2 solche Objekte in Reihe geschaltet werden, mit ti, r als Durchlaß-Koeffi- 
zienten von „links“ und von „rechts“ und r, oe den entsprechenden Reflexionskoeffizienten, 
und (£rro) (t,7,r,0,) das aus beiden zusammengesetzte neue Element bezeichnet, so ist 

ee Tu r+dn a ee) 

() Bra (er Pee ’ 
d=tr—ro,d, =t,1, —r,0,. Daraus wird abgeleitet: Eine lineare Schaltungistein Quadrupel 
von komplexen Zahlen, welches mit andern Quadrupeln sich nach Art der Gleichung (1) zusammen- 
setzt. Aus Gleichung (1) werden zunächst algebraische Eigenschaften abgeleitet. Eine zum 
Vierpol hinzugefügte Leitung von der Länge Ahat t=1, r=(, so daß ihr Symbol 1100 ist. 
Daher ist. 


(1100) (trre) = (trro) (1100) = (trro). 
Es läßt sich auch die Existenz des Inversen eines Objekts nachweisen, indem 


(74 - G) @rro) = (1100) 


ist. Nicht alle Objekte mit d #0 bilden eine Gruppe, aber jene, bei denen das Produkt zweier 
Objekte wieder ein Objekt der Gruppe ist. Bilaterale Objekte, die dem Reziprozitätstheorem 
genügen, d.h.mit i=r, geben kombiniert wieder bilaterale Objekte und bilden eine Unter- 
gruppe der allgemeinen Objekte, aus denen sie entstehen, falls diese eine Gruppe bilden [z.B. 
bilden die „‚verlustlosen“ Objekte eine Gruppe nach (1)]. Kommutierende Objekte, d.h. solche, 
bei denen ein Paar die gleichen Eigenschaften hat unabhängig von deren Reihenfolge, bei denen 
re=r'/o' und (1—d)/r = (1—d,)/r, sein muß, besitzen auch Inverse der gleichen Bedingung. 
Deshalb bilden alle Objekte mit r/eo=a und (1—d)/r=b eine Abelsche Gruppe unter der 
Multiplikation (1). Spezielle Fälle sind d=1 und r=0 oder o=(0. — Ausgehend von 
diesen Grundsätzen werden dann verschiedene Zusammenhänge mit der Matrizenrechnung auf- 
gezeigt nach Arbeiten von P. Marcus und spezielle Objekte diskutiert. Das „Shuntobjekt“, 
entsprechend der Parallelschaltung quer zur Leitung, wird so definiert, daß ein Objekt, hinter 
dem eine Reflexion r eintritt, auf beiden Seiten das gleiche elektrische Feld haben soll. Dies 
tritt dann ein, wenn nr, (d—t—o)+(1+r—t)=0, woraus 4 gleichwertige Bedingungen 
folgen, von denen eine die bekannte =1+r und T=1-+-.o ist. Verlustlose Objekte werden 


in der üblichen Form durch |[{? + [r?=1, |r|? +jo?=1 definiert. Damit aber auch dem 
Multiplikationsgesetz 1 genügt wird, treten noch zusätzliche Bedingungen hinzu, z.B. 
d = — e!(argr+arg or | er x] 
’ 


Aus der ersten Bedingung folgt A=argt+argr -argr —argo = (?n + Weenbzws Ar. 
— Wird die Größe B=argt—argr eingeführt, so ist für jede Funktion f(t,7,r,o), die gegen 
das Zuschalten von Leitungen beliebiger Länge invariant ist, {= F(A, B). In analoger Weise 
werden auch passive Objekte definiert, für die |t?-+ ||? <1 ist. Im 4. Abschnitt werden 
einige allgemeine Sätze über die wiederholten Reflexionen einer Kette von Objekten behandelt. 
W.O. Schumann (München). 

Gonzälez Dominguez, Alberto: Über einige Punkte der mathematischen Theo- 
rie der linearen Ströme. Rev. Un. mat. Argentina 14, 276—322 und engl. Zusammen- 
fassg. 275 (1950) [Spanisch]. 

This paper deals with certain aspects of the mathematical theory of linear systems. In 


the first part we study systems whose transfer function is a Laplace-Stieltjes integral with 
a real generator — the initial admittance of the system — of bounded variation in every finite 
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interval. The stable systems are obtained when the total variation in (0, oo) isbounded. General 
: theorems of Wiener-Pitt on Fourier-Stieltjes integrals, and their analogues for Laplace-Stielt- 

jes integrals enable one to formulate simple and general stability criteria, in particular for feed- 
back systems of one or several meshes. — The second part deals with de „‚Wiener transfer func- 
tions‘“, that is, those whose admittance has a derivative of integrable square. Due to the essential 
fact that the class of these functions is identical with the class H, of Hardy in a half plane, 
it is possible to establish a canonical representation of these transfer functions where their 
modulus on the real axis and their zeros in the right half plane figure as parameters. It is shown 
how this formula can be made the basis of a theory, in a certain sense complete, of these transfer 
functions, generalizing automatically the important concept of „minimum phase-shift‘“ transfer 
functions due to Bode, and of „all-pass“ transfer functions. — In the third part we study the 
synthesis of circuits, whose transfer function is preassigned. It is possible to synthetize a transfer 
function as a product of simple, maximum modulus transfer functions. 

; (Aus der engl. Zusammenfassung.) 
Parodi, Maurice: Sur une propriete d’une &quation algebrique; applieation & 
V’&tude des oseillations dans les r6seaux &leetriques. C.r. Acad. Sci.; Paris 229, 1190 
—1192 (1949). 
Gegeben sei die Gleichung 

i | (0) m (1) _m—1 | En 
di) a2 .+q4j%2 +. +92 ||; 
wo die Determinante von der Ordnung n und die Elemente Polynome sind vom 
Grade m in z. Mit Hilfe eines Satzes von Hadamard wird gezeigt, unter welcher 
Bedingung die Wurzeln innerhalb oder außerhalb des Einheitskreises liegen. — 
Für einen elektrischen Stromkreis aus n unabhängigen Maschen ist die Bestimmungs- 
gleichung für die Eigenfrequenzen vom Typ (1) mit m = 2. Die Determinante ist 
symmetrisch von der Ordnung n und die Koeffizienten des Polynoms sind reell. 
Es ist bekannt, daß die Matrizen mit den Koeffizienten an, a und a positiv 
definit sind und deshalb die Wurzeln für m = 2 einen negativ reellen Teil haben. 
Dann ist die Bedingung dafür, daß die Moduln der Wurzeln kleiner als A sind 


a Fapl>r zanl+rrlail+zleil 68=12...m. 
; : 
Soll der Modul der Wurzeln größer sein als u, so gilt 
e N 1 2 f : 
2 Ze sietrit+zee 6,%=12%...m. 
r +1 Br k 


zw ar 
Wenn u und A gegeben sind (u < 4), so können die Koeffizienten so gewählt werden, 
daß (2) und (3) gleichzeitig befriedigt sind. Man erhält so eine Schaltung, bei der 
die Moduln der komplexen Frequenzen zwischen u und A liegen. Man kann aber 
auch damit Maschennetze entwickeln, wo sich die komplexen Frequenzen im Innern 
eines Kreises befinden, dessen Zentrum in der reellen Achse liegt und vollkommen 
auf der linken Seite der imaginären Achse verläuft. — Die Arbeit ist die Ergänzung 
einer früheren [C.r. Acad. Sci., Paris 228, 1400—1402 (1949)], wo eine Rechenmethode 
für die obere Grenze der reellen Teile der komplexen Frequenzen gegeben wurde. 
W.O. Schumann (München). 

Parodi, Mauriee: Sur le ealeul des fr&quences propres des ehaines eyeliques 
alternees. C.r. Acad. Sci., Paris 231, 609—610 (1950). 

Fußend auf einer früheren Arbeit [C. r. Acad Sci., Paris 215, 13 (1942)], 
werden Lösungen gegeben für die Eigenfrequenzen in sich geschlossener Systeme, 
die aus 2 verschiedenen, abwechselnd aufeinanderfolgenden schwingungsfähigen 
Gliedern bestehen. Dazu gehören in sich geschlossene Ketten elektrischer Strom- 
kreise mit n—=?2m verschiedenen, sich abwechselnd folgenden Elementen, 
oder n = 2m Masseteilchen von 2 verschiedenen Arten, die sich abwechselnd an 
den Ecken eines regelmäßigen n-Ecks befinden und dadurch miteinander ver- 
bunden sind (z. B. zyklische Kohlenstoffverbindungen). Als Lösungen der Schwin- 
gungsgleichung für diesen Fall ergeben sich die Eigenfrequenzen als 


2, 2k—mw2) (2k—M 02 
4.0082 ( =. Zn 223 12 Di); 
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68 Komplementwinkel zweier aufeinanderfolgender Seiten des Polygons, k Kon- 
stante der elastischen Verbindungskraft zweier Teilchen, m und M die abwechselnd 
aufeinander folgenden beiden verschiedenen Massen. W. 0. Schumann (München). 
Gadsden, €. P.: An eleetrieal network with varying parameters. Quart. appl. 
Math. 8, 199—205 (1950). 
Die freien Schwingungen eines Serienschwingkreises aus R, L und (, in Reihe geschaltet, 


werden diskutiert, wobei R, L und © Funktionen der Zeit sind. Wenn der magnetische Fluß 
der Spule ®= Li eingeführt wird, heißt die Gleichung 


dd E 2 dq 
ER + R V + ° — 0, = dt . 
Die aufgespeicherte Energie ist E=%g?/ce +3 ®2/L und ihre zeitliche Änderung ist 
dE Ri 129° 007 1, 0550 
ERST. Ode 


Wenn C und L sich ändern, wird Energie zu- bzw. abgeführt, woraus W. L. Barrow 
[Proc. I.R.E. 22, 201 (1934)], A. Erdelyi [Ann. Phys., Leipzig, V. F. 19, 585 (1934); dies. 
Zbl. 8, 393] und N. Minorsky [J. Franklin Inst. 240, 25 (1945)] Schlüsse über das An- 
wachsen bzw. Abklingen von Schwingungen gezogen haben. — Wird das Verhalten des Strom- 


d®d R N 
kreises durch ® und g beschrieben, so hat man = — = und I 2 -®. Es ist ange- 


nommen, daß R, L und C stetige Funktionen von t mit stetigen Ableitungen sind und daß ihre 
Werte zwischen positiven endlichen Grenzen liegen. Dann bestimmt jedes Paar von Anfangs- 
werten g(t,), D(t,) eindeutig eine Lösung g(t), D(t). Wenn speziell g(f,) = D(t,) = 0 ist, so ist 
q(t) = Pt) = 0. In der g-®Ö-Ebene (D Ordinate, g Abszisse) bewegt sich der Punkt g, ® mit 
wachsender Zeit im 1. und 3. Quadranten im Uhrzeigersinn um den Nullpunkt und kann darin 
nur eine begrenzte Zeit verbleiben. Dagegen kann der Punkt dauernd im 2. und 4. Quadranten 
verbleiben, was eine aperiodische Lösung bedeutet. Ob Schwingungen entstehen oder nicht, 
hängt nicht von den Anfangsbedingungen ab (ausgenommen beide gleich Null). — Es wird dann 
eine Abschätzung der Zahl solcher Schwingungen zwischen den Zeiten ti, und t£, durchgeführt 
und ein Näherungskriterium angegeben, ob die Schwingungen oszillatorisch sind oder nicht. 
Weiterhin folgt aus der Reduktion der Gleichungssysteme zu einer einzigen Gleichung 2. Ordnung 
d?y/ds® + f(s)-y=0 mit Hilfe des Theorems von Sturm [vgl. R. Bellmann, Off. Nav. 
Res. Dep., Washington, D. ©. 1949, p. 116; A. Wintner, dies. Zbl. 32, 348; E. L. Ince, Ordinary 
differential equations, Dover Publicatons, New York, p. 226] usw.: Wenn 
IbE a Is AB 0R, 
2 C 2 2 dt 
wo k eine Konstante ist, so sind die Schwingungen oszillatorisch, dagegen wenn F(t)<0 für 
t> T, so sind sie nicht oszillatorisch für t> T. Wenn sie nicht oszillatorisch sind, klingen sie 
mit der Zeit ab. limg() =lim&(t)=0 für t— oo. — Zur Frage der stabilen bzw. nicht 
stabilen Lösungen, d.h. ob die Lösung mit t— oo begrenzt bleibt (s. Barrow, Erdelyi und 
Minorsky, a.a.O.) zeigt sich, daß, wenn g(t) stabil oder abklingend ist, © (t) in gleicher Weise 
verläuft, und umgekehrt. Das Verhalten des Kreises bezüglich Stabilität hängt, streng genom- 
men, in gewissen Fällen von den Anfangsbedingungen ab. Aber in solchen Fällen ist das System 
wesentlich unstabil, denn alle möglichen Anfangswerte q,,®,, die stabile Lösungen ergeben, 


liegen auf einer geraden Linie durch den Ursprung in der q, ®-Ebene. — Als Stabilitätskriterien 
ergeben sich ferner entweder 


d/c RC d/c 

zz) <27, oder =) 0, 
geltend für t> T. Bei Unstabilität muß hiernach d(C/L)/dt dauernd außerhalb der Grenzen 0 
und 2 RC/L? verlaufen. — Die Resultate gelten ebenfalls für denselben Stromkreis mit R, L 


und CO parallel geschaltet. W.O. Schumann (München). 
Krumhansl, J. A. and R. T. Beyer: Barkhausen noise and magnetic amplifiers. 


I. Theory of magnetic amplifiers. J. appl. Phys., Lancaster Pa. 20, 432—436 (1949). 
Es wird die Ausgangsspannung eines magnetischen nicht linearen Verstärkers berechnet, 
indem als Beziehung zwischen B und H die arctg-Funktion angesetzt wird. Ein solcher Ver- 
stärker besteht schematisch z. B. aus 2 Eisenringen, auf denen sich je 3 Wicklungen befinden, 
wobei entsprechende Wicklungen auf beiden Ringen in Reihe geschaltet sind. Wicklung 1 
wirkt in beiden Ringen gleichsinnig und wird von einer Wechselspannung gespeist, und mit so 
großem Strom, daß in jeder Periode der Sättigungszustand des Eisens erreicht wird. Wicklung 2 
(Ausgangswicklung) ist auf beiden Ringen gegensinnig wirkend, so daß Wicklung 1 allein in ihr 
keine resultierende Spannung erzeugen kann. Wicklung 3 ist von Gleichstrom durchflossen und 
verursacht, daß in Wicklung 2 gerade Oberharmonische des Stromes von Wicklung 1 auftreten, 


>k>0 für t>T, 
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deren Größe dem Strom in Wicklung 3 proportional ist. Hysteresis ist vernachlässigt. Es werden 


die üblichen Differentialgleichungen der magnetisch gekoppelten Wicklungen aufgestellt. Zur 
„Linearisierung‘“ wird der Strom der Wicklung 1 als groß gegen die Ströme aller anderen Wick- 
lungen angenommen, und dieser Strom als zeitlich sinusförmig vorausgesetzt. Die nicht linearen 
Terme der Gleichungen werden in Fourierreihen der aufgeprägten Frequenz des Stromes in 
Wicklung 1 entwickelt, und es werden damit die Amplituden der geraden Oberharmonischen 
der induzierten Spannung in Wicklung 2 bestimmt, die sich als proportional der Stärke des 
Gleichstroms ergeben. Anschließend wird der Einfluß des an Wicklung 2 angeschlossenen 
äußeren Stromkreises untersucht, wobei sich für kapazitive Belastung ein Gebiet der Unstabilität 
ergibt. Eine rechteckige Hysteresisschleife ergibt in erster Näherung im Prinzip eine Phasen- 
verschiebung im Ausgang, ohne die Amplituden der verschiedenen Harmonischen zu verringern. 
W.O. Schumann (München). 


Krumhansl, J. A. and R. T. Beyer: Barkhausen noise and magnetie amplifiers. 


HI. Analysis of the noise. J. appl. Phys., Lancaster Pa. 20, 582—586 (1949). 


In Fortsetzung des 1. Teils (vorsteh. Referat) wird eine Analyse des ‚„Barkhausengeräusches‘“ 
gegeben, das die Empfindlichkeit des magnetischen Verstärkers begrenzt. Als Mechanismus 
wird das Umklappen der Elementarmagnete durch den Einfluß des Magnetfeldes angenommen 
und das statistische Problem nach der Arbeit von S.D. Rice [Bell Syst. Techn. J. 23, 287 
(1944) und 24, 46 (1945)] durchgeführt. Die Wahrscheinlichkeit der Umklappens im Zeitintervall 
At wird als 
12 


— 8m 


dB 


® 
2 p(t) At IH 


‚ldH 
di 


"angesetzt; B mittlere Kraftflußdichte, V Volumen des Magnetkerns, m magnetisches Moment 


des Elementarmagneten. Mit der Annahme, daß das zeitliche Umkippen eines Magneten sehr 
plötzlich ist und durch eine ö-Funktion dargestellt werden kann, wird zunächst der Mittelwert 
e(t) und das mittlere Schwankungsquadrat der Ausgangsspannung 42(t) = <[e(t) —e(t)]?> 
ausgerechnet und es ergibt sich das Verhältnis Signal/Geräusch an der Wicklung zu 


et) (ov |aB|\ 
Alt) \8rm \dH|)’ 
wenn o die Zeitdauer des durch das Umklappen induzierten Impulsesist. — Da jedoch der magne- 


tische Verstärkerausgang fastimmer über einen Verstärker mit Filter mit der Wicklung verbunden 
ist, wird die Ausgangsspannung e in eine Fourierreihe der Periode 7 zerlegt, wobei in der Grenze 


T— © geht. Aus lim 7 f e(t) dt läßt sich mit dem Theorem von Parse val aus den Koeffi- 
T 


zienten der Fourierreihe das mittlere Schwankungsquadrat berechnen und damit die mittlere 
zeitliche Schwankung nach Durchgang durch das Filter, wenn dessen Frequenzcharakteristik 
gegeben ist. Speziell auf den magnetischen Verstärker angewendet, ergibt sich mit den Resul- 
taten von Arbeit I z.B.für ein Bandpaßfilter mit Durchlässigkeit 1 zwischen den Frequenz- 
grenzen f, und fi + Af, und sonst Null, wenn das Filter den Wicklungsausgang nicht stark 
belastet, ein Wert des Verhältnisses von effektiver Signalspannung zu Geräuschspannung, bei 
dem dieses Verhältnis wächst mit der Betriebsfregquenz und mit wachsendem Kernyolumen 
(was allerdings mehr Leistung zum Betrieb des Transformators braucht). Zweitens ergibt sich 
als günstig ein Kern-Material hoher Anfangspermeabilität, leicht zu sättigen und magnetisch 
fein gekörnt. Wenn das Volumen des Elementarmagneten zu 10”® cm? angenommen wird, die 
Frequenz zu 1000 sek”! und ein Filter mit einer Bandweite von 100 sek7!, dann ergibt sich für 
eine bestimmte Ausführung einer Stromgrenze von 3:10” A. Die beobachteten Werte liegen 
bei 103 bis 2,5 -10® A. Der Unterschied kann noch in sonstigen hier nicht berücksichtigten 
Störungen liegen oder in einer nicht exakten Wahl der Bandweite. Oder die Magnete bestehen 
aus Gruppen von Bereichen, die gleichzeitig kippen. Dadurch würde m größer und die Überein- 
stimmung besser. W.O. Schumann (München). 


Buneman, 0.: A toroidal magnetron. Proc. phys. Soc. London, Sect. B 63, 
278—288 (1950). 

Verf. schlägt eine neue Form des Hohlraummagnetrons vor, in Ringform, bei 
dem das Magnetfeld rein zirkular verläuft und das elektrische Feld zwischen der 
ringförmigen Kathode und einem diese umgebenden Kreisring als Anode verläuft, 
wobei diese ringförmige Anode im Innern Schlitze enthält. Das erforderliche Magnet- 
feld kann durch einen starken Stromstoß in der Achse des Systems erzeugt werden. 
Elektrische Wellen und Elektronen laufen parallel zu der ringförmigen Kathode, 
senkrecht sowohl zum elektrischen wie zum magnetischen Feld. Die Wellen sind 
von demselben Typ wie die im Linearbeschleuniger. Die Theorie des Magnetrons 
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mit zylindrischer Kathode nach der „Manchester Group“ unter Hartree 1943 
und 1944 und nach G. B. Collins in ‚„Microwave Magnetrons“ (New York 
1948) wird, entsprechend modifiziert, auf die vorgeschlagene Form angewendet und 
ergibt äquivalente Resultate. Der Hauptgrund für die neue Ringform ist die Kon- 
tinuität der Elektronenströmung. Eine Alternative wären 2 geradlinige Teile, die 
durch halbkreisförmige Elektronen und Wellenleiter abgschlossen sind. 

W.O. Schumann (München). 


Fürth, R. and D. K. €. MacDonald: On the retarding field current in diodes. 
Proc. phys. Soc. London, Sect. B 63, 300—302 (1950). 

In einer vorhergehenden Arbeit der Verff. [Proc. phys. Soc. London 59, 375 
(1947)] wurde gezeigt, wie die Raumladungsverteilung in ebenen und zylindrischen 
Dioden bei verzögerndem Feld durch die bekannten Methoden der statistischen 
Thermodynamik berechnet werden können, und es wurde die Größe des maximalen 
Stromes unter diesen Bedingungen bestimmt. In der vorliegenden Arbeit werden 
einige Ungenauigkeiten berichtigt und die Wichtigkeit der Resultate zur Bestimmung 
der Kathodentemperatur in Glühkathodenrohren betont, besonders bezugnehmend 
auf eine Arbeit von D. A. Bell [Proc. phys. Soc., London, Sect. B 62, 324 (1949)]. 

W.O. Schumann (München). 


Brillouin, L.: The traveling-wave tube. (Discussion of waves for large ampli- 
tudes). J.appl. Phys., Lancaster Pa. 20, 1196—1206 (1949). 

Die bisherigen Untersuchungen der Travelling-Wave-Tube, bei der ein Elektronenstrahl 
in Wechselwirkung mit einer elektrischen Welle steht, die sich auf kleine Schwankungen von 
Welle und Elektronenstrahl beschränkten, wie z. B.von J.R. Pierce [Proc. Inst. Radio En- 
gineers 35, 111 (1947)], werden auf große Amplituden erweitert. Es werden dann die nicht- 
linearen Glieder der Ausgangsgleichung von Einfluß, und es ist eine starke Verzerrung der Welle 
zu erwarten und eine Begrenzung des Anwachsens. Ähnlich wie z. B. bei den van der Polschen 
Schwingungen eines Kreises mit veränderlichem Widerstand [z. B. Z. f. Hochfrequenztechnik 28, 
178 (1926); 29, 114 (1927)] die Schwingungen zunächst zeitlich sinusförmig beginnen und bei 
großen Amplituden mitsehr verzerrten aber gut definierten und stabilen Relaxationsschwingungen 
enden. Es kann aber auch nach A. Nordsieck überhaupt kein stabiler Zustand eintreten, 
sondern es kann auch Amplitudenschwingungen um einen bestimmten Mittelwert geben, ein 
System von Schwebungen, bei dem die endgültige Welle verzerrte Schwingungen mit veränder- 
lichen Amplituden ausführt. Es lassen sich einige Invarianten für den Anschwingprozeß angeben, 
die auch für große Amplituden gelten, z. B.der zeitliche Mittelwert des Elektronenstromes, 
der zeitliche Mittelwert der kinetischen Energie während seiner Wanderung, woraus folgt, daß 
der mittlere zeitunabhängige Geschwindigkeitsanteil des Strahls immer abnimmt, wenn 
der Schwingungsanteil anwächst. Schließlich ist auch der zeitliche Mittelwert des 
gesamten axialen Energieflusses konstant. Dieser Energiefluß besteht aus der Summe der 
gestrahlten Energie der Welle und dem Fluß der potentiellen und der kinetischen Energie 
des Strahles. — Für Wellen großer Amplitude wird die Möglichkeit stabiler Zustände 
untersucht, wenn Ladungsdichte im Strahl, Elektronengeschwindigkeit und die radiale Spannung 
V infolge des elektrischen Feldes nur von der Kombination 6 = x — ut, u, — const., abhängen. 
Je nach Wahl der Integrationskonstanten sind verschiedene Fälle möglich. Eine Lösung ergibt, 
daß der Strahl in scharf begrenzte Raumladungsklumpen konstanter Dichte (Bunches) zerfällt, 
die in gewissen Zwischenräumen aufeinander folgen und mit der Geschwindigkeit u, laufen, 
und daß die gleich schnelle Welle auch aus einzelnen unstetigen Stücken besteht, indem V dort, 
wo keine Raumladung ist, positiv und konstant ist, und dort, wo sich Raumladungen befinden, 
ebenfalls einen anderen konstanten Wert hat. — Von densonst noch möglichen Lösungensind be- 
sonders die Stoßwellen (Shock-Waves) interessant. Sie entsprechen Strahlen, welche mit der 
Anfangsgeschwindigkeit u, erzeugt werden. Im Wellenfeld bleiben sie zunächst sehr nahe dieser 
Geschwindigkeit bis zur Wellenfront bei 6 = 0, da die radiale Spannung V praktisch Null ist, 
bis bei = 0, x—= ut, der Strahl plötzlich beschleunigt oder verzögert wird. Für die Raum- 
ladung ist dies eine Art Stoßwelle. Die Raumladungsdichte ist groß für 0 < 0, nimmt in der 
Nähe 6 = 0 ab und wird sehr klein für 9>0. Die radiale Spannung V ist praktisch klein 
und konstant für 0 < 0 und wächst für 0 > 0 linear an. Esist unwesentlich, ob die Elektronen 
an der Wellenfront beschleunigt oder verzögert werden. Raumladung und radiale Spannung 
sind die gleichen in beiden Fällen, die sich nur durch die Art des Einschießens der Elektronen 
von der Klektronenkanone her unterscheiden. W.O. Schumann (München). 


MeMillan, Edwin M.: The relation between phase stability and first-order 
focusing in linear accelerators. Phys. Rev., Lancaster Pa., IT. S. 80, 493 (1950) 


395 


3 Es wird allgemein bewiesen, daß gleichzeitige Phasenstabilität und Fokus 
_ sierung von erster Ordnung durch keine Wahl des elektrischen und magnetischen 
Feldes erzielt werden kann, wenn keine Gitter oder Folien verwendet werden. 
W. Glaser (Wien). 


Optik: 


Armsen, Paul: Über die Strahlenbreehung an einer einfachen Sammellinse. II. 
J. reine angew. Math. 188, 65—73 (1950). 

In diesem 2. Teil [Referat des 1. Teils: dies. Zbl. 36, 417] wird zunächst eine 
Umformung und Verallgemeinerung der Formeln für die Brechung an einer Fläche 
vorgenommen, um sie auf die Brechung an der zweiten Fläche einer Linse anwenden 
zu können. Hierzu ist die Drehung des Koordinatensystems notwendig. Anschließend 
wird die Brechung an einer beliebigen zweiten Fläche behandelt. Es werden For- 
meln erhalten, die den von Kerber angegebenen entsprechen. Da diese Formeln 
für die zahlenmäßige Berechnung nicht geeignet sind, werden Näherungsformeln 
entwickelt, gültig für Linsen, deren Dicke D gegen die andere in Richtung der op- 
tischen Achse gemessene Größe so klein ist, daß A? D? klein von dritter Ordnung 
ist„wenn A [von der Dimension einer reziproken Länge] eine beliebige der benutzten 
Konstanten ist. Man erhält so eine Formel, bei der — auf die Glieder der Seidel- 


stufe angewandt — Glieder 6-ter und höherer Ordnung vernachlässigt sind. Die 
Formeln werden zur Bestimmung der Aberrationskurven einer mäßig dicken Linse 
angewandt. Picht (Babelsberg). 


Risco, M.: Etude th6orique de la formation d’images mobiles ponctuelles. 
Röle einömatique des eonditions d’Abh6& et de Herschell. I. Phys. Radium 11, 159 — 
163 (1950). 

Verf. betrachtet die Abbildung eines kleinen linearen Objekts durch ein opti-- 
sches System, wobei das lineare Objekt gegen die Achse geneigt sei, wobeier annimmt, 
daß einer der Punkte des Objets streng stigmatisch abgebildet wird. Er denkt sich 
sodann das Objekt ersetzt durch eine punktförmige bewegte Lichtquelle, die mit 
konstanter Geschwindigkeit — die zunächst als klein gegen die Lichtgeschwindigkeit 
vorausgesetzt wird — das lineare Objekt durchläuft, deren Bild also das Bild des 
linearen Objektes beschreibt. Aus der Formel für den Doppler-Effekt ergibt sich 
die von der Frequenz der Lichtquelle verschiedene Frequenz der Lichtstrahlen, 
die durch das optische System hindurchgehen, in Abhängigkeit von der Neigung der 
Bahn des Lichtpunktes gegen die Systemachse, d. h. der Neigung des linearen 
Objekts gegen die optische Achse. Verf. zeigt dann, daß sich charakteristische 
Formeln der geometrischen Optik, insbesondere die Bedingungen von Abb& und 
Herschell, unmittelbar aus den Frequenzbeziehungen ableiten lassen, die aus 
dem Doppler-Prinzip folgen. Verf. führt dann weiter die analogen Betrachtungen 
durch, indem er für die bewegte Lichtquelle und ihr Bild die relativistische Formel 
des Doppler-Effektes benutzt und kommt so zu etwas modifizierten Ausdrücken für 
die Abbe und Herschellsche Bedingung. Picht (Babelsberg). 


Franz, W.: On the theory of diffraetion. Proc. phys. Soc. London, Sect. A 
63, 925—939 (1950). 

The author proposes a method of successive approximations wherein corrections are made 
with a view to the wave equation and with a view to the boundary conditions alternately. Scalar 
andelectromagnetic cases are considered side byside. In the scalar case, if u, u,, 4,,u; ...is the se- 
quence of approximations, then x, is taken as the primary field. The two types of correction 
then cönsist of (i) „intermediate steps“ u, — u,, taking account of the diffracting objects, and 
(ii) „prineipal steps“, u, — u,;,, taking account of the wave equation. For the prineipal steps, 

Uysı = Up — u, must be found such that 


rar = a Au 
(4 2 28 Öuy+. = — Op, where 0, = Au, — 


1 2 
ea 
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There do not seem to be any boundary conditions on Öu,,,, and the au. gives Öu,;, expressed 
as a volume integral in terms of retarded values as [author’s formula (4)] 


1 [079 
Da = I jr La 2: 


with corresponding formulae (4a) in the electromagnetic case. The „intermediate steps“, on 
the other hand, are to be chosen to suit the particular case. The au. states that this requires 
skill. — For the case of a reflecting screen with aperture, the recommanded intermediate step 
consists in the introduction of a surface discontinuity confined to an „infinitely narrow“ reflec- 
tion zone along the screen. The formulae (4—4a) are modified for this case by a limiting process. 
[The reviewer has difficulty in following this section and in particular differs from the au. as 
regards the first and third equations of (5) and as regards the nature of the surface integral - 
in (6).] Results are given for scalar and electromagnetic cases, monochromatic and otherwise. For 
example in the monochromatic electromagnetic case he finds, (8a), 
it ‚esprkr 1 ‚expikr 
öE,. = z, cu | doxE, —®"” — _ , aurl eurl | dox H, — —, 

where de is the directed surface element, with a corresponding magnetic equation. The vectors. 
E;, H; are at our disposal; the choice recommendedis that they equal E,, H, over the aperture, 
and equal over the reflection zone the field strength of ‚‚reflected wave‘. It is stated that these 
formulae are superior to those of Kirchoff in that they give a series of approximations, that 
they are valid for long waves as well as short, that they are valid on both sides of the screen, 
and that they hold for screens of arbitrary reflectivity. However, the reviewer comments, 
there is no proof given that any of the approximations have any validity. — Special cases con- 
sidered are (i) diffraction by small perfectly reflecting bodies, particularly spheres, and (ii) 
the half-plane with boundary condition u = 0), also with boundary condition du/dn = 0. There 
are many detailed calculations for the half-plane. It is shown thatit is possible to choose the 
„intermediate steps‘ in these cases in a more or less plausible way so as to give some measure 
of agreement with known solutions for these problems. For the half-plane some difficulties 
occur with the edge. In dealing with this a method is developed which, the au. suggests, may 
apply to more general screens. F.V. Atkinson (Ibadan). 

Ljunggren, T.: Contributions to the theory of diffraetion of eleetromagnetie 
waves by spherical partieles. II. Ark. Fys., Stockholm 1, Nr. 1, 1—18 (1949). 

Die früheren Rechnungen (dies. Zbl. 33, 141) werden fortgeführt und .die 
Ergebnisse für die gebrochene Strahlung für n = 3/4 (= Brechungsindex) und 
ka = 20(5)60 (k = Wellenzahl, « — Kugelradius) numerisch ausgewertet. Ihre 
praktische Anwendbarkeit zur Bestimmung der Größe von Nebeltröpfchen aus den 
Beugungserscheinungen wird diskutiert. J. Meixner (Aachen). 

Gans, Rieardo und Guido Beck: Lichtbeugung an einer Schneide. Rev. Un. 
mat. Argentina 14, 425—443 und deutsche Zusammenfassg. 425 (1950) [Spanisch]. 

Die Lichtbeugung an einer Halbebene o eines vollkommen reflektierenden Materials ist 
bekannt, es ist die berühmte strenge Lösung Sommerfelds. Diese bildet den Ausgangspunkt 
unseres Verfahrens. Wir überlagern ihr eine Störung derart, daß die neue Lösung den Grenz- 
bedingungen an der benachbarten Fläche o’ mit dem Krümmungsradius o (2 0/R < 1) genügt. 
Dabei beschränken wir uns auf die Lösung in großer Entfernung (groß gegenüber der Wellen- 
länge) von der Schneide, was praktisch allein in Frage kommt. Außerdem entwickeln wir, 
ohne daß es nötig wäre, unsere Formeln nur im Bereich des geometrischen Schattens, d. h. 
wir setzen die besonders bequeme Beobachtung im Dunkelfeld voraus. (Autoreferat.) 


Blane-Lapierre, Andr& et Marcel Perrot: Diffraction et quantit& d’information. 
C.r. Acad. Sci., Paris 231, 539—541 (1950). 

Es bezeichne o (x,, ß}) bzw. s (&,, ß,) den von den beiden ersten und kleinen 
Richtungskoeffizienten abhängigen Glanzkoeffizienten eines um (0,0, —oo) bzw. 
(0, 0, +00) liegenden Gegenstandes bzw. dessen Bildes bei einer Beugung durch eine 
in der (x, y)-Ebene um den Anfangspunkt sich befindende Öffnung 2. Ist dann 
i (&, Ps) die Intensitätsverteilung des Bildes von (0, 0, —oo), dann gilt nach Duf- 
fieux (1946) von den entsprechenden Fourierschen Integraltransformierten 
S(&,n)=I(&,n)2&(E,n), wo nur in einem beschränkten, den Anfangspunkt um- 
gebenden Bereich © I=#0 ist. Verff. zerlegen o in Wellen exp ri (Ex +nPß)] 
und interpretieren die angegebene Beziehung nachrichtentechnisch. s ist dann die 
durch einen linearen Filter mit dem Gewinn I gewonnene Transformierte von @ 
und die Übertragung entspricht einem Tiefpaßfilter mit dem Durchlaßbereich &. 
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_ Unter der Voraussetzung, daß für die Korrektion der Verzerrung der & entspre- 


chenden Wellen die Umwandlung von s durch einen linearen Filter mit dem Gewinn 
_ 1/f eine vollkommene Lösung bildet — was streng genommen nicht der Fall ist — 


wird als bestmöglicher Wert für die der Übertragung entsprechende Informations- 


größe AL’log(1 + r,/Ar) angegeben. Hier bedeutet nach dem Proportionali- 


tätsfaktor Z’ die Ausdehnung von &', r, = max o und Ar die kleinste beobachtbare 


_ Änderung von o innerhalb (0, r,). Szentmärtony (Budapest). 


Mirimanov, R. G.: Über eine neue Methode zur Lösung von Problemen der Re- 
flektion elektromagnetischer Wellen von dünnen, nieht-geschlossenen Flächen end- 
licher Krümmung. Doklady Akad. Nauk SSSR, n. 8. 66, 641-644 (1949) [Rus- 
sisch]. 

Verf. behandelt die Reflexion elektromagnetischer, von einem Quellpunkt 
(Lichtquelle) ausgehender Wellen an einer beliebig gestalteten Oberfläche eines 
Körpers, von der vorausgesetzt wird, daß sie eine im Vergleich zur Wellenlänge 
sowie zu den übrigen Abmessungen der Oberfläche selbst vernachlässigbar kleine 
Dicke besitzt. Verf. weist darauf hin, daß im Gegensatz zu anderen Arbeiten ähn- 


- Jichgr Zielsetzung von ihm keine besondere Annahme über die Permeabilität (Dielek- 


x 


trizitätskonstante) der reflektierenden Oberfläche gemacht wurde und auch keine 
Näherungswerte für die Grenzbedingungen eingeführt wurden. Picht. 


Fragstein, €. v.: Energieübergang an der Grenze zweier absorbierender Me- 
dien mit einer Anwendung auf die Wärmestrahlung in absorbierenden Körpern. 
Ann. Phys,. Leipzig, VI. F. 7, 63—72 (1950). 


Im Anschluß an eine Arbeit von Born und Ladenburg diskutiert Verf. die Verhältnisse 
bezüglich reflektierter und durchgehender Intensität, wenn eine ebene, linearpolarisierte Welle 
senkrecht auf die Grenzfläche zweier absorbierender Medien fällt. Während der Betrag der 
an der Grenzfläche reflektierten Intensität unabhängig davon ist, ob das Licht aus dem ersten 
oder dem zweiten Medium kommend auf die Grenzfläche fällt, ist dies für die durchgelassene 
Intensität nicht der Fall. Diese durchgelassenen Intensitäten sind vielmehr proportional zu 


1-+ k;, wo iden Wert 1 oder 2 annimmt, je nachdem, ob das Licht aus dem ersten oder zweiten 
Medium kommend die Trennfläche durchsetzt. Dabei ist k die im komplexen Brechungsindex 
n=n-(1—ik) auftretende Konstante. Die durch die Grenzfläche hindurchgehenden Intensi- 
täten verhalten sich also wie (1 + k}):(1-+ %}). Dies führt zu dem anscheinend paradoxen 
Ergebnis, daß beim Übergang von Metall gegen Luft die durch die Grenzfläche hindurchtretende 
Intensität rund den 20fachen Betr ag der auf die Trennfläche auftreffenden (einfallenden) 
Intensität besitzt. Haben wir es mit “einer Metallfolie der Dicke d zu tun, so erfährt das Licht 
beim Durchsetzen der Folie dreierlei abschwächende Wirkungen: 1. beim Durchtritt durch 
die Grenzfläche Luft-Metall um den Faktor In 2, 2. beim Durchsetzen der Folie infolge der Ab- 
sorption um den Faktor e?# mit = 2run, k,d/}, 3. wird die Intensität beim Durchtritt durch 
die Grenzfläche Metall-Luft nochmals, und. zwar um den Faktor ö,,, = Ööj,a'(1 + %3) ver- 
mindert. Dies stimmt mit experimentellen Ermittlungen überein. Verf. zeigt nun, daß das 
Energieprinzip dadurch nicht verletzt ist, da bei der Betr achtung des Poyntingschen Vektors © 
unter Berücksichtigung der Tatsache, dab zwischen der einfallenden und der reflektierten Welle 


infolge ihrer \ Wec ‚hselwirkung zu dem ©, und dem ©, noch ein Glied G,, r hinzukommt, sich 


ergibt, dB &,— ©, + ©,,, = ©, ist. Diese Formel wird noch näher physikalisch diskutiert, 
und zwar unter Berücksichtigung der im absorbierenden Medium stattfindenden Energie- 


umwandlung in Joulesche Wärme, die räumlich periodisch veränderliche Stärke besitzt derart, 


daß in den Bäuchen der elektrischen Feldstärke pro cm? und sec mehr Energie verbraucht 
wird alsin den Schwingungsknoten. Zum Schluß geht Verf. noch auf eine ältere Arbeit v. Laues 
ein [Ann. Phys., Leipzig, IV. F. 32, 1090 (1910)], in der das Kirchhoffsche Gesetz auf den Fall 
absorbierender Medien erweitert wurde, und bringt an der v. Laueschen Formel eine Korrek- 
tur an, Picht (Babelsberg). 


Abeles, Florin: Recherches sur la propagation des ondes &leetromagnetiques 
sinusoidales dans les milieux stratifi6s. Application aux eouches minces. Ann. Phys., 


. Paris, XII. S. 5, 596—640 (1950). 


Der Verf. leitet unter der Annahme, daß die Schichtung in der Richtung der 
z-Achse erfolgt, ausden Maxwellschen Grundgleichungen die Gleichungen ab (E Kom- 
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ponenten der elektrischen, H der magnetischen Kraft, e' = de/dz,‘ u = dujdz) 
AE, Eu EB, ww OB, ( & =E e) a AB, NE 2 EB, KERN u öE, ( €’ 2) öE,. 


ea. EN 08 € cr Noten 02 € 1.) 20972 
EOS ns ) 
IN aa ale 
entsprechend für H,, H,, H,, unter Vertauschung von e und wu. Für eine Welle von 
‚108 8 : ER ri 
Sinusform a en oder auch —Kk?E, wo k =. — Indem die 


YZ-Ebene als Einfallsebene angesehen wird, wird eine linear polarisierte Welle (1) 
betrachtet, wo das elektrische und eine andere (2), wo das magnetische Feld zur 


Einfallsebene senkrecht steht. Für (I)ist E,=E,=H,=9, E,„ H,; H, hängen | 


x 
nicht von x ab. Verf. gelangt zu den Gleichungen: 


EB, = U(e) etoiksy), HB, = Vleyelatzasy) HB, = Wa 
Hier ist 8 = Veu sin, für einen Strahl konstant (Brechungsgesetz), ferner ist 
W=—SU/u, für U und V bestehen die Differentialgleichungen 
U=-ikuV, F=-—ık(e - S/u)U, 


@U digen dU (eu) U—0 dV dligl(e-S?/u) dV 12 (eu— 82) En: 


dz? dzs dr de dz dz 
Für (2) gelten entsprechende Gleichungen. — Aus zwei bekannten Lösungen sind 
weitere durch lineare Kombinationen abzuleiten. — Sind f, F Lösungen für U; 


9,@ für V, wobei f(0) =@(0) =0; g(0) =F(0) =1; so bekommt man Lösungen 
3 DEU, 
U EEE 
= » . 00| _ |9(@) = F(2) |\U (2) 
 e@s@ Vol’ Vol I -e@F@)V @)|' 
Die Ergebnisse werden auf Mittel mit plötzlichen und mit stetigen Änderungen an- 
gewandt. Es werden für jeden Fall f, F, g, @ festgelegt. Ein besonderer Fall ist 
der zweier Mittel mit festem &, u, wo jedenfalls eine Übergangsschicht besteht. Für 
die Optik ist u = 1 zu setzen. Verf. nimmt die Dicke der Schicht klein gegen A an 
und entwickelt die Funktionen nach Potenzen von 2#/A. Er leitet das Reflexions- 
und Durchgangsverhältnis der Schichten ab und zeigt, daß insbesondere für den 
Brewsterschen Winkel die Reflexion der Welle (2) nicht ganz verschwindet. In den 
Formeln S. 616 für &j) und tg yıj ist statt cos @, wohl zu setzen 1/Vey cos 9% Den 
Schluß des Aufsatzes bilden die Ableitung einiger allgemeiner Sätze und die Zu- 
sammenstellung von Abhandlungen, die Sonderfälle betrafen, z. T. aus dem 19. Jahr- 
hundert, z. T. aus jüngster Zeit (z.B. von F. Abeles, A. Herpin, S. A. Schel- 
kunoff). H. Boegehold (Jena). 

Cotton, P.: Etude graphique des propriet6s optiques th6oriques des lames 
minces. (Colloque sur les proprietes optiques des lames minces, Marseille 1949.) 
J. Phys. Radium 11, 321—326 (1950). 

Die für eine dünne Schicht der Dicke d, vom komplexen Brechungsindex 
n, = v,—ik,, die sich zwischen zwei Medien mit den Brechungsindizes n, und nz 
befindet, geltenden Formeln für die Fresnelschen Reflexions- und Durchlässiekeits- 
koeffizienten senkrecht einfallenden Lichtes r, r und t werden auf die Form gebracht 


in Matrizenform 


U(z) 
40) 


n: > ee en Re eri? ae? er inRzaılA i 
BE 7 7 == ; 5 wor 
x RT 2 Bei» B— ei? B orın 
R [} N B n.— N Y Y 
ei Pı EAN ER AA ei Pz > 1-2 2 a 2 EI ı 
1 01 X = —— X Ze le 
De. 0 N, +ng) a 1,’ 


DB — 111, und w=—(l+r)(l+r) sowie p=2mn,d,/A ist. Es wird eine 
graphische Konstruktion angeben, die bei variabler Dicke d, der Schicht eine log- 
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5 arithmische Spirale liefert, die es gestattet, in verhältnismäßig kurzer Zeit — Verf. 
gibt 4 Std. dafür an — die Kurven für die Reflexionsvermögen R = |r Ben r- 


und für die Durchlässigkeit 7 = |t|? sowie für die zugehörigen Phasendifferenzen 
durch Festlegung von etwa 30 Kurvenpunkten zu bestimmen. Im einzelnen werden 
noch die Betrachtungen für die Indikatrix des Verhältnisses R für eine durchsichtige 
Schicht untersucht. Es wird gezeigt, daß sie für eine nicht absorbierende Schicht 
ein Kreis ist. Auch auf nicht senkrechten Einfall des Lichtes sowie auf eine Doppel- 
schicht werden die Untersuchungen ausgedehnt. Picht (Babelsberg). 

Dufour, Ch.: Application aux eouches minces de la th6orie de P’6talon inter- 
ferentiel par r&flexion. (Colloque sur les proprietes optiques des lames minces, Mar- 
seille 1949.) J. Phys. Radium 11, 327—332 (1950). 

Verf. betrachtet zunächst den Ausdruck für die Intensitätsverteilung bei Inter- 
ferenzen an einer planparallelen Luftschicht, begrenzt einerseits von einer ebenen 
Spiegelfläche, andererseits von einer planparallelen Glasplatte, die auf einer die 
Luftschicht begrenzenden Fläche eine planparallele teildurchlässige Spiegelschicht 
trägt. Diesen Ausdruck schreibt er in der Form 

ET; a) u 7 e(&+.a’—2ß) 1 Fein a 1 
{fr 


r 1—roe 


12 
=) mit 9 =?py+yv-+o, 
| 
worin r, x Amplitudenfaktor bzw. Phasensprung bei Reflexion an einer Fläche Luft 
, gegen Metall, r’, x’ die entsprechenden Größen bei Reflexion an Glas gegen Metall, 
t, ö die entsprechenden Größen beim Durchgang durch die Grenzfläche Luft gegen 
_ Metall, o,y die entsprechenden Größen für die Reflexion an der zweiten Spiegel- 
fläche. Verf. gibt eine graphische Konstruktion an, die es gestatten soll, schnell die 
Verhältnisse zu übersehen, insbesondere also die Intensitätsverteilung in den Inter- 
ferenzlinien zu bestimmen. — [Die Konstruktion der Fig. 2 der Arbeit scheint dem 
Ref. falsch zu sein. Man erhält nach der vom Verf. angegebenen Konstruktion für 
ON nicht Ser = ende SE IB, Es muß also nicht < (02,0 M=-— op, 
r 1—roe? r 1+roe'? 
sondern — — (p’ --z) angetragen werden] Da in vielen Fällen die Werte 
des komplexen Brechungsindex der Schicht in Abhängigkeit von den Wellenlängen 
nicht genau bekannt sind, benutzt Verf. die Methode, um beispielsweise bei dünnen 
Schichten, die den Zweck haben, für bestimmte Wellenlängen eine Reflexionsver- 
minderung zu erzielen, also beim Durchgang des Lichtes durch als Filter wirkende 
Mehrfachschichten, für die Restintensität die Grenzwerte zu ermitteln, zwischen 
denen jene Restintensität liegt. Picht (Babelsberg). 

Blaisse, B. S.: L’admittance optique des couches homogenes et heterogenes. 
(Colloque sur les proprietes optiques des lames minces, Marseille 1949.) J. Phys. 
Radium 11, 315—320 (1950). 

Entwicklung einer Methode, die Reflexion an einer dünnen, aus mehreren verschiedenen 
homogenen oder heterogenen Schichten zusammengesetzten Platte zu bestimmen. Hierzu ist 
Einführung der ‚Optischen Impedanz“ Zopt bzw. „Admittanz“ Yopt = 1/Zopt vorteilhaft, 
wobei Zopt das Verhältnis der Tangentialkomponenten von & und 9, also so definiert ist, daß 
Zopt stetig veränderlich ist, auch wenn die Brechungsindizes durch die Schicht hindurch sich 
‚. unstetig verändern. — Berechnung der Admittanz und der Reflexion einer ebenen Fläche, die 
von einer oder mehreren homogenen oder heterogenen Schichten bedeckt ist, und zwar für 
zur Einfallsebene senkrechte bzw. parallele Polarisation der einfallenden Welle. Mit der opti- 
schen Admittanz Yopt = Y = H,/P, ergibt sich für das Amplitudenverhältnis o = E’,/E, der 
zur Trennungsfläche parallelen Komponenten von € im zweiten und ersten Medium die Be- 
ziehung o = („— Y)/(n + Y), worin n die „‚charakteristische“ Admittanz des Mediums ist und 
die Werte n,, =n/cos® und „1 =n:cos® für zur Einfallsebene paralleles bzw. senkrechtes € 


1 hat, wenn 6 der Einfallswinkel und n der Brechungsindex des Mediums ist. Mit k, = k cos 6; 


k, = k sin 6 ergibt sich — in Matrizenform geschrieben — die Beziehung 


()- 


| x , 
| H,ı 


cos k,l ar 


insink,l cosk,l 
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"die auch der Ausbreitung einer elektrischen Welle in einem Draht entspricht, so daß die Schicht - 
der Dicke l sich wie ein symmetrischer Quadrupol verhält. Hieraus läßt sich die Admittanz 
der Ebene x = 0 durch die Admittanz der Ebene x = I berechnen. — Anschließend Aufstellung 
der Differentialgleichung für die Admittanz Y und für die Koeffizienten ‚der Matrix, indem 
man die äußere Oberfläche des dünnen Plättchens mit einer dünnen Schicht der Dicke dl be- 
deckt. — Anwendung der Differentialgleichung der Admittanz bzw. der reduzierten Admittanz 
Yrea = Yopt/n für den Fall, daß der Differentialquotient dInn/dg konstant ist, wo 
dq = k,dl = k- cos 6 dl. Dieser Fall liegt vor, wenn das Re ziproke des Brechungsindex sich 
linear mit der Dicke der Schicht ändert. — Diskussion einer von Schuster und Hohberg 
angegebenen graphischen Methode zur Berechnung der Admittanz. — Anwendung dieser ‚Me- 
thode auf zwei Beispiele: 1. Für eine auf ein Glasplättchen aufgebrachte heterogene Schicht, 


deren Brechungsindex zwischen dem des Glases (1,52) und dem Wert 1 variiert; 2. für den | 


Fall, daß die Glasplatte von einer heterogenen Schicht und darüber noch von einer homogenen 
Schicht bedeckt ist, deren Dicke die Hälfte der der heterogenen Schicht ist. Vom Standpunkt 
der Reflexionsverminderung ist die Benutzung einer solchen heterogenen Zwischenschicht vor- 
teilhafter als die Benutzung zweier homogener Schichten. ; Picht (Babelsberg). 

Male, D.: Etude graphique des propri6tes optiques des lames mötalliques min- 
ces. (Colloque sur les proprietes optiques des lames minces, Marseille 1949.) J. 
Phys. Radium 11, 332—336 (1950). 

Ausgehend von den Ergebnissen, die sich aus der Anwendung der elektroma- 
gnetischen Lichttheorie und ihrer Grenzbedingungen für die Interferenzerscheinungen 
an einer auf ein durchsichtiges Medium als Unterlage aufgebrachten absorbierenden 
Schicht ergeben, entwickelt Verf. ein aus 2 Scharen orthogonaler Kreise bestehendes 
Nomogramm zur Bestimmung der komplexen Reflexionskoeffizienten an den Grenz- 
flächen (vgl. vorstehendes Referat). Mit Hilfe dieses Nomogramms läßt sich eine 
logarithmische Spirale bestimmen, aus der sich in einfacher Weise die Reflexions- 
und Transmissionskoeffizienten sowie die Phasenänderungen bei der Reflexion an 
der Trennfläche zwischen dem durchsichtigen und dem absorbierenden Medium ab- 
leiten lassen. Insbesondere gestattet das Nomogramm, verhältnismäßig schnell den 
Verlauf der Kurven — in Abhängigkeit von der Dicke der absorbierenden Schicht — 
jener Größen sowie ihre Maxima und Minima zu bestimmen. Dies wird für ver- 
schiedene komplexe Brechungsindizes n =» —ik der absorbierenden Schicht ge- 
zeigt. Es werden die so ermittelten zugehörigen Kurven wiedergegeben und näher 
diskutiert. Picht (Babelsberg). 

Seandone, F.: Theorie de la transmission et de la reflexion dans les systömes 
de eouches minces multiples. (Colloque sur les proprietes optiques des lames minces, 
Marseille 1949.) J. Phys. Radium 11, 337—341 (1950). 


Es werden zunächst mehrere einander überlagerte dünne planparallele, nicht absorbierende 
‘Schichten von verschiedenem Brechungsindex betrachtet, auf die senkrecht zu den Trennungs- 
ebenen eine Lichtwelle trifft. Es werden die für die einzelnen Grenzflächen geltenden, aus den 
Maxwellschen Grenzbedingungen folgenden Beziehungen für die elektrischen Feldstärken 
Ey), Ey, E}_,, Ey_,, sowie für die sich von ihnen durch den Brechungsindex als Faktor unter- 
scheidenden magnetischen Feldstärken angesetzt, wobei sich der untere Index auf die in der 
v-ten Grenzfläche zusammenstoßenden Medien v — 1 bzw. »v, das obere Indexzeichen + bzw. - 
auf die Richtung der Wellen in bzw. entgegengesetzt der einfallenden Welle beziehen. Aus 
den so erhaltenen beiden Gleichungen lassen sich durch Elimination von E} bzw. E; die Größen 
Ey bzw. E} als Funktion der E};_, und Z,_, und der Brechungsindizes n,und n,_, ausrechnen. 
Die Gleichungen lassen sich in Matrizenform vereinfacht darstellen. In diesem Falle der nicht 
absorbierenden Schichten handelt es sich um hermitesche Matrizen. Ihr Wert ergibt sich gleich 
dem Verhältnis der Brechungsindizes n,_,/n». Durch Elimination der Zwischenwerte Ex, Et, 
ergibt sich bei k paarweise aneinandergrenzenden, nicht absorbierenden Medien % 


ee an Ks) & es 
Er; 021 C23 E5/ 
wo die c-Matrix das Produkt der für die v-ten Grenzflächen geltenden Einzelmatrizen ist, nämlich 
Ay b, e?'®v BT. N,_ı 1 Ny,—ı 
I An ) wo 3 (1492 und nn 1») 


v 
eist. Daraus ergeben sich 
r Fresnelschen Reflexions- und Durchlässigkeitskoeffizienten rt, und t,.. Es 


und «&, die Phase des durchgehenden Lichtes an der v-ten Grenzfläch 
leicht die Werte de 


ul 


- folgt Anwendung der Formeln auf eine bzw. zwei bzw. drei derartige Schichten, sowie Angabe, 
wie die Ergebnisse graphisch diskutiert bzw. errechnet werden können. — Scdann folgt Ver- 
 allgemeinerung auf den Fall schiefen Einfalls des Lichtes. Hierfür Zerlegung des einfallenden 
Lichtvektors in zur Einfallsebene parallele und senkrechte Komponente. Ferner Verallge- 
meinerung auf den Fall absorbierender Medien mit komplexem Brechungsindex und kurze 
Diskussion der hierbei zu beachtenden Bedingungen. Endlich Anwendung der Formeln auf 
in einer Richtung inhomogene Medien, die als unendlich viele, unendlich dünne planparallele 
Schichten mit verschiedenem Brechungsindex betrachtet werden können. Es wird gezeigt, daßsich 
in diesem Falle die Elemente der Matrizen als Integrale darstellen lassen, die sich durch Reihen- 
entwicklung, in denen die höheren Glieder vernachlässigbar gegenüber dem ersten Glied sind, 
weiter vereinfachen lassen. Picht (Babelsberg). 


Vasicek, Antonin: Sur la reflexion de la lumiere sur des verres supportant des 
couches minces multiples. (Colloque sur les propriet6s optiques des lames minces, 
Marseille 1949.) J. Phys. Radium 11, 342—345 (1950). 

Rouard hatte [Ann. Phys., Paris 7, 291—384 (1937)] die Frage der 
Reflexion des Lichtes an Gläsern, die mehrere (k) dünne Schichten tragen, also 
k —-1 Trennflächen besitzen, schrittweise in der Art behandelt, daß er, von 
der letzten Schicht ausgehend, die resultierende (komplexe) Amplitude r, e‘°%« durch 
die Fresnelschen Reflexionskeeffizienten »(® und »(#%+1) der k-ten und (k -- 1)-ten 
Trennfläche und durch den zwischen ihnen liegenden Lichtweg x, durch die Be- 

y{k) 4 plR+1) e-iak 


ziehung r,ei% — ausdrückt und diesen Ausdruck in die ana- 
k 


1+ rk) yIk+ı) gie 
loge Gleichung für r,_, e!%-ı für r(®) einsetzt und so — rückwärts schreitend — 
allmählich zu r, ei gelangt. Verf. hatte [J. optical Soc. Amer. 37, 623 (1947)] den 
entgegengesetzten Weg durchgeführt, den er noch einmal in der vorliegenden Arbeit 
angibt. Hierbei benötigt er aber bei jedem einzelnen Schritt die Einführung eines 
Hilfswinkels &,_,, so daß Verf. selbst die Methode von Rouard für einfacher hält. 
Für gewisse Fälle, insbesondere für in einer Richtung inhomogene Medien, die er: 
aus khomogenen Schichten mit den Wegdifferenzen u = 2 n,d, (mit}=1,2,...,k) 
zusammengesetzt denkt, hält er seine Methode für sehr nützlich, was er zahlen- 
mäßig an einem Beispiel, beidem er Unterteilung der inhomogenen Schicht in 1, 2, 5 
bzw. 10 homogene Schichten vornimmt, nachzuweisen versucht. Picht (Babelsberg). 


Vasieek, Antonin: Methode polarimetrique pour l’&tude de I’heterogeneite 
d’une eouche mince sur support de verre. (Colloque sur les proprietes optiques des 
lames minces, Marseille 1949.) J. Phys. Radium 11, 346—349 (1950). 

-Für eine auf Glas aufgebrachte homogene dünne Schicht der Wegdifferenz 
71, 21,32,... gilt bei senkrechtem Einfall für das Reflexionsvermögen bekanntlich 
— Ku er entsprechend der Formel für die Reflexion an einer einzigen Glas- 


n+ ) N 
fläche. Ist die Schicht dagegen inhomogen, so gilt unter sonst gleichen Voraus- 


setzungen über die Wegdifferenz der an Vorder- und Rückfläche reflektierten Anteile: 


er r N), wobei 92 1 die Inhomogenität der Schicht anzeigt und mißt. Auch 
ng 


bei nicht senkrechtem Einfall besteht — wie Verf. zeigt — eine ähnliche Verschieden- 
heit. Bestimmt man dasjenige Azimut y (in den Grenzfällen, für die die Wegdifferen- 
ren — s.o. — die Werte A, 2), 3%,... besitzen) der Polarisationsebene des linear 
polarisiert einfallenden Lichtes gegen die Einfallsebene, für das das im allgemeinen 
elliptisch polarisiert reflektierte Licht wieder linear polarisiert ist, so läßt sich 
daraus — wie Verf. mathematisch näher zeigt — die Stärke der Inhomogenität der 
Schicht angeben, da y eine Funktion von An = ngen,L— sen, gi ISt, wo Nsch,L 
der Brechungsindex der Schicht gegen Luft und nscn,cı der Brechungsindex 
. gegen Glas bedeutet. [Das oben angegebene q ist gleich Ngch, c1/M Sch,L-] Picht. 
| » Luneburg, R. K.: Mathematical analysis of binoeular vision. Princeton Uni- 
veisity Press 1947. VI, 104 p., $ 2,50. 
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Wolter, Hans: Physikalische Begründung eines Farbenkreises und Ansätze zu 
einer physikalischen Farbenlehre. Ann. Phys., Leipzig, VI. F. 8, 1129 (1950). 

Verf. versucht, eine physikalische Begründung eines Farbenkreises zu geben, die sich mathe- 
matisch einwandfrei formulieren läßt. Zu diesem Zweck definiert er eine Farbe durch eine stück- 
weise stetige, stückweise monotone Funktion f(v)> 0 der als monotone stetige Funktion der 
Wellenlänge A anzusehenden Grundvariablen v, wo das »(A) nicht unbedingt die Frequenz zu 
sein braucht. Als weitere grundlegende Definition wird die Gleichheit zweier Farben, die 
Additionsmischung mehrerer Farben sowie die multiplikative Mischung zweier Farben formel- 
mäßig angegeben. Weiter beschäftigt sich Verf. mit der mathematischen Formulierung der 
Forderungen, die an einen physikalischen Farbenkreis und an einen Normalfarbenkreis zu 
stellen sind, wobei die durch additive Mischung aus Farben des Normalfarbenkreises entstehenden 
Farben als Normalfarben bezeichnet werden. Bezeichnet man F(v—. u) als physikalischen 
Farbenkreis, so soll F(x) stückweise stetig und stückweise monoton sein, an jedem Argument 
einen rechtsseitigen und einen linksseitigen Limes besitzen, wobei deren arithmetisches Mittel 
gleich dem Funktionswert ist, ferner 0 < F(x) < 1 sowie F (x +g) =F(%), die Funktion also 
eine Periodizität besitzen, wobei über g noch verfügt werden kann. Ferner soll es zu jeder Funk- 
tion o(u) mit o(u) > 0 und [ o(u) du = 1 — wo o(n) eine Gewichtsfunktion ist — ein A, > 0, 
ein Bg, > 0 und ein reelles u, geben, derart, daß [o(u) Fv— u) du = As + Be: Fl — ue) 
ist. Verf. zeigt dann, daß eine Funktion, die diesen Forderungen entspricht, durch Super- 
position trigonometrischer Funktionen dargestellt werden kann. Er gibt weiter Definitionen, 
die sich auf Proportionalklassen, reduzierte Normalfarben sowie geometrische Veranschaulichung 
der Normalfarben beziehen, definiert sodann ‚„Äquivalenzklassen“, in die sich die Normal- 
farben einordnen lassen, wobei sich die Äquivalenzproportionalklasse im Farbendreieck als 
eine Ellipse darstellen läßt. Anschließend geht er auf die experimentelle Realisierung von 
Normalfarbenkreisen ein, weist sodann darauf hin, daß über die Grundvariable »(A) noch in 
verhältnismäßig weiten Grenzen verfügt werden kann. Hierbei bespricht er die Möglichkeiten 
der ‚„Temperatursysteme“, der ‚Systeme zu vorgegebenem Beleuchtungsspektrum‘“ und das 
„Normalfarbensystem gleicher physiologischer Helligkeiten“, für die er die Funktionen F(}) 
angibt. Es folgt die mathematische Darstellung jeder vorgegebenen Farbe mittels Normal- 
farben sowie die Messung von Normalfarben. Picht (Babelsberg). 

Svartholm, Nils: The focusing properties of inhomogeneous magnetie sector 
fields. Ark. Fys., Stockholm 2, Nr. 14, 115—118 (1950). 

Die vom Ref. zuerst angegebenen und von R. Wallauschek in seiner Dis- 
sertation [Z. Phys., Berlin 117, 569 (1941)] veröffentlichten Formeln für den radialen 
und axialen Fokussierungswinkel 

Pd), =-rl+nH (AR) und d,=rfr,H' (r)[H (ro) * 
in einem inhomogenen Magnetfeld H (r) werden in der für das homogene Sektorfeld 


geläufigen Weise auf die Fokussierung in derartigen inhomogenen Feldern aus- 
gedehnt. (Die Arbeit von R. Wallauschek wird nicht zitiert. Ref.) W. Glaser. 


Svartholm, Nils: Veloeity and two-directional focusing of charged partieles in 
erossed eleetrie and magnetic fields. I. Ark. Fys., Stockholm 2, Nr. 20, 195—207 
(1950). 

Bereits im Jahre 1936 hat R. Wallauschek in seiner Prager Dissertation die 
Fokussierung von Elektronenbahnen längs eines zur Feldachse symmetrisch He- 
genden Kreises in einem rotationssymmetrischen elektrisch-magnetischen Feld all- 
gemein behandelt. Wesentliche Ergebnisse daraus wurden in Z. Phys., Berlin 
177, 569 (1941) veröffentlicht. In dieser Arbeit wird gezeigt, daß Elektronenbahnen, 
welche unter verschiedenen Neigungswinkeln zum Hauptkreis in einer achsen- 
senkrechten Ebene ausgehen, nach einem Winkel ®, wieder auf dem Hauptkreis 
fokussiert werden können, während Bahnen, welche tangential zur Zylinderfläche 
durch den Hauptkreis vom gleichen Punkt ausgehen, nach einem Winkel ©, fokus- 
siert werden. Die Bedingungen für die Existenz dieser Fokussierungen und Foren 
für die beiden Fokussierungswinkel ®, und ®, (für „r- und z-geneigte“ Elektronen- 
bahnen) werden angegeben. Ferner werden von Wallauschek die Bedingungen 
für eine „Richtungsdoppelfokussierung“, d.h. für D,— D,, veröffentlicht und ge- 
zeigt, daß sie für bestimmte Feldanordnungen verwirklicht werden können. Verf 
gibt nun eine genauere Untersuchung der erwähnten Fokussierung. Es wird der 


[ 
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chromatische Fehler bestimmt und die Bedingung dafür, daß die lineare Dispersion 
verschwindet. Ferner wird der Öffnungsfehler berechnet. Es zeigt sich, daß für 
eine bestimmte Feldkombination der chromatische Fehler erster Ordnung und der 
Öffnungsfehler zweiter Ordnung zum Verschwinden gebracht werden kann. [Ob- 
wohl die Arbeit ein ausführliches Literaturverzeichnis enthält, ist doch die ange- 
führte Dissertation vom E. Wallauschek, welche den grundlegenden Ansatz und 
die grundlegenden Fokussierungsformeln enthält und die dem Verf. bekannt ist, 
nicht erwähnt. Vgl. hierzu auch die Arbeit des Ref., Österreich. Ingenieur Arch. 
4. Heft 5, 354 (1950). Ref.] W. Glaser (Wien). 
Sturrock, P. A.: Note on the focusing of eleetron beams in eertain magnetie 
fields. Proc. phys. Soc., London, Sect. B 63, 954-957 (1950). 
' Ein Magnetfeld, dessen Feldstärke senkrecht auf einer Ebene steht, besitzt eine 
in dieser Ebene liegende Elektronenbahn, die als Hauptstrahl eines Rlektronen-, 
bündels gewählt werden kann. Verf. befaßt sich mit der Abbildung durch ein der- 
artiges Bündel. [Sie ist ein Spezialfall der vonM. Cotte, Ann. Phys., Paris, XT. S. 
10, 333—405 (1938) und G. Wendt, Z. Phys., Berlin 120, 720—740 (1941); dies. 
Zbl. 28, 132 untersuchten Abbildungen, der insbesondere von P. Hubert, C.r. 
Acad. Sci., Paris 228, 302—304 (1940) betrachtet wird. Ref.] W.Glaser (Wien). 


Relativitätstheorie: 


Laue, M. v.: Zur Minkowskischen Elektrodynamik der bewegten Körper. 
Z. Phys., Berlin 128, 387—394 (1950). 

Il est montre, sur l’exemple important de l’onde plane monochromatique, 
que dans l’electromagnetisme des milieux polaris6s, la veritable forme du tenseur de 
Maxwell est la forme asyme&trique de Minkowski, et non. pas la forme artificielle- 
ment symetrisee d’ Abraham. Contrairement & un postulat adopte par Planck, 
il faut alors distinguer la densite de courant d’energie de la densit& d’impulsion; la 
premiere peut &tre mise en relation avec un quadrivecteur de rayonnement, 
du genre temps, qui serait colineaire & la quadrivitesse de corpuscules qu’on pourrait 
associer & l’onde, et la seconde avec un quadrivecteur d’impulsion, qui est du 
genre espace; dans chaque systeme de reference l’impulsion de l’onde plane se 
trouve etre normale aux plans d’onde. — L’A. indique la connexion entre ces id&ees 
et celles d’un recent m&emoire de Schubert relatif & la supraconduction. — Pour 
l’analyste, ce n’est pas un mince sujet de satisfaction que de voir l’entiere concor- 
dance des ide&es par lui soutenues dans plusieurs travaux, avec celles du tres eminent 
auteur de l’article qui vient d’etre analyse. Costa de Beauregard (Paris). 

Schlomka, Teodor: Zur Berechnung des elektromagnetischen Feldes bewegter 
Körper. Ann. Phys., Leipzig, VI. F. 7, 228—239 (1950). 

L’A. donne trois möthodes nouvelles pour le caleul du champ electromagnetique 
dans un corps ind&fini en translation et montre leur &quivalence avec deux möthodes 
dejä connues. Il traite ensuite le probleme de plusieurs corps finis anim6s de mouve- 
ments de translation relatifs, celui d’un corps en rotation, et celui d’un corps anim6 
d’un mouvement queleconque. — Le fait de se placer constamment au point de 
" vue relativiste, d’utiliser systematiquement la transformation de Lorentz la plus 
generale et la relation la plus generale entre les champs et les inductions, loin de 
compliquer les caleules, leur donne beaucoup de gen£ralite et d’elegance. 

Costa de Beauregard (Paris). 

Jankovic, Zlatko: Le prineipe variationnel de la theorie de la relativite re- 
streinte. Periodicum math.-phys. astron., Zagreb, II. S. 5, 12—19 und französ. Zu- 
sammenfassg. 19—20 (1950) [Kroatisch]. 

Broglie, L. de: Le prineipe de P’inertie de l’@nergie et la notion d’Energie poten- 
tielle.. ©.r. Acad. Sci., Paris 225, 163—165 (1947). 
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Lampariello, G.: Intorno alle idee generali della fisiea Einsteiniana. Mat., | 
"Catania 5, 15—31 (1950). | 

Kurze Darstellung der historischen Entwicklung und des Inhalts der speziellen 
Relativitätstheorie. Heckmann (Hamburg-Bergedorf). 


Schild, Alfred: Diserete spaee-time and integral Lorentz transformations. 
Canadian J. Math. 1, 29—47 (1949). 

Ausführliche Darstellung einer bereits früher (dies. Zbl. 34, 276) referierten 
Arbeit. Verf. fügt hinzu, daß die Bewegung eines Teilchens nicht nur durch eine | 
zeitartige „ganze“ Weltlinie mit einer Minimalgeschwindigkeit von 0,866 der Licht- 
geschwindigkeit, sondern auch durch eine „ganze“ Null-Linie gegeben sein könnte; 
in diesem Falle wäre die Geschwindigkeit des Teilchens in jedem Augenblick gleich 
der des Lichtes, im Mittel aber beliebig klein, ähnlich wie bei der Schrödingerschen | 
Zitterbewegung des Diracschen Elektrons. Urich (Berlin). 


Keberle, Edouard et Andr6 Mereier: Comportement relativiste des systemes 

avee ou sans self-eontrainte. Arch. Sci., Geneve 3, 235—241 (1950). 
Verff. diskutieren an Hand von einigen Beispielen die Lorentztransformations- 
formeln für verschiedene Systeme ohne und mit irgendwelchen Bindungen, die 
letzten Endes in ihren Unterschieden wohl darauf hinauslaufen, daß es in letzterem 
Fall ein ausgezeichnetes Koordinatensystem gibt, in ersterem Fall nicht. Als Bei- 
spiele für den ersten Fall werden u. a. das freie Teilchen oder die laufende Welle, 
als Beispiele für den zweiten Fall der Oszillator oder die stehende Welle betrachtet. 
F. Sauter (Göttingen). 

Keberle, Edouard: Approximation galil&eenne de Yattribution relativiste onde- 
corpuseule. Arch. Sci., Geneve 3, 242—246 (1950). 

Verf. diskutiert die Ursachen, weshalb die in der speziellen Relativitätstheorie 
bestehende Analogie zwischen Impuls-Energie-Vektor für ein Teilchen und Aus- 
breitungs-Frequenz-Vektor für eine Lichtwelle zu bestehen aufhört, wenn man von 
der Lorentztransformation zur Galileitransformation übergeht. F. Sauter. 

Berenda, Carlton W.: Notes on the Wheeler-Feynman theory. Phys. Rev., Lan- 
caster Pa., II. S. 71, 550 (1947). 

Verf. gibt einige Hinweise, daß man den Gedankenvon Wheelerund Feynman, 
ohne Absorber gäbe es keine retardierten, nur symmetrisierte Potentiale, auf die 
Gravitationstheorie übertragen solle. Bopp (München). 


Milne, E. A.: Star-streaming and the stability of spiral orbits in spiral nebulae. 
I. Motion round a point-nucleus. Monthly Not. astron. Soc., London 108, 309—315 
(1948). 

Das Analogon zu der Kreisbahn eines Massenpunktes im Felde einer Zentral- 
masse inder Newtonschen Gravitationstheorie ist in der Milneschen ‚‚kinematischen“ 
Gravitationstheorie ein spiralförmige Bahn. Verf. zeigt, daß solche Spiralbahnen 
unter analogen Bedingungen stabil sind wie die Newtonschen Kreisbahnen und 
daß die im Sternsystem beobachtete „ellipsoidische‘“ Geschwindigkeitsverteilung 
zurückgeführt werden kann auf kleine Abweichungen der Sterne von Spiralbahnen. 
Das Gravitationsfeld eines Sternsystems wird approximiert durch das einer Zen- 
tralmasse. Fricke (Hamburg). | 

Milne, E. A.: Star-streaming and the stability of spiral orbits in spiral nebulae. 
II. Motion in an extended distribution of matter. Monthly Not. astron. Soc., 
London 108, 316—323 (1948). 

Die spiralförmigen Bewegungen der Sterne im Rahmen der Milneschen ‚‚kine- 
matischen“ Gravitationstheorie führen zu einer zeitabhängigen Massenverteilung 
im Sternsystem. Unter Berücksichtigung dieser Zeitabhängigkeit werden die im 
ersten Teil der Arbeit (s. vorsteh. Referat) gefundenen Ergebnisse verallgemeinert. 

Fricke (Hamburg). 
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Atomphysik. 
Quantentheorie: 


e Blochincev, D. I: Grundzüge der Quantenmechanik. 2. umgearb. Aufl. 
Moskau-Leningrad: Staatsverlag f. techn.-theoret. Lit. 1949. 5588. R. 15,70 
| Russisch ]. 

Dieses ausgezeichnete Lehrbuch stellt sich die Aufgabe ‚‚dem Anfänger des Studiums der 
Quantenmechanik ein richtiges Verständnis für ihre physikalischen Grundlagen zu vermitteln, 
für ihren mathematischen Apparat, für ihre Fruchtbarkeit an Hand der wesentlichsten An- 
wendungen“. Verf. behandelt: Die Grundlagen der Quantentheorie, Energie und Impuls der 
Lichtquanten; die experimentelle Bestätigung der Erhaltungssätze für Energie und Impuls der 
Lichtquanten. Die Theorie von Bohr und die elementare Quantentheorie der Ausstrahlung; 
die schwarze Strahlung; de Broglie-Wellen und die Beugung von Elektronen, Atomen und 
Molekülen. —Die Grundlagen der Quantenmechanik, die statistische Deutung der de Broglie- 

- Wellen. — Die Abbildung mechanischer Größen durch Operatoren. — Die Veränderung der Zu- 
stände mit der Zeit, die Veränderung der mechanischen Größen mit der Zeit, das Ehrenfest- 
sche Theorem. — Die Verbindung der Quantenmechanik mit der klassischen Mechanik und mit 
der Optik. — Die Grundlagen der Theorie der Darstellung. Matrizen. — Die Theorie der Bewegung 
eines Mikroteilchens in einem Potentialfeld. — Die Bewegung geladener Mikroteilchen im elektro- 
maghetischen Feld. — Das mechanische und magnetische Eigenmoment des Elektrons (Spin) 
Spin-Funktion. — Störungstheorie. — Die einfachsten Anwendungen der Störungstheorie. — 
Die Störungstheorie für das kontinuierliche Spektrum und die Theorie der Stöße. — Die Theorie 
der Quantenübergänge. — Ausstrahlung, Absorption und Streuung durch atomare Systeme. — 
Durchgang von Mikroteilchen durch Potentialbarrieren. — Das Vielkörperproblem. — Die ein- 
fachsten Anwendungen der Theorien des Vielkörperproblems. — System aus gleichen Mikro- 
teilchen. — Die zweite Quantelung und die Quantenstatistik. — Das Vielelektronenatom. — 
Die Bildung von Molekülen. — Magnetische Erscheinungen. — Schlußwort: Das formale Schema 
der Quantenmechanik, die Grenzen der Anwendbarkeit der Quantenmechanik. Einige erkenntnis- 
theoretische Fragen. — Anhang: 11 Abschnitte mathematischen Inhalts. —Besonders zu begrüßen 
ist das Bestreben des Verf., von Anfang an das Wesen der Quantenmechanik richtig heraus- 
zustellen. ‚Die Quantenmechanik ist eine statistische Theorie .... die moderne Quantenmechanik 
ist im Gegensatz zur statistischen Mechanik nicht auf irgendeiner Theorie individueller Mikro- 
prozesse begründet. Sie operiert von Anfang an mit statistischen Gesamtheiten. Diese stati- 
stischen Gesamtheiten werden charakterisiert durch Kennzeichen, die der makroskopischen 
Mechanik entliehen sind (z. B. Impuls, Energie, Koordinaten). Deshalb hat, wenn in der Quanten- 
mechanik von der Reproduktion einer Mikroerscheinung (z. B. der Wiederholung eines Versuches) 
gesprochen wird, es den Sinn der Reproduktion der makroskopischen Bedingungen für das 
mikroskopische Ereignis, d.h. die Realisierung des gleichen statistischen Ensembles. — Auf 
diese Weise studiert die Quantenmechanik statistische Gesamtheiten von Mikroteilchen in 
ihrem Verhalten zu makroskopischen Meßgeräten, mit deren Hilfe der Zustand der Teilchen 
bestimmt werden kann d.h. die statistische Gesamtheit bestimmt wird. In dem Umfang, der 
durch diese Fragenstellung bezeichnet ist, stellt die Quantenmechanik den bedeutendsten Schritt 
in der Entwicklung der Atomphysik des 20. Jahrhunderts dar.‘ — Das Streben nach grund- 
sätzlicher Klarheit wird konsequent im ganzen Verlauf der Darstellung durchgehalten. So 
kommt es, daß viele Dinge, die üblicherweise in Lehrbüchern undeutlich, nicht ausreichend 
oder auch falsch dargestellt werden, sehr prägnant und richtig bezeichnet werden. (Es wird 
z.B. ausdrücklich gezeigt, daß es eine „Ungenauigkeitsrelation‘‘ für Energie und Zeit nicht 
gibt.) — Den Abschluß der Darstellung bildet ein Schlußwort, in welchem im letzten Para- 
graphen einige erkenntnistheoretische Fragen behandelt werden. Wir haben leider in der deut- 
schen Sprache noch kein Lehrbuch, das sich mit diesem vergleichen läßt. Rompe. 

Krupp, Helmar: Bestimmung der allgemeinen Lösung der Schrödinger-Glei- 

. ehung für Coulomb-Potential. Ber. Verh. Sächs. Akad. Wiss. Leipzig, math.-naturw. 


Kl. 97, Nr. 8, 28 S. (1950). 

Die unrelativistische Schrödinger-Gleichung des Wasserstoffatoms führt, sofern 
man Endlichbleiben der Wellenfunktion bei r = 0 und bei r = oo fordert, auf die 
bekannten Balmerterme und Eigenfunktionen. Nun führen aber verschiedene Pro- 
bleme der Atomphysik in gewissen r-Bereichen angenähert oder streng auf diese 
spezielle Wellengleichung, ohne daß die eine oder die andere Randbedingung für 
‚ den betreffenden Bereich in Frage kommt; man denke z. B. an die Wellenfunktionen 
der Leuchtelektronen bei den Alkali-Atomen für hinreichend große r-Werte, welche 
nach kleineren r-Werten einen anderen Verlauf besitzen als die Wasserstoff-Funk- 
tionen und daher nicht an die Randbedingung bei r = 0 gebunden sind. Es werden 
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daher in der vorliegenden Arbeit die Lösungsfunktionen der Schrödingergleichung 
für gewisse nicht-ganze Parameter-Werte berechnet und graphisch dargestellt, und 
zwar einmal für den Fall, daß die Funktionen im Ursprung über alle Grenzen 
wachsen, zum andernmal, daß dies im Unendlichen der Fall ist. Die Rechnungen | 
werden durchgeführt für Drehimpuls- Quantenzahlen 0, 1 und 2. F. Sauter. ) 

Viguier, Gabriel: L’oseillateur harmonique & n dimensions. Experientia, | 
Basel 6, 222 (1950). | 

L’A. montre que l’&tude des solutions de l’&quation de Schrödinger pour un 


N 
oscillateur harmonique &n dimensions ( potentieldela forme V = 27? m»? ( > 2) 
= 


peut se developper & partir de notions geometriques liees & une &quation de Riccati, 
les variations des niveaux d’energie correspondant & une famille de courbes planes 
& parametrisation isom6trique. G. Petiau (Paris). 

Rubinowiez, A.: The limits of the applicability of Sommerfeld’s polynomial 
method in quantum theory. ©. r. Soc. Sci. Lett. Varsovie, Cl. III 40, 57—63 (1948). 

Bis auf das im Detail ausgeführte Beispiel der eindimensionalen Schrödinger- | 
Gleichung, finden sich die Resultate in einer andern Arbeit des Verf. (dies. Zbl. 32, 
DC): Kriszten (Zürich). 

Sewell, Geoffrey L.: A approximate relation between the energy levels of a par- 
tiele in a field of given potential energy, ealeulated on the relativistie and non-relati- 
vistie theories. Proc. Cambridge phil. Soc. 45, 6351—637 (1949). 

Für die Energieeigenwerte der Dirac-Gleichung wird die erste Näherung be- 
rechnet; d. h. die Glieder, die von der Größenordnung c”? sind. Es wird gezeigt, 
daß man zu dem gleichen Ausdruck kommt, wenn man die Störung durch ‚‚Rela- 
tivitätstheorie ohne Spin‘ (Klein-Gordonsche Gleichung) und durch die Wechsel- 
wirkung zwischen Spin und elektrischen Feldern addiert. Koppe. 

Vrkljan, Vladimir 8.: On the transition of the Diraec’s equations in the Max- 
well’s equations. Periodicum math.-phys. astron., Zagreb, JI. S. 4, 104—111 und 
engl. Zusammenfassg. 112 (1949) [Kroatisch]. 


Tani, Smie: Note on the formal solution of the Tomonaga-Schwinger equation. 
Progress theoret. Phys., Osaka 4, 209—217 (1949). 

Eine formelle Lösung der Tomonaga-Schwingerschen Gleichung wird in der | 
Form y[C] = 8 [0, C,] y [O,] angesetzt, und für S[C,C,] eine funktionelle | 
Integralgleichung abgeleitet. Für $ wird eine Reihenentwicklung nach Potenzen | 
des Kopplungsparameters vorgeschlagen, die die Anwendung eines Näherungs- 
verfahrens ermöglicht. Gora (Providence). 

Kanesawa, Suteo and Ziro Koba: A remark on relativistieally invariant for- | 
mulation of the quantum field theroy. Progress theoret. Phys., Osaka 4, 297—311 | 
(1949). 

Tomonaga und Mitarbeiter haben als Ausgangspunkt ihrer invarianten For- 
mulierung der Quantentheorie der Felder den kanonischen Formalismus benutzt, in 
dem die Zeitkoordinate eine besondere Rolle spielt. In der vorliegenden Arbeit 
wird gezeigt, daß man die gleichen Resultate auch ohne Verwendung des kano- 
nischen Formalismus erhalten kann. Als Ausgangspunkt wird dabei nicht die Ha- 
miltondichte, sondern die Lagrangedichte verwendet. Gora. 

Dyson, F. J.: The radiation theory of Feynman. Helvetica phys. Acta 23, 
Suppl. III, 240—242 (1950). 

Verf. vergleicht die Theorien von Schwinger und Feynman nach Ausgangs- 
punkt und Tragweite miteinander. Schwingers Ziel war es, die Heisenberg-Pauli- 
sche Elektrodynamik neu zu formulieren mit einem solchen Minimum von Änderun- 
gen, das notwendig ist, um zu einer verwendbaren Theorie zu gelangen. Feynman 
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_ führt eine kritische Überprüfung der Grundprinzipien der Elektrodynamik durch 
und geht dabei von Postulaten aus, die weniger mathematisch und mehr physikalisch 
sind, als man gewohnt ist. Sch winger hat eine bestimmte Theorie, Feynman mehr 
einen Rahmen gegeben, in den viele verschiedene Theorien eingepaßt werden kön- 
nen. — Feynmans erste Abweichung von der orthodoxen Quantenmechanik ist 
seine Verwendung der Lagrange- statt der Hamilton-Funktion. Seine Postulate 
sind: Die Übergangswahrscheinlichkeit von einem Zustand A zu einem Zustand B 
ist proportional zu N c(H)?, wo H ein möglicher Weg (eine mögliche „history“) 


von A nach B ist. Der Wert von € ist proportional zu exp (i,8/k), wo S das klassische 
Wirkungsintegral ist. — Feynmans Positronentheorie entspricht alten Ideen von 
Wheeler und Stueckelberg, nach denen man das Positron als ein Elektron be- 
handeln kann, das ‚zeitlich rückwärts‘ läuft. Kockel (Leipzig). 

Yang, €. N. and David Feldman: The S-Matrix in the Heisenberg representa- 
tion. Phys. Rev., Lancaster Pa., 11. S. %9, 972—978 (1950). 

Es wird gezeigt, daß man die S-Matrix für die Quantenelektrodynamik und 
alle Mesontheorien in der Heisenbergdarstellung erhalten kann. Sie erscheint hier 
a4$ ein unitärer Operator, der die Feldoperatoren zur Zeit t-> — oo auf die ent- _ 
sprechenden Operatoren zur Teit t— + oo transformiert. Die Vermeidung der 
Wechselwirkungsdarstellung hat den Vorteil, daß bei der Berechnung der S-Matrix 
niemals eine Abhängigkeit von den Normalen raumartiger Flächen auftritt. Man 
kann die Feynman-Dysonschen Regeln der Quantenelektrodynamik mit geringen 
Änderungen auf alle sonstigen Theorien ausdehnen. Um die $-Matrix zu identi- 
fizieren, wird ein Übergang zur Wechselwirkungsdarstellung ohne Benutzung des 
Hamiltonschen Formalismus vorgenommen. Lehmann (Jena). 

Zumino, Bruno: Relativistice Heisenberg pieture. Helvetica phys. Acta 23, 
Suppl. III, 243—247 (1950). 

Das der Diracgleichung entsprechende Heisenberg-Bild ist nicht ohne weiteres 
in relativistisch-invarianter Form. Diese Schwierigkeit läßt sich überwinden, indem 
man von einer raumartigen Fläche ausgeht und mit ihrer Hilfe die dynamischen 
Variabeln des Systems einschließlich der Zeit definiert. Kockel (Leipzig). 

Stueckelberg, E. C. G. et D. Rivier: A propos des divergences en th6orie des 
champs quantifies. Helvetica phys. Acta 23, Suppl. III, 236—239 (1950). 

Wet, J. 8. de: The interaetion representation in the quantum theory of fields. 
Proc. R. Soc., London, A 201, 284-296 (1950). 

Zur Vermeidung von Schwierigkeiten beider Anwendung der Wechselwirkungs- 
darstellung von Tomonaga und Schwinger (dies. Zbl. 32, 94) wird folgendes ge- 
zeigt. Wenn zwei Feldoperatoren, die verschiedenen Feldgleichungen genügen, durch 
eine unitäre Transformation auf einer raumartigen Fläche ineinander übergehen, 
so läßt sich die entsprechende unitäre Transformation für eine andere raumartige 
Fläche aus einer bestimmten Differentialgleichung herleiten. Als Anwendung wird 
die Wechselwirkungsdarstellung der Kopplung von skalarem Mesonfeld und Licht- 
feld behandelt. F. Hund (Jena). 

Villars, F.: On the energy-momentum tensor of the eleetron. Phys. Rev., 
Lancaster Pa., II. S. 79, 122—128 (1950). 

Im Anschluß an eine Arbeit von Rohrlich (dies .Zbl. 35, 274), der dasselbe 
für den Energie-Impuls-Tensor des Elektrons selbst getan hat, wird hier die Strah- 
lungskorrektion erster Ordnung zum Energie-Impuls-Tensor, d.h. der von der 
- Wechselwirkung von Licht- und Elektron-Feld herrührende Anteil nach der Methode 
von Pauli und dem Verf. (dies. Zbl. 37, 125) ‚regularisiert“ durch die Ein- 
führung von Hilfsmassen. Dadurch, daß die Tensordivergenzen nicht unempfindlich 
sind gegen den Regularisierungsprozeß, entstehen Zusatzterme, die sich als von 
einem Vektormeson-Hilfsfeld mit imaginärer Kopplungskonstante herrührend auf- 
fassen lassen. Wessel (Dayton, Ohio). 
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Green, Thomas A.: Quantum eleetrodynamies — Second-order correetions to 
the eurrent operator. Phys. Rev., Lancaster Pa., II. 8. 78, 297—298 (1950). | 

Es werden die Korrektionen 2. Ordnung zum Stromdichte-Operator für Elek- 
tronen in Wechselwirkung mit neutralen Vektormesonen berechnet. Dazu wird die 
S-Matrix nach der Integraltheorie von Stueckelberg und Rivier (dies. Zzbl. 35, 
134) entwickelt. Man erhält Matrixelemente, die wohl endlich sind, aber willkürliche 
Konstanten enthalten. Diese Konstanten werden so bestimmt, daß 1. keine Ladungs- 
oder Massenrenormalisierungen auftreten und daß 2. sich im Grenzfall verschwinden- 
der Meson-Masse keine Divergenzen ergeben außer denen, die mit der Infrarot- 
Katastrophe zusammenhängen. Auf diese Weise bekommt man einen vollständig 
bestimmten Ausdruck für die Korrektionen 2. Ordnung zum Stromdichte-Operator. 
Im Grenzfall Mesonmasse/Elektronenmasse <1 stimmen die Ergebnisse mit denen 
von Schwinger überein bis auf die Infrarot-Terme, wo an Stelle von 

lie, = — +1} der Ausdruck Zelen, 
tritt (u = Mesonmasse). fo R.Oechme (Göttingen). 

Mossin Kotin, Ceeilia: Über die Strahlungsprozesse zweiter Ordnung. Rev. 
Un. mat. Argentina 14, 323—331 und engl. Zusammenfassg. 323 (1950) [Spanisch]. 

The computation of transition probabilities for radiative processes can be considerably 
simplified by the use of the hypercomplex formalism, which accounts immediately for all inter- 
mediate states due to different spin orientations and charge signs. As an example, the case 
of two photon and two electron states is considered, which contains both the Klein-Nishina 
formula for Compton scattering and Dirac’s formula for pair annihilation. (Autoreferat.) 

Petiau, Gerard: Sur la theorie quantique du bremsstrahlung. C. r. Acad. 
Sci., Paris 231, 1038—1040 (1950). 

Dem Prozeß der Bremsstrahlung von Teilchen mit halbzahligem Spin werden 
zwei Felder zugeordnet, deren Quanten ganzzahligen Spin (0 oder 1) haben. Eine 
explizite Durchrechnung erfolgt für den Fall, daß beide Felder pseudoskalar sind. 

K.-H. Höcker (Stuttgart). 

Heisenberg, W.: Stationäre Zustände in der relativistischen Quantentheorie der 
Wellenfelder. Z. Naturforsch., Tübingen 5a, 367-373 (1950). 

Es wird zunächst gezeigt, wie man im Prinzip die stationären Zustände eines 
Problems aus der unitären Matrix, welche die zeitliche Entwicklung seines Zustands- 
vektors in der Wechselwirkungsdarstellung regelt, gewinnen kann. Dies wird dann 
speziell angewandt auf die in einer früheren Arbeit des Verf. (dies. Zbl. 36, 268) an- 
gegebene, nicht Hamiltonsche, konvergente Theorie, welche sämtliche in der Natur 
vorkommenden Teichen durch ein einziges Spinorfeld beschreiben soll. Da man 
jedoch zunächst nicht um die Störungstheorie herumkommt, können die stationären 
Zustände praktisch hier so wenig wie in der üblichen Theorie bestimmt werden. 

| Schafroth (Zürich). 

Wildermuth, K: Eine Differentialgleichungstheorie der Elementarteilchen. Z. 
Naturforsch., Tübingen 5a, 373—381 (1950). - 

Die Grundgedanken der Heisenbergschen Theorie der Elementarteilchen (dies. 
Zbl. 36, 268) werden im speziellen Fall einer Theorie erläutert, die durch ein Spinor-. 
feld charakterisiert ist, welches im kräftefreien Falle n verschiedene Sorten von 
Spin 1/2-Teilchen- beschreibt, und dessen Feldgleichungen Differentialgleichungen 
sind. Es zeigt sich, daß in der Tat keine reguläre, invariante und hermitische Wechsel- 
wirkungsenergie in der Theorie existieren kann, sodaß die Heisenbergsche Verall- 
gemeinerung der Dysonschen Formel für die S-Matrix verwendet werden muß. Zum 
Abschluß werden einige qualitative Betrachtungen darüber angestellt, wie man sich 
die Photonen aus den Spinorteilchen zusammengesetzt zu denken hat. Schafroth. 

Fierz, M.: Non-local fields. Phys. Rev., Lancaster Pa., II. S. 78, 184 (1950). 

Fierz, M.: ‚Zusammenhang der nieht-lokalen Felder H. Yukawa’s mit solchen, 
die Teilchen mit dem Spin f beschreiben. Helvetica phys. Acta 23, 412-416 (1950) 
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Yukawas Quantentheorie nichtlokalisierter Felder ist äquivalent einer Super- 
position lokalisierter Felder mit verschiedenem Spin. .. F. Hund (Jena). 


Bloch, Claude: Variation prineiple and eonservation equations in non-loeal 
field theory. Danske Vid. Selsk., mat.-fys. Medd. 26, Nr.1, 30 8. (1950). 

Die nichtlokalisierten Felder Yukawas (dies. Zbl. 34, 130; 36, 267) werden ge- 
‘deutet, indem einer nichtlokalen Feldgröße eine geeignete Dichte (als Funktion 
von Ort und Zeit) zugeordnet wird. Die Theorie läßt sich dann in engem Anschluß 
an die Theorie lokaler Felder durchführen. Lagrangefunktion und Feldgleichungen, 
Erhaltungssätze für Energie-Impuls, Drehimpuls, Ladung-Strom lassen sich auf- 
stellen. Speziell werden Felder mit Spin 0 und & untersucht. F. Hund (Jena). 

Kwal, Bernard: Contribution ä& la theorie des champs non localisables. J. 
Phys. Radium 11, 213—218 (1950). 

Gegenstand der Untersuchung ist die auf Born zurückgehende, in den Ko- 
ordinaten und Impulsen symmetrische Theorie der nicht lokalisierbaren Felder. 
Diese Theorie enthält als Gegenstück der Ruhemasse eine Fundamentalkonstante . 
von der Dimension einer Länge und ermöglicht so eine quantenmäßige, relativistisch 
invariante Behandlung von Teilchen endlicher Ausdehnung. Von besonderem Inter- 
esse ist das Verhalten der sogenannten reziproken Teilchen ohne Ruhemasse, aber 
mit endlicher Ausdehnung. Das Verhalten dieser Teilchen wird im besonderen in 
dieser Arbeit ausführlich untersucht. F. Sauter (Göttingen). 


Chang, T. S.: The quantum mechanies of localizable dynamical systems. 
Phys. Rev., Lancaster Pa., II. S. 78, 592—596 (1950). 

Dirac gab eine sehr allgemeine Fassung der Quantenmechanik lokalisierbarer 
Systeme (dies. Zbl. 33, 93), und Chang hat den Formalismus konkreter durchge- 
führt und die Beziehung zu Untersuchungen von P. Weiß aufgezeigt (dies. Zbl. 14, 
371; 33, 95). Jetzt werden Ausdrücke für die vorkommenden Operatoren angegeben 
und die nötigen Invarianzeigenschaften untersucht, schließlich weitere Beziehungen 
zu Weiß festgestellt. F. Hund, (Jena). 

Snyder, Hartland S.: A note on relativistie quantum mechanies. Phys. Rev., 
Lancaster Pa., II. S. 73, 524 (1948). 

Statt einer Ableitung der Hamiltonfunktion aus einer Lorentzinvarianten 
Lagrangefunktion versucht Verf., Hamiltonfunktionen mit den richtigen Kovarianz- 
und Vertauschungseigenschaften direkt zu konstruieren. Bopp (München). 


Flint, H. T.: The quantization of space and time. Phys. Rev., Lancaster Pa., 
II. S. 74, 209—210 (1948). 

Raum-—-Zeit erscheint gequantelt, wenn man den Vierervektor durch geeignete 
Operatoren darstellt statt durch c-Zahlen. Das ist in Lorentzinvarianter Weise 
möglich. Sich auf einen 5-dimensionalen c-Zahl-Raum beziehend, setzt Verf. für 

0 (7) 
den Ort (v—=1,2,3,4) u = “ (o Fr N5 Dun 
ponenten M„, den Drehimpuls bezeichnen. Bisher hat sich die Auffassung noch 
nicht als fruchtbar erwiesen. Nach vorsteh. Referat dürfte obiger Operator eher 


) — M,„s, während die Kom- 


‘ den Impuls bezeichnen. Bopp (München). 


Snyder, Hartland $.: Quantum field theory. Phys. Rev., Lancaster Pa., II. 
Ss. 79, 520—525 (1950). 

Es wird behauptet, daß die Quantentheorie der Felder entgegen der üblichen 
Meinung nicht verantwortlich sei für die Divergenz der daraus stammenden Er- 
gebnisse, sondern daß diese Divergenzen durch eine ungeeignete Form des Störungs- 
formalismus erst in der Theorie hineingebracht würden. Verf. gibt ein Verfahren an, 
welches eine Folge von unitären Transformationen zu konstruieren erlaubt, durch 
die der Hamiltonoperator so transformiert wird, daß er im Limes nur noch reelle 
Prozesse beschreibt und endlich ist. Schafroth (Zürich). 
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Salpeter, E. E.: On the eleetrodynamie self-energy of the eleetron. Proc. R. 
Soc., London, A 195, 163—173 (1948). 

Frage: Liegen die Divergenzen in der Quantenelektrodynamik an unsauberer | 
Störungsrechnung ? Problem: Selbstenergie eines ruhenden Elektrons negativer 
Energie (ohne Löchertheorie). Ergebnis: Es gibt keinen Eigenwert mit endlicher 
Minimalenergie. Bopp (München). 

Maravall Casesnoves, Dario: Die kosmologisehen und kosmogonischen Folge- | 
rungen aus meiner Theorie der Unstetigkeit der Variablen der Wellenmechanik. — 
Berechnung der oberen Grenze der Eigenmasse des Photons. Euclides, Madrid 10, 
385—389 (1950) [Spanisch]. 

Destouches-Fövrier, Paulette: Sur la recherche de P&quation fonctionnelle" 
d’6volution d’un systeme en the&orie generale des previsions. C.r. Acad. Sci., Paris | 
230, 1742—1744 (1950). 

En admettant suivant les theories de M. J. L. Destouches que l’evolution. 
des previsions pour le r&sultat &ventuel de la mesure des grandeurs caracterisant 
un systeme physique S est decrite par un operateur U (t,t,) liant les elements de 
prevision initiaux X, & ces &l&ments & Yinstant t, X, par X, =U (t,,) X, et en 
supposant que l’&volution des X, se fait par une loi hereditaire, ’A. propose pour 
U (t,t,) l’&quation operatorielle fonctionnelle 


z=t 
Iki)=- Uhr FU) 
Tt=b 
ou F est un operateur int6gral non pr6cis6 et U, l’operateur d’evolution d’un systeme 
fietif S, appel& substratum de 8. Petiau (Paris). 


Nilsson, S. Bertil: The e? approximation of the self-energy of the eleetron treated - 
by analytie continuation. Ark. Mat. Astron. Fys. A 36, Nr. 5, 13 8. (1948). 

Die Selbstenergie des Elektrons wird unter Benutzung eines konvergenzerzeu- 
genden Faktors berechnet, der in der nicht modifizierten Theorie 1 ist und der aus 
dem Wert 1 durch analytische Fortsetzung folgt. Abgesehen davon, daß die physi- 
kalische Deutung eines solchen Grenzprozesses zunächst noch unklar wäre, lassen 
sich mit dem Prozeß nicht alle Konvergenzschwierigkeiten heben. Bopp. 


Watanabe, Satosi: On the possible types of interaction between spinorial and 
tensorial fields. Phys. Rev., Lancaster Pa., II. S. 74, 18641866 (1948). 
Lorentztransformationen und Translationen bilden eine 1Oparametrige Gruppe, 
die nach stereographischer Projektion eine Untergruppe der projektiven Transfor- 
mationen einer Kugel im 5-dimensionalen Raum ist. Beschreibt man die Kugel- 
drehungen im R, ähnlich wie die des Kreisels durch Cayley-Kleinsche Parameter, 
so erhält man die 5 Diracmatrizen y),YY3 Ya Ys = YıYa Ya Ya, die hiernach eng 
mit den Transformationseigenschaften von Raum—Zeit zusammenhängen. Verf. 
postuliert die 5-dimensionale Symmetrie der Diracmatrizen aus formalen Gründen, 
ohne die gruppentheoretischen Zusammenhänge zu kennen, und diskutiert, wie 
Wellengleichungen aussehen können, wenn die volle Symmetrie in Erscheinung 
tritt. Vergeblich sucht Verf. eine Verbindung zur Gleichung von Meller-Rosen- 
feld herzustellen, die man nach F. L.Bauer erst verstehen kann, wenn man auch 
noch die Kugelverwandtschaften in Raum-Zeit betrachtet, wie nach Bateman 
und F. Klein schon in der Maxwellschen Theorie. Bopp (München). 
Thirring, Walter: Der Massendeffekt als Folge der relativistischen Feldglei” 
chung für das Zweikörperproblem. Z. Naturforsch., Tübingen 5a, 85—88 (1950). 
Es wird eine relativistisch invariante Wellengleichung für ein Zweiteilchensystem 
von Partikeln mit halbzahligem Spin aufgestellt, die der Breitschen Gleichung für 
das Zweielektronensystem sehr ähnlich, aber nicht mit ihr identisch ist. Diese Glei- 
chung wird auf große Komponenten reduziert und dann gezeigt, daß die entstehende 
vierkomponentige Wellengleichung im Falle einer gegenseitigen Bindung der beiden 
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Partikeln das Phänomen des Massendefekts erkennen läßt. (Nach Ansicht des Refe- 
renten ist der entsprechende Beweis in einem sehr wesentlichen Punkte unvoll- 
ständig, da die Geschwindigkeitsabhängigkeit des Wechselwirkungspotentials nicht 
berücksichtigt ist.) Bagge (Hamburg). 

Kar, K. (., S. Sengupta and P. P. Chatterji: The relativistie theory of seattering 
in Coulomb field by atoms. Indian J. Phys., Caleutta 24, 339—345 (1950). 

Es wird gezeigt, daß sich die von Mott abgeleitete relativistische Formel für 
die Streuung eines geladenen Teilchens im Coulombfeld (relativistische Rutherford- 
formel in zweiter Näherung) auch gewinnen läßt, wenn man von relativistisch ver- 
allgemeinerten hydromechanischen Grundgleichungen ausgeht, sofern man gewisse 
(darin auftretende Energiegrößen in geeigneter Weise mit atomaren Wechselwirkungs- 
energien identifiziert. Nach Kar wird diese Methode Wellenstatistik (Wave-stati- 
stics) genannt. Sauter (Göttingen). 

Supek, Ivan: Dispersion de la lumiere pour les ondes de Dirae sans quanti- 
sation. Periodicum math.-phys. astron., Zagreb, II. S. 3, 17—21 und französ. Zu- 
sammenfassg. 22 (1948) [Kroatisch]. 


Bau der Materie: 


Simons, Lennart: On the stability of systems containing a CI- ion and a light 
positive partiele. Comment. phys.-math., Soc. Sci. Fennica 14, Nr. 12, 15 $. (1949). 

Simons, Lennart: On the stability of positonium chloride. Comment. phys.- 
math., Soc. Sci. Fennica 14, Nr. 9, 13 S. (1949). 

Dewar, M. J. S.: A modification of the moleeular orbital method; the LCMO 
method. Proc. Cambridge phil. Soc. 45, 638-—647 (1949). 

Berechnung von molekularen Eigenfunktionen (molecular orbitals = MO). Es 
wird der Fall behandelt, daß ein Molekül aus zwei Teilen besteht, die nur durch eine 
oder zwei Bindungen zusammenhängen, und die MO für die beiden Bruchstücke 
bereits bekannt sind. (Beispiel: Diphenyl). Schreibt man die Säkulargleichung für 
lineare Kombinationen aus den MO der Bruchstücke an, so ist die Säkulardeter- 
minante bereits weitgehend diagonal und läßt sich besonders leicht behandeln. 
Es werden für verschiedene Fälle explizite Formeln angegeben. Koppe. 


Iribarne, Julio V.: Berechnung der Normalschwingungsfrequenzen von Mole- 
külen und komplexen Ionen vom Typ M (X Y),. Rev. Un. mat. Argentina 14, 389 
—405 und engl. Zusammenfassg. 389 (1950) [Spanisch ]. 

Boer, J. de, J. van Kranendonk and K. Compaan: The equation of state of 
gaseous He’. Physica, The Hague 16, 545—554 (1950). 

Es wird der zweite Virialkoeffizient für gasförmiges He? im Temperaturbereich 
unterhalb 8°K berechnet und in einer Tabelle den entsprechenden Werten für He? 
gegenübergestelit. Dabei wird angenommen, daß die Wechselwirkungsenergie 
zwischen zwei He-Atomen in beiden Fällen gleich groß ist. Entsprechend fallen 
die beiden Virialkoeffizienten für hohe Temperaturen zusammen. Die Unterschiede 
sind durch die Quanteneffekte bei tiefen Temperaturen und durch die verschiedenen 
Spins der beiden He-Isotope, bzw. der verschiedenen Statistik derselben bedingt. 
Und zwar wird der Virialkoeffizient für He? bei tiefen Temperaturen wesentlich 
stärker negativ als für He (Unterschied bei 1°K rund ein Faktor 2, bei 0,5°K 
sogar ein Faktor 4). F. Sauter (Göttingen). 

Maefarlane, 6. 6. and H. G. Hay: Wave propagation in a slipping stream of 

_ eleetrons: Small amplitude theory. Proc. phys. Soc. London, Sect. B 63, 409—427 
1950). 
3 von Haeff [Proc. Inst. Radio Engineers 37, 4 (1949)] beschriebene Elektronen-Wellen- 
Röhre zur Verstärkung schwacher elektrischer Wellen arbeitet mit einem „slipping stream“ 


von Elektronen, d.h. die Geschwindigkeit der Elektronen, die in einem leitenden metallischen 
Stahlrohr infolge starker longitudinaler magnetischer Felder parallel zur Zylinderachse sich 
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bewegen, ändert sich mit dem Radius, so daß die äußeren Elektronen sich rascher bewegen als 
Elektronen nahe der Achse. Esist dies eine Folge der Raumladung [L. P. S mith andP.L.Hart- 
man, J.appl. Phys., Lancaster Pa. 11, 220 (1940)]. Eine rein longitudinale schlüpfende Bewegung 
der Elektronen nur in Z-Richtung mit V, = f(y) läßt sich auch errreichen durch die Anwendung 
gekreuzter elektrischer und magnetischer Gleichfelder quer zum Strahl. Das Magnetfeld hat 
dann einen vorgeschriebenen Verlauf quer zum Strahl, abhängig von der Verteilung der Elek- 
tronendichte, die ihrerseits durch die Geschwindigkeitsverteilung quer zum Strahl bestimmt ist. 


[2 — en Te} Für dV,/dy = const. ergibt sich konstante Raumladung und ein homogenes 


magnetisches Querfeld. Dieser Zustand entspricht dem „Type-S-Zustand“ beim linearen zwei- 
dimensionalen Magnetron. Lagert sich über den beschriebenen stationären Zustand eine kleine 


Schwingung von der Form e’(*!"*”), so entstehen in z-Richtung wandernde Wellen, die in der 
Arbeit untersucht werden. Nach dem Vorbild von O. Bunemann: ‚Microwave Magnetrons‘ 
(Rad. Lab. Ser. McGraw Hill Book C. 1948, S. 253), der zuerst eine Theorie der angefachten 
Schwingungen kleiner Amplituden vom Type-S-Zustand in einem Magnetron-Oszillator gab, 
werden die entstehenden Schwingungen mit Hilfe der elektromagnetischen Potentiale und der 
Wirkungsfunktion für die Bestimmung der Elektronenbewegungen durchgerechnet und das 
Spektrum der Frequenzen bestimmt, die angefachte Wellen erzeugen. Es geschieht das sowohl 
für einen „freien“ Strahl mit. Luftbegrenzung als auch für einen Strahl im Hohlraum, dessen 
Wandungen eine „langsame“ elektrische Welle erzeugen durch Vorhandensein einer erzwungenen 
Längskomponente des elektrischen Feldes an seiner Grenze. (Praktisch erreicht durch eine 
Spule als Wellenleiter oder Hohlrohr mit eingebauten Metallstücken in regelmäßiger Reihenfolge.) 
Dabei ist immer linearer Verlauf der Geschwindigkeit angenommen, dY,/dy = const = @,, 
wenn @, die Plasmaresonanzfrequenz oe/2 m, o die Ladungsdichte bedeutet. Die Geschwindig- 
keitsverteilung im Strahl ist durch den Parameter & = wor gegeben, wobei V, und V_, 
a 4a 
die Geschwindigkeiten an den Strahlgrenzen y = a und —a bedeuten. — Ergebnisse: 1. Freier 
Strahl von Luft begrenzt: Angefachte Wellen mit komplexen h treten bei allen Frequenzen 


auf. Die Abhängigkeit des imaginären Teiles von h von der Frequenz ergibt Kurven, die zum . 


Teil analog der Charakteristik der Zweistrahlröhre (bei der 2 Elektronenstrahlen miteinander 
in Wechselwirkung treten), zum Teil aber auch analog der ‚traveling-wave-tube‘‘ (bei der ein 
Elektronenstrahl in einem Hohlleiter verläuft, der an sich, d.h.schon ohne Elektronen, ‚‚lang- 
same‘ elektrische Wellen erzeugt, wie z. B.eine eng gewickelte Spule). Der Grund für dieses 
verschiedene Verhalten wird darin gesehen, daßim 2. Fallimmer Elektronenschichten vorhanden 
sind, bei denen, von einem mit der Schicht bewegten Beobachter gesehen, die aufgeprägte Fre- 
quenz gleich der Eigenfrequenz &, des Plasmas ist (Dopplereffekt), d.h. daß diese Schicht die 
wirksame Dielektrizitätskonstante 2, =1-— w/o®=(0 hat. Die Felder in dieser Schicht 
werden sehr groß, und es wird dieser Schicht die Eigenschaft zugeschrieben, von sich aus langsame 
elektrische Wellen zu erzeugen, ähnlich wie dies z. B. die Spule bei der Travelling-Wave-Röhre 
tut. — Solange a < 0,42 ist, benimmt sich das Rohr analog einem Zweistrahlrohr mit der 
Resonanzfrequenz &,/2 und hat daher eine obere Grenzfrequenz &, = »,[/2 &, und die Welle 
hat maximale negative Dämpfung von 2,1 &,/V, Decibel je Längeneinheit [V, mittlere Strahl- 
geschwindigkeit, V,—=%(V,-+ V_.)]. Dagegen ist die Anfachung für & > ®, nur gering. — 
Für & > 0,42 benimmt sich das Rohr ähnlich wie eine Travelling-Wave-Tube und die Anfachung 
ist ca. 0,53 @,/V_. je Längeneinheit. Die Anfachung ist gering verglichen mit der Travelling- 
Wave-Tube, ist aber ohne verzögernden Hohlleiter erreicht. — 2. Schlüpfender Elektronen- 
strahl, begrenzt von einem Hohlleiter, der an sich schon langsame elektrische 
Wellen erzeugt. In diesem Fall hat die Röhre ähnliche Eigenschaften wie die übliche Tra- 
velling-Wave-Tube mit gleichförmigem Elektronenstrahl. Die stärkste Anfachung ist vorhanden, 
wenn die Phasengeschwindigkeit der Wellen ohne Elektronen ungefähr gleich ist der Geschwin- 
digkeit der Elektronen jener Schicht, in der für den mitbewegten Beobachter Resonanz 
(&, =0) mit dem Plasma vorhanden ist. W.O. Schumann (München). 


Bechert, Karl: Zur Theorie der Verbrennungsgeschwindigkeit. II. Reaktion 
zwischen ungleichen Teilchen, Kohlenwasserstoffverbrennung. Ann. Phys., Leipzig, 
VI. F. 5, 349—372 (1950). 

Die Arbeit enthält die Erweiterung der vom Verf. entwickelten Verbrennungs- 
theorie (dies. Zbl. 33, 319) auf die Verbrennung von Kohlenwasserstoffen. Nach 
Entwicklung der grundlegenden Formeln wird das Verfahren am Beispiel des Hexans 
erprobt. Die Größe der Flammengeschwindigkeit und deren Änderung mit der Ge- 
mischzusammensetzung werden richtig wiedergegeben. Bei etwa stöchiometrischer 
Gemischzusammensetzung ergibt sich die Dicke der Reaktionszone zu 10-2 cm, 
einem Wert, der größenordnungsmäßig experimentell bestätigt wird. Auch allge- 
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_ meine Folgerungen aus der Theorie über Gesetzmäßigkeiten der Zündgrenzen stehen 
b. mit experimentellen Befunden in Einklang. H. Behrens (Weil a. Rhein). 

“ Cheng, Kai-Chia: A new method for determining the radial distribution funetion. 
Proc. phys. Soc. London, Sect. A 63, 1028—1036 (1950). 

Für die radiale Vraeunkuan der Moleküle in einer Flüssigkeit hat Green 
(dies. Zbl. 30, 429) eine Integralgleichung aufgestellt. Sie wird in eine Differential- 
gleichung unendlich hoher Ordnung transformiert und durch sukzessive Approxi- . 
mation gelöst. Die Gültigkeit dieses Verfahrens wird untersucht. Die Lösung bei 
mittleren Temperaturen wird berechnet und diskutiert. J. Meixner (Aachen). 

Price, P. J.: On the quantum mechanics of fluids. Phil. Mag., J. theor. exper. 
appl. Phys., London, VII.S. 41, 948—-960 (1950). 

Die quantenmechanische Theorie einer Flüssigkeit wird mit den konventionellen 
wellenmechanischen Methoden durchgeführt; die Ergebnisse sind mit denen von 
Green (dies. Zbl. 30, 430) äquivalent. Durch eine genaue und auf mehreren un- 
abhängigen Wegen durchgeführte Analyse wird jedoch gezeigt, daß die Greensche 
B>hauptung, zwischen kinetischem und thermodynamischen Druck bestehe ein 
Unterschied, auf welchem die thermomechanischen Effekte im flüssigen Helium II 
bgruhen, nicht zutreffen kann. Vergl. auch de Boer [Physica, 15, 843 (1949)], 
Green (dies. Zbl. 36, 406). J. Meixner (Aachen). 

Zwanikken, 6. €. J.: The influence of mutual frietion between the two fluids 
in liquid helium HI on the energy dissipation by an oseillating dise. Physica, The 
Hague 16, 805—807 (1950). 

Booth, F.: The eataphoresis of spherical, solid noncondueting partieles in a 
symmetrical eleetrolyte. Proc. R. Soc., London, Ser. A 203, 514—533 (1950). 

Die Elektrophorese ist in letzter Zeit mehrfach diskutiert worden (H. Freund- 
lich, W.Pauli und E. Välko, Debye-Hückel, Onsager, D.C.Henry u.a.). 
Verf. berechnet die stationäre Translationsgeschwindigkeit U einer festen, nicht 
leitenden Kugel, die sich unter der Einwirkung einer elektrischen Feldstärke in 
einem symmetrischen Elektrolyten bewegt. Es ergibt sich für U 
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Hierin bedeuten @ e dietotale Ladung des Teilchens (e ist der Betrag der Elektronen- 
ladung) und £ das Zeta-Potential; die Koeffizienten c, und d, sind proportional der 
elektrischen Feldstärke und hängen vom Teilchenradius, von den Konzentrationen, 
Wertigkeiten und Beweglichkeiten der Ionen in dem Elektrolyten ab. Es wird eine 
allgemeine Methode zur Berechnung der c, und d, gegeben. Die 4 ersten Koeffi- 
zienten jeder Reihe werden explizit angegeben. Ferner werden allgemeine Eigen- 
schaften der c, abgeleitet. Eine Diskussion und Kritik der Arbeiten von J. J. Her- 
mans und J. Th. G. OÖverbeck im Zusammenhang mit dem Z-Potential beschließen 
die Arbeit. H. Falkenhagen (Rostock). 

Booth, F.: The eleetroviseous effeet for suspensions of solid spherical partieles. 
Proc. R. Soc., London, Ser. A 203, 533—551 (1950). 

Die Arbeit des Verf. schließt an Untersuchungen von Einstein, Guth und 
Simha, Jeffery und Smoluchowski u.a. an. Es wird eine allgemeine Formel 
für die Viskosität 7 einer Suspension von festen, kugelförmigen, geladenen, nicht- 
leitenden Teilchen in einem Elektrolyten entwickelt. Bezeichnen wir mit » das 
Volumen der Suspension im Volumen V der Lösung und mit Qe die Ladung jeder 
Partikel, so ergibt sich für 7 


m 11 1 2,5 ‚(ı + 3,0). 


Hierin bedeutet n, die Viskosität des Elektrolyten. Die Koeffizienten a,,a,,... 
können alle berechnet werden; stellen sich jedoch außer den ersten wenigen Ko- 
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effizienten als sehr komplizierte Ausdrücke heraus. Es ist a, = 0 und a, wird ex- 
plizit berechnet. Die Theorie paßt besser zu neueren Versuchen von Bull als die 
Krasny-Ergen-Formel. H.Falkenhagen (Rostock). 

Hosemann, R.: Der ideale Parakristall und die von ihm gestreute kohärente 
Röntgenstrahlung. Z. Phys., Berlin 128, 465—492 (1950). 

Die früheren Untersuchungen über die Röntgeninterferenzen von Stoffen mit 
flüssigkeitsstatistischen Gitterstörungen (dies. Zbl. 37, 137; in diesem Ref. sind 
“ versehentlich die Definitionen für Gitterstörungen 1. und 2. Art vertauscht worden) - 
werden nach denselben Gesichtspunkten weitergeführt und die Streuintensität be- 
rechnet. Ein Körper mit solchen Störungen wird als Parakristall bezeichnet und als 
idealer Parakristall genauer dadurch festgelegt, daß die Abstandsstatistik der Bau- 
steine bezüglich jedes Bausteins als Bezugspunkt dieselbe ist und die Elektronen- 
konfigurationen der Bausteine statistisch unabhängig voneinander sind. Die Berech- 
nung der Streuintensität erfolgt einmal für Parakristalle gegebener Form mit nicht 
zu wenig Bausteinen und andererseits für Kristalle mit gegebener Zahl und Kon- 
figuration der Bausteine. Die Ergebnisse sind grundsätzlich dieselben wie in der 
erwähnten früheren Mitteilung und werden in gleicher Weise interpretiert. Außer- 
dem wird untersucht, inwieweit die wirklichen in diese Stoffklasse fallenden Stoffe 
(eybotaktische Flüssigkeiten, amorphe Festkörper, Makrogitter in Eiweißen, Über- 

- gittern in smektischen und nematischen Zuständen, kolloide Aggregationen, usw.) 
als Parakristalle in obigem Sinn angesehen werden können. A. Kochendörfer. 

Galloni, Ernesto E.: Der Einfluß einiger Faktoren bei der Beugung von Rönt- 
genstrahlen an kristallinischen Medien. Rev. Un. mat. Argentina 14, 338—349 und 
engl. Zusammenfassg. 338 (1950) [Spanisch]. 

The author reviews the characteristics of X-ray patterns making special reference to the 
effects of grain size, lattice distortion and packing disorder. Particularly it explains the relative 
weakening of the reflections due to several planes in crystals formed by parallel chains packed 


together. The theory is based on the assumption of packing disorder consisting in longitudinal 
displacements of the atomie chains along their axis. (Autoreferat.) 


Belov, N. V. und R. 6. Matveeva: Bestimmung der Parameter des Beryll mit 
der Methode der partiellen Projektionen. Doklady Akad. Nauk SSSR, n.S. 73, 
299—302 (1950) [Russisch ]. 

Zwei partielle Zellprojektionen (die eine von —c/4 bis +c/4, die andere von 
—c/6 bis +c/6) und eine Gesamtprojektion //a liefern für den Beryll (Raum- 
gruppe Din — O6/mce) die Atomkoordinaten: Al=120,...; Be=300,...; 
S=wv4... mit v=039 .v=0412, Or=pgl,... mit p= 0:30, qg= 022 
und On =2y2,.... mit 2.0505, 4 — 0.143, 20.158 dch tur Aeneon 
und Or dieselben Werte, wie von Bragg und West (Proc. R. Soc., London, A 111, 
691 (1926)] mittels zweidimensionaler Synthesen gefunden, für Orr davon etwas ver- 
schiedene. Mit den neuen Parametern ergeben sich folgende Abstände: Al-Orr = 
1.95 Ä; Be-Orr = 1.64; Si-01 = 1.68, 1.54; Si-On = 1.60; Or-01r = 2.58, 
2.74; Or-—Orr (Kanten des Be-Tetraeders) = 2.64, 3.06, 2.45. — Die Fourier-- 
synthesen (Verwendung aller F,,,) wurden mittels der Streifenmethode („strips“‘) 
berechnet. (Nach deutscher Übersetzung referiert). W. Nowacki (Bern). 

Bertaut, Felix: Relations entre la structure etl a fonetion de Patterson syme6- 
trisee. C.r. Acad. Sci., Paris 231, 1320—1322 (1950). 

H (2), die „Faltung“ von h (x) und g (x), kann für h (x) eine passende Annähe- 
rung sein, wenn g (x) eine Spitzenfunktion mit Spitze im Nullpunkt darstellt. Es 
ist h (x) =H(x), wenn g9(x) = ö(x) = Dirac-Funktion. Mittels der Patterson- 
Funktion läßt sich eine Funktion, welche die Elektronendichte hinreichend eut 
darstellt, berechnen. Die Patterson-Funktion ist 2 


P (u) = V-1 = IF,?exp(?rin:-u) = fo (2)o (x + u) dv (x); 
h 1% 


A415: 


Re die eiserne Form 
P,W)=3,5 zdlu nr. 0, 0)= FL |Pulgesp (Zrih:u) 
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v und ©, © —= Gesamtheit äquivalenter Punkte; n,—=Z, 


N 
; = Zul. W. Nowacki. 
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Hauptman, H. and J. Karle: Relations among the erystal structure factors. 
Phys. Rev., Lancaster Pa., II. S. 80, 244-248 (1950). 

Da bei der Kristallstrukturbestimmung im allgemeinen mehr unabhängige 
bekannte Größen zur Verfügung stehen als unbekannte Größen (Atomlagen), so 
- ist das Problem überbestimmt, und es müssen bestimmte Bedingungen erfüllt sein. 
In einer früheren Arbeit der Verff. [Acta Cristallogr. 3, 181 (1950)] ist auf Grund der 
Tatsache, daß die Fourierreihe der Struktur eine positive Funktion ist, ein voll- 
ständiges System von Ungleichheitsbeziehungen zwischen den Strukturfaktoren auf- 
gestellt worden. In der vorliegenden Mitteilung wird gezeigt, daß im Grenzfall 
punktförmiger Atome einige von diesen Beziehungen in Gleichheitsbeziehungen 
übergehen und neue solche Beziehungen hinzutreten. Dies erfolgt mit Hilfe von 
Hermiteschen Formen, in denen Funktionen der Strukturfaktoren auftreten, durch 
Bestimmung des Ranges der Koeffizientenmatrizen. Da die Ergebnisse eine sehr 
komplexe Form besitzen, so stellt (nach Ansicht der Verff.) ihre allgemeine An- 
wendung ein noch zu lösendes Problem dar. (Vgl. zu dieser Problemstellung M. J. 
Buerger, dies. Zbl. 30, 334; D. McLachlan jr., dies. Zbl. 33, 913). 

A. Kochendörfer (Stuttgart). 

Frank, F. C.: Lattice sums for ionie erystals. Phil. Mag., J. theor. exper. appl. 
Phys., London, VII. S. 41, 1287—1289 (1950). 

Wegen der großen Bedeutung der Berechnung von Gitterenergien hat Verf. 
sich zum Ziel gesetzt, eine neue elementare Methode hierfür zu entwickeln und 
erläutert diese am Beispiel des NaCl-Gitters. Eine verbesserte Konvergenz erreicht 
Verf. dadurch, daß er jede Ladung dieses Gitters durch symmetrische Zusatz- 
ladungen neutralisiert. Man denke sich Hilfseinheitswürfel so angeordnet, daß die 
Würfelmitten jeweils mit den Ionen des Gitters zusammenfallen. Dann werden 
in allen 8 Würfelecken Zusatzladungen angebracht vom Vorzeichen entgegen- 
gesetzt der Ladung dieses betr. Ions und vom Betrag je gleich !/; seiner Ladung,, 
so daß diese Würfel neutrale Hilfseinheiten darstellen. Beim NaCl-Gitter heben 
sich diese von verschiedenen Einheitswürfeln herrührenden Zusatzladungen weit- 
gehend auf. Wenn die Addition über die vollständigen elektrisch neutralen Würfel 
durchgeführt wird, ergibt sich eine Verbesserung der Konvergenz gegenüber anderen 
elementaren Verfahren. Mit einem zehngliedrigen Ausdruck erhält Verf. für die 
Madelung-Konstante des NaCl-Gitters einen Näherungswert ‚1,747626 gegenüber 
dem genaueren Wert 1,74756... [Ref., Physikal. 7. 24, 73—80 u. 97—104 (1923), 
insbes. S. 100, Tabelle I]. — Ein weiteres bekanntes Ergebnis, an dem die Genauig- 
keit dieser Berechnungsweise versucht wird, ist die Gitterenergie der neutralen 
äquidistanten Gittergeraden, die zu der Näherung führt 


log 2 n>> ( 1pHl/p + [Qn + 1? + 24. 


Mit Rücksicht auf ungerade n, mit denen Verf. ebenfalls rechnet, müßte man vor 

der eckigen Klammer den Faktor (—1)"” einfügen (aber auch dann bleibt die 

Näherung für größere n weniger gut als die bekannten asymptotischen Reihen). 

O. Emersleben (Berlin). 

Szigeti, B.: Compressibility and absorption frequeney of ionie erystals. Proc. 

. R. Soc., London, Ser. A 204, 51—62 (1950). 

Bei der Berechnung der Kompressibilität und der Absorptionsfrequenz von 
Ionenkristallen nach Born wird die Deformation der Elektronenhülle nicht berück- 
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sichtigt. Die von Born vorgeschlagene Berücksichtigung eines Dipolterms ergibt 
zwar einen elektrostatischen Anteil zur Rückkehrkraft, ist aber nicht geeignet, um 
den nicht elektrostatischen Anteil, der von Überlappungen der Elektronenhüllen 
herrührt und beide Eigenschaften wesentlich beeeinflußt, zu erfassen. Es wird daher 
angenommen, daß die Überlappungen lokalisierte, nicht elektrostatische Abstoßungs- 
kräfte kurzer Reichweite bewirken. Diese sind in der Lorentzkraft nicht enthalten 
und bedingen eine entsprechende Abweichung von der damit sich ergebenden Polari- | 
sation. Diese kommt nach einer früheren: Formel des Verf. [Trans. Faraday Soc. | 
45, 155 (1949)] in einem Faktor s <1, der Werte bis herab zu 0,5 annehmen kann, | 
im Dipolmoment eines Ionenpaares zum Ausdruck. Für die Alkalihalogenide, bei 
denen die Bindung am ausgeprägtesten elektrostatisch ist, ergibt sich so unter Be- 
nutzung der Meßwerte für die Absorptionsfrequenz und für die Kompressibilität gute | 
Übereinstimmung zwischen den berechneten und den gemessenen Werten. Für 
andere Ionenkristalle ist die Übereinstimmung schlechter, die berechneten Werte 
sind zu klein. Das ist nach Ansicht des Verf. bei dem benutzten einfachen Modell, 
das aber den wesentlichen Gesichtspunkt enthalten dürfte, auch zu erwarten. 
Obwohl das Modell Abweichungen von der kugelsymmetrischen Ladungsverteilung 
ergibt, so sind doch die Cauchyschen Beziehungen erfüllt. Verf. betont, daß aus | 
diesen Relationen auf eine kugelsymmetrische Ladungsverteilung nur geschlossen 
werden kann, wenn alle zur Coulombschen Kraft hinzutretenden Kräfte als Dipol- 
kräfte beschrieben werden können. A. Kochendörfer (Stuttgart). 
Huang, Kun and Avril Rhys: Theory of light absorption and non-radiative 
transitions in F-eentres. Proc. R. Soc., London, Ser. A 204, 406—423 (1950). 
Verff. entwickeln eine quantitative Theorie der Lichtabsorption von F-Zentren, 
sowie der strahlenden und strahlungslosen Übergänge aus den angeregten F-Zu- 
ständen. Die Rechnung basiert auf dem Franck-Condonschen Prinzip. Das Gitter 
wird durch ein dielektrisches Kontinuum ersetzt, dessen Zustand durch die lokale | 
Verschiebung der positiven Ionen relativ zu den negativen beschrieben wird. Das 
F-Zentrum wird in seiner Wirkung auf die Gitterschwingungen als statische Ladungs- 
verteilung behandeit. Die erhaltene Endformel für den Absorptionskoeffizienten ent- 
' hält vier Parameter, welche sich theoretisch nicht bestimmen lassen; indem die 
Veıf. diesen geeignete Werte erteilen, erhalten sie für alle Temperaturen ausgezeich- | 
nete Übereinstimmung mit den Pohlschen Messungen der F-Absorption von KBr. 
Das Maximum der Absorption entspricht nach der Theorie Prozessen, bei welchen 
gleichzeitig etwa 20 Schwingungsquanten des Gitters erzeugt werden; hierin wider- 
sprechen die Verff. Muto [Progress. theoret. Phys., Osaka 4, 181 (1949)], welcher 
die Lichtabsorption ohne Änderung des Gitter-Schwingungszustandes als die wahr- 
scheinlichste ansah. — Weiter berechnen Verff., daß die Rückkehr aus einem an- 
geregten F-Zustande in den Grundzustand bei nicht zu hohen Temperaturen (bis ! 
etwa 500°C) weitaus überwiegend durch strahlende Übergänge erfolgt, daß jedoch 
die Elektronen in beträchtlichem Maße durch strahlungslose Übergänge ins Leitungs- 
band befördert werden, wenn die hierbei zu überwindende Energiedifferenz nicht 
nchr als einige zehntel Volt beträgt; bei tiefen Temperaturen allerdings nimmt die | 
n En einlicheent dieser Übergänge rapid ab, was gut zu den Beobachtungen |f 
ohls über den Photostrom von NaCl und KCl paßt. W. Franz (Münster). 
‚Wohlfarth, E. P.: The influence of exehange and correlation forces on the 
speeifie heat of free eleetrons in metals. Phil. Mag., J. theor. exper. appl. Phys., 
London, VII. 8. 41, 534—542 (1950). 
ee Fehler in einer früheren Bereehnung des Ein- 
5 & = Fa iR c Er Be a Wärme des Elektronengases [Koppe, 
nn a7 np au a S sich heraus, daß mit den neuen 
'hlenweı ustauschenergie auf die spezifische Wärme viel 
größer sein sollte, als sich das mit den empirischen Daten vereinbaren läßt. Zur 
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Behebung dieser Schwierigkeit wird die Rechnung mit einem abgeschirmten Cou- 
lombfeld V(r) =e”’"/r durchgeführt. Man erhält vernünftige Werte für den 
Einfluß der Austauschenergie, wenn man den von Landsberg aus dem Röntgen- 
spektrum von Metallen erschlossenen Wert 1,2 - 108cm-1 einsetzt. (Anm. d. Ref.: 
Die Berechtigung für einen derartigen Ansatz ist inzwischen von Macke [Z. Natur- 
forsch. 5a, 192—208 (1950)] auch theoretisch begründet worden.) Koppe. 


Kuhn, T. S.: An application of the W. K. B. method to the eohesive energy 
of monovalent metals. Phys. Rev., Lancaster Pa., IT. S. 79, 515—519 (1950). 

Unter Benutzung eines modifizierten WKB-Verfahrens wird gezeigt, daß sich 
die Parameter, welche die Eigenfunktionen bei Wasserstoff-ähnlichen Atomen be- 
stimmen, aus den Quantendefekten in der Rydberg-Formel ermitteln lassen. Auf 
diese Weise kann man relativ einfach ohne Kenntnis des Potentialverlaufes im 
Elektronenrumpf halbempirisch Probleme wie die Bindungsenergie in einwertigen 
Metallen lösen. Die Bestimmung der letzteren sowie des Gitterabstandes bei den 
fünf Alkalimetallen führt zu einer sehr guten Übereinstimmung mit den entspre- 
chenden, auf viel umständlichere Weise nach dem Wigner-Seitz-Verfahren ge- 
weönnenen Werten. F. Sauter (Göttingen). 


Statz, Hermann: Zur Theorie der Oberflächenzustände. Z. Naturforsch., Tü- 
bingen 5a, 534—543 (1950). 

Beim eindimensionalen Gitter wird der Einfluß verschiedener Arten der Gitter- 
begrenzung mit einem Potential «a V (x) untersucht, wobei a ein Parameter (0) 
und V eine einfache periodische Funktion ist; an den Gittergrenzen steigt das Po- 
tential senkrecht in die Höhe. Man kann so das Austreten von ‚„Oberflächen- 
zuständen‘“ aus den Energiebändern gut übersehen. Zur Erläuterung der OÖber- 
flächenzustände mehrdimensionaler Gitter wird ein zweidimensionales Analogon des 
Diamantgitters nach der Zellenmethode untersucht und das Verhalten der Energie- 
zustände bei Zerschneiden des Gitters festgestellt. F. Hund (Jena). 


Rhodes, P.: Fermi-Dirae funetions of integral order. Proc. R. Soc., London, 
Ser. A 204, 396—405 (1950). 


[0,0] 
Die Fermi-Dirac-Funktionen F,(n) = | er dx von ganzzahligem 
. e 
Index n, welche in der Theorie der Transporterscheinungen in Metallen oder Halb- 
leitern auftreten (insbesondere bei den thermoelektrischen Effekten), werden vom 
Verf. für n—=1,2,3,4 numerisch ausgewertet. Für große negative Argumente 
— || erhält man in üblicher Weise die rasch konvergente Entwicklung 


1 [0.0] +1 e’" 
AN ze r 
N 


Für |n|> 4 ergeben bereits die ersten drei Reihenglieder eine Genauigkeit von 
sieben Dezimalen. Für negatives Argument von kleinerem Betrag ermittelt Verf. 
die Funktionen teils durch Taylor-Entwicklung, teils durch numerische Integration, 
und gibt eine Tabelle von F\,, F,, F,, F, für die Argumente —n = 0,0; 0,1...4,0 
auf sieben Dezimalen. — Die Funktionswerte für positives Argument lassen sich 
aus denen für negatives Argument direkt berechnen nach der vom Verf. abgeleiteten 
Beziehung 
F, (nl) +-Dr+t'r,(- |n)) = 8, (|n)) (n ganz, positiv!) 

mit 

SE Rt ii+ $2r -+1n n—2r +) 1 —- 22a) een. 

N) = n-+1l \ a / | 

€ ist darin die Riemannsche Z-Funktion. W. Franz (Münster). 
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Bardeen, J. and W. Shockley: Deformation potentials and mobilities in non- 
polar erystals. Phys. Rev., Lancaster Pa., Il. S. 80, 72—80 (1950). Be; 

Die Leitungselektronen eines nicht-polaren Halbleiters werden hauptsächlich 
durch Zusammenstöße mit sehr energiearmen Gitterschwingungen gebremst, deren 
Wellenlänge groß gegen die Gitterkonstante ist. Verff. machen plausibel, daß die 
Wechselwirkung zwischen diesen langwelligen akustischen Schwingungen und den 


Elektronen in erster Linie darauf beruht, daß infolge der lokalen Verzerrung des 


Gitters die Lage und Breite der Energiebänder etwas verändert wird. Die Verschie- 
bung der Baudgrenzen zufolge der durch eine Gitterschwingung verursachten De-- 
formation bezeichnen die Verff. als Deformationspotential und behandeln dessen 
Einfluß auf die Elektronen nach den von Peckar [J. Phys. USSR 10, 431 (1946)] 
u.a. für den Fall räumlich schwach veränderlicher elektrostatischer Potentiale ent-- 
wickelten Methoden. Hieraus resultiert eine Formel für die Beweglichkeit der Elek-- 
tronen des Leitungsbandes und der Fehlstellen des Valenzbandes, in welche die 
Abhängigkeit der Energiebänder von der Deformation eingeht. Die hieraus mittels. 
der gemessenen Beweglichkeiten bestimmte Breite des verbotenen Energiebandes 
wird für Si, Ge und Te in befriedigender Übereinstimmung gefunden mit Werten,. 
welche sich aus der Abhängigkeit des Halbleiter- und des Grenzschicht-Widerstandes 
vom Druck, sowie aus der Temperaturabhängigkeit der Elektronen- und Fehlstellen-- 
Konzentration ergeben. W.Franz (Münster). 
Bardeen, J. and W. Shockley: Seattering of eleetrons in erystals in the pre-- 
sence of large eleetrie fields. Phys. Rev., Lancaster Pa., II. S. 80, 69—71 (1950).. 
Die von Houston [Phys. Rev., II. S. 57, 184 (1940)] angegebenen angenäherten 
Wellenfunktionen für Elektronen im Kristallgitter bei gleichzeitiger Anwesenheit 
eines homogenen elektrischen Feldes werden von den Verff. benützt, um nachzu-- 
weisen, daß die Streuwahrscheinlichkeit der Elektronen an den Gitterschwingungen. 
selbst durch starke homogene elektrische Felder nicht beeinflußt wird. Der an- 
gegebene Beweis sollte für Feldstärken bis herauf zu einigen 10° Volt/cem gelten. 
W. Franz (Münster). 
Spenke, Eberhard: Der Scheinwiderstand von Kristallgleichrichtern bei starker‘ 
Gleichstromvorbelastung in Sperriehtung. Z. Phys., Berlin 128, 586—604 (1950).. 
Die vom Verf. in einer früheren Arbeit [Wiss. Veröff. Siemens-Werke 20, 40 
(1941)] durchgeführte Berechnung des komplexen Scheinwiderstandes von Kristall-- 
gleichrichtern nach der Diffusionstheorie war auf sehr kleine Frequenzen (klein. 
gegen die Relaxationsfrequenz des Halbleiterrandes) beschränkt. In der vorlie- 
genden Untersuchung werden die Rechnungen ausgedehnt auf höhere Frequenzen, . 
welche nur klein gegen die Relaxationsfrequenz des Halbleiterinneren zu sein 
brauchen. Zur Vereinfachung der Rechnung wird allerdings angenommen, daß Rand-- 
schicht und Halbleiterinneres sich entweder beide im Reservezustand oder beide 
im Erschöpfungszustande befinden. Bei starker Gleichstromvorbelastung in Sperr- 
richtung (nur für diesen Fall gelingt die Auswertung der Formeln) ergibt sich, daß 
der Scheinwiderstand durch die Pulsation der Elektronen in der Randschicht ent- 
scheidend modifiziert wird (größenordnungsmäßig verdoppelt), somit die sog. 
„Festschichthypothese‘“ nicht zutrifft. Im Falle der Reserverandschicht allerdings 
besteht für Frequenzen, welche groß gegen die Relaxationsfrequenz des Halbleiter-. 
randes sind, der Einfluß der Pulsation in einem kleinen konstanten Zusatz zur re-. 
ziproken Kapazität; die Festschichthypothese ist für diesen Fall also näherungsweise 
gültig. — Im Falle der Erschöpfungsschicht ergibt sich in Strenge das Ersatzschalt-- 
bild aus Widerstand und Parallelkapazität. W. Franz (Münster). 
Niessen, K. F.: The energy of the normal eleetrons in a supereonductor as a. 
funetion of temperature and thiekness of the supereondueting layer on the Fermi sur-- 
face. Physica, The Hague 16, 84—94 (1950). 


Die Rechnungen des Ref. (Ann. Phys,, Leipzig, VI. F. 3, 289 (1948)] werden. 
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mit der Annahme einer endlichen Dicke des „Wellenpaketes“ der Supraleitungs- 
elektronen wiederholt. Für niedrige Temperaturen ergeben sich wieder die Resul- 
tate des Ref.; für hohe Temperaturen resp. verschwindende Dicke des Wellenpaketes 
wird der kontinuierliche Übergang zur Sommerfeldschen Theorie der spezifischen 
Wärme hergestellt. Koppe (Vancouver, Canada). 

Niessen, K. F.: On one of Heisenberg’s hypotheses in the theory of speecifie 
heat of supereonduetors. Physica, The Hague 16, 77—83 (1950). 

Die spezifische Wärme des Elektronengases in einem Supraleiter, in dem der 
Bruchteil ® der Oberfläche der Fermikugel von einem ‚„Wellenpaket“ bedacht ist, 


sollte nach Rechnungen von Koppe um einen Fehler K(w) gegenüber dem Wert 


für freie Elektronen verkleinert sein. K (w) ist eine Funktion, die durch umständliche 
numerische Rechnungen gefunden werden muß. Heisenberg hatte bemerkt, daß 


für alle Werte von » in guter Näherung K (wo) m yı — & gilt. Verf. versucht, 


unmittelbar zu einer einfachen Erklärung für den Näherungsausdruck vie@ 
zu kommen. - Koppe (Vancouver, Canada). 


‚Vleck, J. H. van: Landmarks in the theory of magnetism. Amer. J. Phys., 
Lamcaster Pa. 18, 495—509 (1950). 

Houtappel, R. M. F.: Statisties of two-dimensional hexagonal ferromagneties 
with „Ising‘“-interaetion between nearest neighbours only. Physica, The Hague 16, 
391—392 (1950). ’ 

Verf. untersucht nach der Methode von Onsager und Kaufman ein Drei- 
eck-Flächengitter mit Isingscher Wechselwirkung, die jedoch in den drei verschie- 
denen Grundrichtungen des Netzes verschieden groß angenommen wird. Dieses 
Modell besitzt stets einen Umwandlungspunkt, außer zwei von den drei Wechsel- 
wirkungsenergien sind gleich groß und die dritte größer, jedoch mit entgegen- 
gesetztem Vorzeichen, oder zwei Wechselwirkungsenergien sind entgegengesetzt 
gleich und die dritte positiv mit größerem Betrag. Für die übrigen Fälle wird die 
den Curiepunkt bestimmende transzendente Gleichung angegeben. Die gleichen 
Überlegungen für ein Wabennetz aus gleichseitigen Sechsecken mit drei verschiedenen 
(oder auch gleichen) Wechselwirkungsenergien führen stets zu einem Umwandlungs- 
punkt. F. Sauter (Göttingen). 

Wannier, 6. H.: Antiferromagnetism. The triangular Ising net. Phys. Rev., 
Lancaster Pa., II. S. 79, 357—364 (1950). 

Nach der Methode von Onsager und Kaufman zur Auswertung von Zustands- 
summen für Flächengitter wird das Isingsche Spinmodell für Netze von Gitter- 
punkten berechnet, deren Zellen entweder aus gleichseitigen Dreiecken oder regu- 
lären Sechsecken bestehen. Und zwar wird die Rechnung durchgeführt sowohl für 
den Fall eines positiven Wechselwirkungsgliedes (Ferromagnetismus) wie auch für 
ein negatives Wechselwirkungsglied (Antiferromagnetismus). Während Verf. im 
ersteren Fall bei beiden Netzarten zu annähernd denselben Ergebnissen kommt, 
wie sie für quadratische Flächengitter gefunden wurden, fällt die Energie im Fall 


- der bevorzugten Antiparallelstellung der Spins beim Dreieckgitter mit abnehmender 


Temperatur nur relativ schwach ab. In diesem Fall kommt man auch zu einer 
endlichen Nullpunktsentropie von rund R/3 pro Mol (R = Gaskonstante). Sauter. 

Anderson, P. W.: Antiferromagnetism. Theory of superexchange interaction. 
Phys. Rev., Lancaster Pa., II. S. 79, 350—356 (1950). 

Unter superexchange interaction versteht man eine zuerst beim kubisch-flächen- 
zentrierten MnO-Gitter beobachtete und von Kramers gedeutete Erscheinung, die 
darin besteht, daß nicht unmittelbar benachbarte magnetische Mn++-Ionen durch 
Vermittlung der dazwischenliegenden unmagnetischen O="-Ionen aufeinander eine 
Wechselwirkung ausüben. Diese Austausch-Wechselwirkung zwischen übernächsten 
Nachbarn wird in der vorliegenden Arbeit ausführlich studiert. Es zeigt sich dabei, 
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e RE RR REIN ET 
= U WERTLITAL NT ET IRRE 
‘ Pan = Aa 


daß hier einerseits typische Richteffekte zu erwarten sind und daß andrerseits 
das Vorzeichen dieses Austauschintegrals zwischen übernächsten magnetischen Ionen 

mit dem Vorzeichen des inneren Austauschintegrals übereinstimmt, welches auf- | 
treten würde, wenn man dem einzelnen magnetischen Ion noch ein weiteres Elektron | 
hinzufügt. F. Sauter (Göttingen). 
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Anderson, P. W.: Generaliztions of the Weiss moleeular field theory of anti- 
ferromagnetism. Phys. Rev., Lancaster Pa., II. S. 79, 705—710 (1950). 

Zur summarischen Behandlung antiferromagnetischer Erscheinungen wird eine 
Art modifizierte Weißsche Theorie entwickelt unter Einführung eines inneren Weiß- | 
schen Feldes. Der hauptsächliche Unterschied gegenüber früheren ähnlichen Ver- 
‚suchen besteht in einer genaueren Berücksichtigung der Gitterstruktur. Sauter. 

Cabannes, Jean: Applieations de Y’analyse spectrale & Petude des eristaux. 
Ann. Acad. Sci. Fennicae, A I Nr. 82, 29 S. (1950). %| 

Dayal, Bisheshwar: The vibration speetrum of rutile. Proc. Indian Acad. Sei. 
A 32, 304—312 (1950). 


Kernphysik: 


e Dänzer, H.: Einführung in die theoretische Kernphysik. Vorlesungen und 
Vorträge. Herausgeg. v. B. Rajewski. (Wissenschaftliche Bücherei. Gruppe Biblio- 
theca Biophysica.) Karlsruhe: G. Braun GmbH., 1948. 187 S. mit 40 Abb. Geb. 
DM. 10,—. 

Als erstes Bändchen einer Reihe ‚Bibliotheca Biophysica“ stellt Verf. Vor- 
lesungen und Vorträge über theoretische Kernphysik zusammen. Das Buch zeichnet 
sich an vielen Stellen durch Anschaulichkeit und Klarheit aus. Da es vor allem die 
Kernreaktionen behandelt, ist es auch manchmal knapp, so daß es am besten neben 
anderen Einführungen in die Kernphysik benutzt wird. — Inhalt: Einleitung. 
Die Massen der Kerne. Kernspaltung. Kernreaktionen. y-Strahlung aus angeregten 
Kernen. Die Streuung von Neutronen an Protonen. Die Abbremsung schneller 
Neutronen durch Protonen. Neutronenbremsung in wasserstoffhaltigen Substanzen. 
Der Einfluß des Potentialwalls der Atomkerne auf den Eintritt und Austritt ge- 

ladener Teilchen. Mathematische Ergänzungen. Kockel (Leipzig). 


e Frisch, O0. R. (edited by): Progress in nuclear physies. I. London: Butter- 
worth-Springer, Ltd., 1950. VIII, 224p. 45 s. 


Brulin, Olof: On the charged meson pair theory of nuclear forees. I. Ark. 
Fys., Stockholm 1, Nr. 4, 117—171 (1949). 

In dieser Arbeit werden die geladenen Skalar- und Vektormeson-Paartheorien 
der Kernkräfte ausführlich behandelt. Mit dem von Hjalmars [Ark. Fys., Stock- 
holm 1, Nr. 3, 41—116 (1949)] auf Grund der möglichen lorentzinvarianten und 
ladungsunabhängigen Wechselwirkungsglieder zwischen Paaren von skalaren und 
geladenen Mesonen und einem Nukleon abgeleiteten Zusatzterm zur Hamilton- 
funktion wird in zweiter Näherung das Wechselwirkungspotential zwischen zwei 
Nukleonen berechnet. Die Nukleonen werden dabei als feststehend angenommen. 
Die von ihrer Geschwindigkeit abhängigen Terme werden nur berechnet, um den 
Fehler abzuschätzen, den man mit der Vernachlässigung dieser Glieder macht. 
Weiter wird die Frage der Beseitigung der auftretenden Divergenzen in einigen 
speziellen Fällen behandelt unter der Annahme, daß die Nukleonen eine endliche 
Ausdehnung haben. Dann wird noch ein Kriterium für die Gültigkeit der Störungs- 
theorie abgeleitet, aber unter Hinzunahme einiger Abschneideregeln, um die totale 
Wechselwirkungsenergie konvergent zu machen. R.Oehme (Göttingen). 

Brulin, Olof: On the charged meson pair theory of nuclear forees. II. Ark. 
Fys., Stockholm 1, Nr. 5, 173—191 (1949) 
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Mit Bam in Teil He: Ref.) ae Arbeit aufgestellten Wechselwirkungs- 
potential wird nun der Wirkungsquerschnitt für die Streuung von Protonen an 
Protonen berechnet und mit den Experimenten verglichen. Weiter wird diskutiert, 
' inwieweit bekannte experimentelle Tatsachen über die Kernkräfte allein durch die 
Annahme eines geladenen Mesonfeldes beschrieben werden können; insbesondere, 
 obein von einer geladenen Meson-Paartheorie abgeleitetes Potential allein ausreicht. 
R.Oehme (Göttingen). 

Corinaldesi, E. and G. Field: Seattering of pseudoscalar eharged mesons by 
nucleons. I. Phil. Mag., J. theor. exper. appl. Phys., London, VII. 8. 40, 1159 —1171 
(1949). 

Es wird der Wirkungsquerschnitt für die Streuung von geladenen pseudoska- 
laren Mesonen an Nukleonen beschrieben. Die Rechnung wird formal so durch- 
geführt wie bei der Theorie der Comptonstreuung. Ebenso wie bei dieser führt das 
Ergebnis der Störungsrechnung zweiter Ordnung (d.h. bis zu den Gliedern vierter 
Ordnung in der Kopplungskonstanten g) zu endlichen Wirkungsquerschnitten, 
während die Beiträge höherer Ordnung in g (g®) bereits divergieren. — Verff. zeigen, 
daß man diese Divergenzen im Falle der pseudoskalaren Mesonen mit Hilfe der 
Feyamanschen Regularisierungsmethode (1948) beheben kann und dann endliche 
Resultate erhält. Es bleibt aber zweifelhaft, ob für andere Wechselwirkungsansätze 
etwas Analoges gilt. — Die Wirkungsquerschnitte von 4. und 6. Ordnung in g werden 
angegeben. Bagge (Hamburg). 

Corinaldesi, E. and 6. Field: Scattering of pseudoscalar charged mesons by 
nueleons. I. Phil. Mag., J. theor. exper. appl. Phys., London, VII. S. 41, 364—369 
(1950). 

Kurze Ergänzung zur vorsteh. besprochenen Arbeit, in der gezeigt wird, daß 
das Verhältnis der Beiträge 6. Ordnung zu denen 4. Ordnung im Wirkungsquer-. 
schnitt linear mit der Energie der Mesonen anwächst. Bagge (Hamburg). 

Gunn, J. C.: Interaction of mesons with a potential field. Proc. R. Soc., London, 
A 193, 559—579 (1948). 

Es wird die Streuung von Kemmer-Mesonen auf der Basis der Hamilton- 
funktion von Sakata-Taketani behandelt. Im Zentralfeld ist Abspaltung der 
Winkelkoordinaten möglich. Die radiale Wellengleichung ist nicht in Strenge lösbar, 
im Coulombfall überhaupt unlösbar (wegen wesentlicher Singularität durch das 
magnetische Dipolpotential). Bornsche Näherung und Streuung an starrer Kugel- 
wand werden diskutiert. Bopp (München). 

Ramakrishnan, Alladi: A note on the size-frequeney distribution of penetrating 
showers. Proc. phys. Soc. London, Sect. A 63, 861—863 (1950). 

Verf. berechnet die Wahrscheinlichkeit der Erzeugung von n Mesonen bei der 
Wechselwirkung eines genügend energiereichen Nukleons mit einem schweren Kern. 
Dabei wird angenommen, daß bei einer Nukleon-Nukleon-Wechselwirkung immer nur 
ein Meson entsteht und die Multiplizität durch die sukzessive Wechselwirkung mit 
der Gesamtheit oder einem Teil der Nukleonen des Kerns zustande kommt (Heitler- 
sche These von der pluralen Erzeugung). Die entsprechenden Rechnungen von 
‚ Heitler und Jänossy (dies. Zbl. 35, 280) werden vereinfacht. K.-H. Höcker. 

Jean, Maurice et Jacques Prentki: La seetion effieace de diffusion nueleon- 
nuel6on dans la th6orie super-multi-temporelle. J. Phys. Radium, Paris 11, 33—44 

1950). 

ar wenden die von Schwinger und Dyson entwickelte invariante Störungs- 
rechnung in der Wechselwirkungsdarstellung auf die Nukleon-Nukleon Streuung an. 
Die Wirkungsquerschnitte werden aus der S-Matrix erhalten. Es wird eine symmetri- 
‚ sche pseudoskalare bzw. skalare Mesontheorie zugrunde gelegt. Die Ergebnisse sind 
teilweise bereits von anderen Autoren mit konventionellen Methoden hergeleitet 


worden. Lehmann (Jena). 
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Benoist Gueutal, Pierrette, Jacques Prentki et Jean Ratier: Sur la production 


de mö6sons nueleaires de spin 0 par les photons. J. Phys. Radium, Paris 11, 553—563 
(1950). 

Les AA. etudient la production des mesons de spin 0 par les photons en prem- 
iere approximation, sans corrections radiatives, en utilisant la representation des 
interactions proposee par Feynman. Le nucl&on represente par une equation 
d’ondes de Dirac est suppos& libre dans le noyau. On neglige l’action du champ 


coulombien sur les mesons &mis qui sont neutres ou charges, scalaires ou pseudo- | 


scalaires. A partir des schömas de Feynman, on caleule successivement les sections 
‚efficaces differentielles, puis les sections efficaces totales. On remarque notamment 


\ 


que le rapport IT-/IT* des mesons crees est independant de leur caractere scalaire 


ou pseudoscalaire. L’6nergie q, des mösons crees par des photons incidents d’energie 
k, est comprise entre deux valeurs extr&mes. Les expressions obtenues permettent 
de construire les courbes donnant les sections efficaces totales 2’ (k,) en fonction 
de P’energie au dessus du seuil. Ces courbes presentent un maximum aux environs 
de 300 MeV. Pour de tres grandes 6nergies, les sections efficaces d&croissent lente- 


ment en 1/k,. A partir d’un spectre de photons en 1/k,, on obtient les spectres 


correspondant aux mesons pseudoscalaires ou scalaires, de charges positives ou 

nögatives. Les resultats experimentaux discutes en detail semblent plus compatibles 

avec l’hypothese des m&sons pseudoscalaires qu’avec celle des mesons scalaires. 
@G. Petiau (Paris). 

Dräganu, Mircea: Quelques remarques sur la strueture du champ me£sonique 
dans la theorie de Dirac-Proca du proton. Mathematica, Timisoara 23, 146—152 
(1948). 

Die aus einer Bhabhaschen Wellengleichung für das Proton [Proc. R. Soc., 
London, A166, 501 (1938)] fließenden Erhaltungssätze werden abgeleitet und 
diskutiert. Bopp (München). 

Segre, Emilio: High energy scattering of neutrons and protons. Helvetica 
phys. Acta 23, Suppl. III, 197—205 (1950). 

In der letzten Zeit verschwindet die Hoffnung, daß die experimentelle Unter- 
suchung von n — p- und p — p-Streuung Ergebnisse liefert, von denen man aus 
leicht zu Aussagen über die Kernkräfte kommen kann. Wir wissen jetzt, daß diese 
Streuprozesse kompliziertere Phänomene sind, als wir vor einigen Jahren annahmen. 
In Berkeley sind folgende Streuprozesse im Jahre 1949 untersucht worden [alle 
Berichte in Phys. Rev. %5, (1945)]: 

np 40, 90, 260 MeV 
pp 32, 340 MeV. 


Bestimmt wurden jeweils der Gesamtwirkungsquerschnitt o und die differentiellen 
Wirkungsquerschnitte o (9). Die theoretische Ausdeutung der Ergebnisse wurde 
ebenfalls in Berkeley vorgenommen mit Hilfe eines Wechselwirkungspotentials, 
dessen einzelne Teile die gleiche Abstandsabhängigkeit hatten. Die Messungen bei 
40 und 90 MeV zeigten, daß es notwendig ist, ein langsam gegen Null gehendes Po- 
tential zu verwenden. Ein Yukawa-Potential gibt die Winkelabhängigkeit in o (9) 
gut wieder, o ergibt sich jedoch 20—30°/, zuhoch. Letzteres kann durch ein exponen- 
tielles Potential verbessert werden auf Kosten einer schlechteren Wiedergabe der 
Winkelabhängigkeit. Die 32 MeV-Messungen sind verträglich mit der Streuung an 
einem Yukawa-Potential bei Beschränkung auf 1= 0. Der dann automatisch vor- 
handene d-Anteil ist jedoch nicht vereinbar mit dem experimentellen Befund. Dieses 
Argument spricht gegen die gewohnte Vorstellung der Ladungsunabhängiskeit der 
Kernkräfte. Eines der verblüffendsten Resultate ist weiter die Tatsache, daß sich 
die abstoßenden Kräfte zwischen ungleichen Teilchen als klein ergaben, weil auf 
diesen Ergebnissen aufgebaute Modelle nicht zur Absättigung der Kernkräfte führen. 


Kockel (Leipzig). 


(Energie im Laboratoriumsystem) 
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 — Demeur, M.: Contribution ä l’ötude du systeme neutron-proton. Physica, The 
 Hague 16, 353—358 (1950). : 

Es werden Variationen der Konstanten des phänomenologischen Potentials für 
(die Wechselwirkung von Nukleonen, wie es von Rarita und Schwinger einge- 

führt wurde, diskutiert. Insbesondere wird die Reichweite des Tensorpotentials 
variiert, Die Ergebnisse gehen über die von Rarita und Schwinger nicht hinaus. 
— Außerdem wird der Wirkungsquerschnitt für Neutron-Proton-Streuung für eine 
Neutronenenergie von 50 MeV berechnet. Die symmetrische Theorie liefert ein mit 
‘der Erfahrung verträgliches Ergebnis. K.-H. Höcker (Stuttgart). 

Breit, @. and R.D. Hatcher: Analysis of proton-proton seattering by means 
:of the f function. Phys. Rev., Lancaster Pa., II. S. 78, 110—114 (1950). 

Die Arbeit stellt eine Fortführung mehrerer Arbeiten von Breit und verschie- 
‚dener Mitarbeiter dar. Das Verhalten von f und ihrer Ableitungen in bezug auf die 
Protonen-Energie E wird untersucht. Als Anwendung vergleicht man die Mesonen- 
massen, die sich aus der Proton-Proton-Streuung errechnen lassen, mit der Masse 
‚des beobachteten x-Mesons. Dabei werden Modifikationen des Yukawa-Potentials 
in geringen Abständen in Betracht gezogen. K.-H. Höcker (Stuttgart). 

„ Hoffmann, Frederie de: Neutron-deuteron scattering at high energies. Phys. 
Rev., Lancaster Pa., II. S. 78, 216-220 (1950). 

Man unterteilt den effektiven Streuquerschnitt in drei Phasen: 1. Streuung 
‚des Neutrons durch das gebundene Proton, gemittelt über die Energieverteilung 
des Protons im Deuteron; 2. dasselbe für das gebundene Neutron und 3. Inter- 
ferenzterme, die durch die Anwesenheit von zwei dem Pauliprinzip unterworfenen 
streuenden Zentren bedingt sind. — Es werden reine Zentralkräfte ohne und mit 
Spin- und Ladungsaustausch zugrunde gelegt. K.-H. Höcker (Stuttgart). 

Källen, Gunnar: The second approximation of the asymptotie phase for the 
Yukawa potential, treated with Laplace-transformations. Ark. Fys., Stockholm %, 
Nr. 6, 33—46 (1950). 

Die Lösungen der Schrödingergleichung mit dem Potential A e7#"/r werden 
nach der Kopplungskonstanten A entwickelt. Eine komplexe Integraldarstellung 
der Terme dieser Reihe ermöglicht ihre Berechnung und auch die Bestimmung der 
asymptotischen Phase. Der erste Term führt auf die Bornsche Näherung, der zweite 
wird für S-, P- und D-Zustände ausgerechnet und mit numerischen Ergebnissen 
verglichen, die von Pais, Ramsay und Hulth&n nach anderen Methoden erhalten 
wurden. Höhler (Berlin). 

Fröberg, Carl-Erik: On numerical computation of Coulomb wave funetions. 
Ark. Fys., Stockholm 2, Nr. 5, 27—32 (1950). 

Bei der Berechnung des radialen Anteils der Eigenfunktion im Falle der Cou- 
lombstreuung kommt man auf die Differentialgleichung 

d’u 2% Il) 
el BIERIErG )w 0. 
Verf. gibt für die beim Streuproblem vorliegenden Randbedingungen eine Integral- 
darstellung der Lösungen an, die sich für eine numerische Auswertung eignet. 
Höhler (Berlin). 

e Soodak, Harry and Edward ©. Campell: Elementary pile theory. New York: 
Wiley and Sons, Ine., London: Chapman and Hall, Ltd. 1950. IX, 73 pp. 20 =. 

Haxel, Otto, J. H. D. Jensen und Hans E. Suess: Modellmäßige Deutung der 
ausgezeichneten Nukleonenzahlen im Kernbau. Z. Phys., Berlin 128, 295—311 

1950). 

het der Theorie der Atomhülle wird die Bewegung von Nukleonen in einem 
Zentralpotential behandelt, derart daß jeweils für das „Leucht“-Nukleon das Po- 
tential des Rumpfkerns maßgebend ist. Gegenüber älteren Ansätzen dieser Art 
ist das prinzipiell Neue, daß als Folge einer angenommenen starken Spin-Bahn- 


Wechselwirkung der einzelnen Nukleonen die Terme aufspalten und wesentlich ver- 
schieden sind, je nachdem ob die Spinorientierung des Leuchtnukleons parallel oder 
antiparallel zum Bahndrehimpuls ist. Die Aufspaltung soll ‚um so größer sein, je 
erößer der Bahndrehimpuls ist. Auf diese Weise ergeben sich verschieden große 
Differenzen zwischen den Niveaus. Die magischen Zahlen entsprechen abgeschlos- 
senen Schalen und treten auf vor besonders großen Energieschritten. Die Momente 
der Kerne mit nicht abgeschlossenen Schalen, die ein unpaariges Neutron oder Pro- 
ton enthalten, bestimmen Spin und magnetisches Moment des Gesamtkerns. Dif- 


ferenzen zwischen den Aussagen des Modells und der Erfahrung sind gering. 
K.-H. Höcker (Stuttgart). 


Rosenfeld, L.: Stationary states of light nuclei. Helvetica phys. Acta 23, 
Suppl. IIT, 211—224 (1950). 

Die gegenwärtige unvollkommene Behandlung der Kerne geht von der Annahme 
von Wechselwirkungen zwischen jeweils zwei Nukleonen aus, was fragwürdig er- 
scheint, da die Behandlung von Systemen aus drei oder vier Nukleonen zu großen 
Abweichungen von den experimentellen Werten führt. Überdies ist die Theorie 
selbst unter der genannten Annahme noch nicht vollständig durchgeführt. Z. B. ist 
noch abzuwarten, ob eine symmetrische Mesonentheorie zur richtigen Winkelver- 
teilung im Wirkungsquerschnitt für Streuprozesse führt, wenn die Eigenschaften 
des Deuterons richtig wiedergegeben werden sollen. Auch ist es noch nicht gelungen, 
eine Theorie zu entwerfen, die das Kernfeld mit Mesonen verschiedener Massen ver- 
knüpft. — Das vielfach benutzte quasiatomare Modell, in dem die Nukleonen in 
individuellen Zuständen in einem Zentralkraftfeld sitzen, hat wesentliche Mängel. 
Z. B. gelingt es nicht einmal, die Reihenfolge der Niveaus eines Kerns mit einiger Ge- 
wissheit festzulegen. — Viele Vorteile bietet das a-Teilchen-Modell, z. B. bei der Er- 
klärung angeregter Kernniveaus und bei der Deutung von Regelmäßigkeiten der 
magnetischen Momente und elektrischen Quadrupolmomente. Gegen rein geometri- 
sche «-Teilchen-Modelle ist allerdings einzuwenden, daß der Dissoziationsgrad der 
&-Teilchen ziemlich hoch ist. — In der Diskussion verweist Heisenberg darauf, 
daß die Überlegungen von Haxel, Jensen und Süß und Maria Goeppert-Mayer 
zeigen, daß das quasiatomare Modell sehr gut brauchbar ist, weil esz. B. bei Zuhilfe- 
nahme einer starken Spin-Bahn-Kopplung die ausgezeichneten Zahlen der Kern- 
physik gut wiedergibt. Dem wird aber von Racah widersprochen mit dem Hinweis 
darauf, daß Feenberg und Hammack und Nordheim diese Zahlen erklären 
konnten ohne Annahme einer starken Spin-Bahn-Kopplung. Kockel (Leipzig). 


Hughes, J. and K. J. Le Couteur: Spin orbit coupling in the nuclear shell 
model. Proc. phys. Soc., London, Sect. A 63, 1219—1222 (1950). 

Bestimmte Annahmen über die Kopplung des Mesonfeldes mit den Nukleonen 
führen zu einer Spin-Bahn-Kopplung. Die Abschätzung der Aufspaltung des 
Grunddubletts des ?He-Kernes (s! p2P) führt indie Größenordnung des empirischen 
Wertes. F. Hund (Jena). 


Swiatecki, W. J.: The density distribution inside nuclei and nuelear shell strue- 
ture. Proc. phys. Soc., London, Sect. A 63, 1208—1218 (1950). 

Die Konstanten eines einfachen Ansatzes für die Energiedichte als Funktion 
der Dichte der Neutronen und der Protonen werden aus dem empirischen Verlauf 
der Massendefekte und aus einer Abschätzung der Kompressibilität nach der sta- 
tistischen Methode gewonnen. Nach Zufügung des Coulombschen Anteils wird die 
Energie des Kernes zum Minimum gemacht und so die Dichteverteilung der Pro- 
tonen und Neutronen berechnet. Die geringe Dichte im Kerninneren kann die aus- 
gezeichneten Nukleonzahlen (50, 82) nicht erklären. F. Hund (Jena). 

Racah, G.: On the cealeulation of nuclear levels. Helvetica phys. Acta 23 
Suppl. IIT, 229-232 (1950). : IR 


Spruch, Larry: On the space exchange magnetie moments of light nuclei. 
- Phys. Rev., Lancaster Pa., II. S. 80, 372—375 (1950). 

Verf. versucht, die experimentell bekannten magnetischen Momente der leichten 

Kerne durch ein Schalenmodell zu beschreiben. Sowohl für L-S- wie für j-j-Kopp- 
lung der Nukleonen ergibt sich keine befriedigende Übereinstimmung mit der Er- 
fahrung. K.-H. Höcker (Stuttgart). 

Soutif, M.: Le paramagnetisme nueleaire. J. Phys. Radium, VIII. 8.10, 61 D— 
78D (1949). 

Bericht mit Literaturangaben. 

Pake, G. E.: Fundamentals of nuelear magnetic resonance absorption. I. 
Amer. J. Phys., Lancaster Pa. 18, 438—452 (1950). 

Cook, €. Sharp and George E. Owen: The allowed beta-speetrum. Amer. J. 
Phys., Lancaster Pa. 18, 453—462 (1950). 

Groot, S. R. de and H. A. Tolhoek: On the theory of beta-radioaetivity. I. The 
use of linear combinations of invariants in the interaetion hamiltonian. Physica, 
The Hague 16, 456—480 (1950). 

Verff. diskutieren die allgemeinste Form des Fermi-Ansatzes, d.h. eine Linear- 
kombination aller 5 relativistischen Invarianten. Die Form der ß+- und ß”--Spektren 
und die Elektron-Neutrino-Winkelverteilung werden abgeleitet. Verff. zeigen, daß be- 
stimmte Linearkombinationen (Skalar-Pseudovektor-Pseudoskalar und Vektor-Ten- 
sorf bevorzugt sind, wenn man die Gültigkeit eines Symmetrieprinzips annimmt; 
in diesen Fällen treten in den Spektren keine 1/E-Terme auf. Das Symmetrieprinzip 
ist hier weniger eng als bei Wigner und Critchfield [Phys. Rev. Lancaster Pa., 
11. S. 63, 417 (1943)], da nur Symmetrie bezüglich der leichten Teilchen gefordert 
wird. Experimentelle Entscheidung kann nach Ansicht der Verff. erst getroffen 
werden, wenn Rückstoß-Experimente außer mit 6He auch mit anderen Kernen, 
z. B. 1PNa, durchgeführt sind. Ilschner (Berlin). 

Verde, Mario: Theorie der Photospaltung und Bildung von H? und He?. Hel- 
vetica phys. Acta 23, 455—474 (1950). 

In dieser Arbeit wird eine Theorie der Spaltung von H? und He? durch Photonen 
entwickelt und der Wirkungsquerschnitt für den Nukleoneneinfang eines Deutons 
berechnet. Nach einer Darstellung des verwandten Formalismus wird an Hand der 
experimentell bekannten Daten (Bindungsenergie, Gesamtspin, magnetisches Mo- 
ment des betreffenden Grundzustandes) gezeigt, daß der vollkommen antisym- 
metrische Raumanteil der Eigenfunktion des tiefsten Zustandes von H® bzw. He? 
praktisch kaum vorhanden sein kann. Nimmt man somit an, daß die Wellenfunktion 
des Grundzustandes der beiden Kerne bezüglich ihres Raumanteiles im wesentlichen 
nur aus einer vollkommen symmetrischen Komponente besteht, so ist der magnetische 
Dipolübergang bei der Photospaltung (H? bzw. He? — H? im 38-Zustand -+ Neutron 
bzw. Proton) verboten. Der elektrische Dipolübergang führt zu einer Winkelvertei- 
lung der Form sin? 9 für das abgespaltene Nukleon. Weiter wird noch die Spaltung 
in drei freie Nukleonen und der Einfang eines Nukleons durch ein Deuteron be- 
handelt. R.Oehme (Göttingen). 

Watson, Kenneth M.: The polarizability of the neutron in an eleetrostatie field. 
Phys. Rev., Lancaster Pa., II. S. 73, 125—126 (1948). 

Die Polarisierbarkeit des Neutrons wird ausgerechnet: x» 0,1 e?g?/m? 
(e = Elektronenladung, g = 0,2 = Kopplungsfaktor des Mesons, m» — Mesonen- 
masse). Wirkungsquerschnitt für Streuung von y-Strahlen 103? bis 10730 cm?. 

Bopp (München). 

Falkoff, David L. and 6. E. Uhlenbeck: On the direetional eorrelation of sue- 
cessive nuelear radiations. Phys. Rev., Lancaster Pa., II. S. 79, 323—333 (1950). 

Man betrachtet die aufeinanderfolgende Emission zweier Partikel durch den 
Atomkern und stellt sich die Aufgabe, die Häufigkeit zu berechnen, mit der die 
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beiden Partikel einen gegebenen Winkel ® einschließen. Zur Berechnung muß man 
den Drehimpuls der Kernzustände und der emittierten Strahlung sowie die Wechsel- 
wirkung zwischen den emittierten Teilchen und dem Kern kennen. Man gibt schließ- 
lich eine Tabulierung von W (9). K.-H. Höcker (Stuttgart). 


Falkoff, David L. and G.E. Uhlenbeck: On the beta-gamma-angular cor- 
relation. Phys. Rev., Lancaster Pa., II. S. 79, 334—340 (1950). 


Die Ergebnisse der allgemeinen Theorie (s.o.) werden auf ß-y-Prozesse an- 
gewendet. Im allgemeinen gibt die Theorie eine Winkel-Korrelation für verbotene 
B-Übergänge; für erlaubte Übergänge gibt es kein W(d). Verff. zeigen, daß daraus 
auf die Art des Verbots geschlossen werden kann. Außerdem kann unterschieden 
werden zwischen den verschiedenen Elektron-Neutrino-Wechselwirkungen, die ge- 
mäß der Fermischen Theorie des ß-Zerfalls möglich sind. K.-H. Höcker. 


Berlin, T. H.: Note on the Milne problem for a sphere. Phys. Rev., Lancaster 
Pa., II. S. 73, 487440 (1948). 


In ein unendlich ausgebreitetes Medium, das Neutronen isotrop streut, ist 
‚eine Kugel eingebettet, die alle auftreffenden Neutronen quantitativ absorbiert. 
Gesucht ist die Häufigkeitsverteilung der Neutronen im Außenraum der Kugel. 
Dieses Problem führt auf eine Integro-Differentialgleichung, deren formale Lösung 
in Form einer homogenen Integralgleichung für die Neutronendichte angegeben 
wird. Diese Lösung läßt die Schattenwirkung der Kugel und die Diskontinuität 
der Neutronendichte am Kugelrande erkennen. Sie erlaubt durch Spezialisierung 
von Integrationsparametern auch das analoge ‚‚Milnesche‘‘ Problem für den Halb- 
raum zu diskutieren. j Bagge (Hamburg). 


Seott, W. T. and H. $S. Snyder: On scattering induced eurvature for fast charged 
partieles. Phys. Rev., Lancaster Pa., II. S. 78, 223—230 (1950). 


Für die infolge Viel- und Mehrfachstreuung bewirkte Krümmung einer Bahn, 
wie sie sich in einer Nebelkammer oder auf der photographischen Platte abzeichnet, 
werden für verschiedene Materialien und verschiedene Energien der einfallenden 
Teilchen Formeln abgeleitet. Diese geben die Wahrscheinlichkeit an, daß Bahnen 
mit einer Krümmung oberhalb eines vorgegebenen Betrages auftreten. Sie sind 
ohne weiteres auf die Erfahrung anwendbar. Die folgenden Krümmungsmessungen 
liegen zugrunde: Beobachtungen in drei Punkten und Messung der (mittleren) 
Krümmung unter Verwendung der Tangenten an den Endpunkten der Bahn. 

K.-H. Höcker (Stuttgart). 


Höcker, Karl-Heinz: Protonen als primäre Komponente der kosmischen Strah- 
lung. I. Z. Phys., Berlin 124, 392—420 (1947). 


Da sich das in einer vorausgehenden Arbeit [Z. Phys. 124, 351—891 (1948)] des gleichen 
Verf. diskutierte genetische Schema für die Entstehung der verschiedenen Ultrastrahlungskompo- 
nenten bei der Deutung neuerer Experimente nicht bewährt hat, wird dieses erweitert. Es 
wird angenommen, daß durch die primär einfallenden Protonen bei „explosionsartigen““ Streu- 
prozessen in der oberen Atmosphäre zunächst Neutrettos entstehen, die eine sehr starke Wechsel- 
wirkung mit den Atomkernen der Luft besitzen. Bei Stößen auf diese sollen sie sich in geladene 
Mesonen umwandeln können und die letzteren anschließend zerfallen. — Es wird nun der Ver- 
such unternommen, aus den Ergebnissen verschiedener Experimente der Scheinschen Gruppe 
soweitssie die Erzeugung durchdringender Teilchen und insbesondere die Entstehung von Neutret- 
tos betreffen, ebenso aber aus dem Breiteneffekt und aus dem Intensitätsverlauf der Höhen- 
strahlung in der oberen Atmosphäre und in Meereshöhe, die Werte der verschiedenen Parameter 
abzuleiten, die in die Theorie eingehen. Die entsprechenden Zahlen sind die folgenden: Wir- 
kungsquerschnitt für die Neutrettoerzeugung durch sehr energiereiche Protonen: 1,8 - 10-25 cm?. 
Mittlere Energie bei der Entstehung: 1,7-108eV. Bruchteil der Energie, die ein Proton bei 
‚einem Neutrettoerzeugungsprozeß verliert und die zur Erzeugung eines oder mehrerer Neutrettos 
verwendet wird: 0,048. Wirkungsquerschnitt für die wechselseitige Umladung von Neutrettos 
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von denen der letztere eigentlich doppelt zählt, ist nach den Angaben des Verf. geeignet, die 

oben erwähnten Experimente in einheitlicher Weise zu beschreiben. Bagge (Hamburg). 
Dräganu, Mircea: La resolution de P&quation intögro-differentielle de la diffu- 

sion des neutrons & P’aide des &quations integrales. J. Math. pur. appl., Paris, IX. 
8. 29, 141-168 (1950). 


Die Diffusionserscheinungen beim Hindurchtreten von Neutronen durch eine 
materielle Platte werden durch die folgende von Halpern, Lueneburg und 
Clark (Phys. Rev. 53, 173—183) aufgestellte Integro-Differentialgleichung be- 
schrieben: 

1 


55 
EN) = — [ www) Blu u —u) du. 
0027] 


% 


1) umau)+ 


Hierin bedeutet die unbekannte Funktion w (x, v) die Wahrscheinlichkeit der An- 
wesenheit von Neutronen in irgendeinem Plattenpunkt; I, Q und ® sind ebenfalls 
Währscheinlichkeiten, und v, ist die konstante Geschwindigkeit der diffundierenden 


in Mesonen und umgekehrt: 4-10-2>cm?. — Dieser Satz von 4 unabhängigen Parametern, 


Partikel. Hierzu gehören die Randbedingungen: w(0,u) = f(w), wenn u>(, 


w(0,u) = (0, wenn u<0. Beisphärischer Symmetrie vereinfacht sich (1) in 
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mit konstantem /’und 2. — Verf. zeigt, wie die Auflösung von (2) auf die der Fred- 
holmschen Integralgleichung 
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zurückgeführt werden kann, in welcher o (x) die Dichte der Anwesenheit von Neu- 
tronen im betrachteten Punkt der Materie bedeutet, und weist auf die Ähnlichkeit 
dieser Gleichung mit der von Schwarzschild angegebenen hin, welche die Diffu- 
sion der stellaren Strahlung beschreibt. Die Fredholmsche Theorie liefert als Lösung 
von (3) 


b 
e@)=Fla) +5 ST(wEZ)F oa, 
[v7 
worin die Resolvente J' eine in o meromorphe Funktion ist. — Eine für praktische 


Zwecke geeignete Näherungslösung ist nach King [vgl. Schoenberg, Handbuch 
der Astrophysik, II, 1, 213 (1929)] 


b 
o(@)=F(e)+e— [ K(le-El)as, 


worin e ein rationaler Ausdruck gewisser Integralmittelwerte ist. Auch die Auf- 
lösung der bei anisotroper Diffusion auftretenden Integro-Differentialgleichung 
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w,(%, u) 4, WR ra (1+auu)w (x, u)du 
gelingt durch Zurückführen auf eine Fredholmsche Integralgleichung. Quade. 

Lewis, H. W.: Multiple seattering in an infinite medium. Phys. Rev., Lan- 
caster Pa., Il. S. 78, 526—529 (1950). 

In dieser Arbeit wird eine direkte Methode zur exakten Lösung der Diffusions- 
gleichung des Vielfachstreuproblems angegeben, und zwar für ein unendlich aus- 
gedehntes, homogenes Medium. Der Energieverlust wird berücksichtigt, indem 
man die Energie des Teilchens als eine Funktion seiner Restreichweite annimmt. 
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Es wird eine Entwicklung nach Kugelfunktionen ausgeführt, deren Koeffizienten 
sich exakt bestimmen lassen und die im Gebiet der Streuung um große Winkel 
rasch konvergiert. Die räumliche Verteilung und die Winkelverteilung des ge- 
streuten Teilchens werden diskutiert. R. Oehme (Göttingen). 


Heitler, W. and L. Jänossy: Further investigations on the plural produetion 
of meson showers. Helvetica phys. Acta 23, 417—431 (1950). 

Verff. versuchen, die bis zum Zeitpunkt der Veröffentlichung dieser Arbeit, vorliegenden 
Experimente zur Mesonerzeugung allein auf Grund der von ihnen postulierten ‚‚Mehrfach- 
erzeugung‘‘ zu verstehen. Dazu wird angenommen, daß nicht nur das Primärteilchen beim 
Durchsetzen des Kernes in jedem Zusammenstoß mit einem Nukleon ein Meson erzeugt, sondern 
auch die dabei angestoßenen sekundären Kernnukleonen, solange sie noch genügend Energie 
haben. So werden bei hohen Primärenergien Schauer von 80 bis 40 Mesonen möglich, wenn 
der getroffene Kern hinreichend schwer ist und zentral getroffen wird (in der Photoplatte gehen 
dann vom Schauerzentrum noch viele schwarze und graue Spuren aus). Weiter wird ange- 
nommen, daß bei diekeren Kernen im wesentlichen nur Nukleonen mit weniger als etwa 10° eV 
herauskommen, da dann der totale Wirkungsquerschnitt pro Nukleon nicht viel größer als 
1 bis 2 - 10-26 cm? ist, während der Querschnitt für Mesonerzeugung noch mit der Energie an- 
steigt. Auch die Auslösung von Schauern durch schnelle z-Mesonen wird diskutiert. Nach 
Ansicht der Verff. kommt der Prozeß so zustande, daß das primäre r-Meson an einem Nukleon 
des Kerns gestreut wird, das dabei eine Energie von der Größenordnung der des Mesons erhält 
(für Mesonenergien größer 10%°eV) und dann im gleichen Kern einen Schauer auslöst ähnlich 
wie ein primäres Nukleon. Demnach hängt der Wirkungsquerschnitt für die Schauererzeugung 
von r-Mesonen wesentlich von dem Querschnitt für die Meson-Nukleon-Streuung ab. Nach 
der „Dämpfungstheorie‘‘ sowie nach Messungen in Pb ist der letztere kleiner als der geometri- 
sche Querschnitt. [Vgl. aber die Messungen von Camerini, Fowler, Lock and Muirhead, 
Phil. Mag., London, VII. S. 41, 413—428 (1950)]. — In diesem Fall der Schauerauslösung durch 
rı-Mesonen wird auch kurz die Möglichkeit von Vielfachprozessen betrachtet. Nach der „Dämp- 
fungstheorie“ ist das Verhältnis der Vielfachprozesse zur Einzelstreuung 1:10. — Zum Schluß 
befassen sich die Verff. noch mit der Winkelverteilung der Mesonen im Schauer. Unter der 
Annahme einer Mehrfacherzeugung ist diese im wesentlichen durch den Impulssatz bestimmt. 
Dasselbe gilt nach Ansicht der Verff. auch für die Vielfacherzeugung. Oehme (Göttingen). 


Roka, E. 6. v.: Über einen indirekten Einfluß der Sonnenaktivität auf die 
Intensität der kosmischen Strahlung. — Theorie der 27-Tage-Variation, Existenz 
und Theorie einer solaren 11-Jahre-Welle der kosmischen Strahlung. Z. Natur- 
forsch., Tübingen 5a, 517—530 (1950). 


Unsere Erfahrungen betreffend die 27-Tage-Periode der kosmischen Strahlung 
werden an Hand verschiedener Theorien, die zu ihrer Deutung aufgestellt worden 
sind, besprochen. Dabei wird gezeigt, daß diese Theorien durchweg unzureichend 
sind. Ein neuer Deutungsvorschlag gründet sich auf der Korrelation der 27-tägigen 
Variation der kosmischen Strahlung mit der Ultraviolettstrahlung der Sonne, her- 
vorgerufen durch die Fleckentätigkeit. Infolge der Schwankung der UV-Strahlung 
schwankt die Temperatur im oberen Teil der Özonschicht, in dem schätzungsweise 1/3 
aller Mesonen entstehen. Die dadurch bewirkte Verschiebung der Isobaren ist 
gleichbedeutend mit einer Änderung der Laufstrecke der Mesonen. Wegen des Zer- 
falls der Mesonen bedeutet dies eine Intensitätsschwankung auf Meereshöhe. Die 
27-Tage-Periode ist also als Temperatureffekt im oberen Teil der Ozonschicht ge- 
deutet. — Die Hypothese wird durch Rechnungen geprüft. Diesen liegen die üb- 
lichen Annahmen über die Absorption der Mesonen in der Atnosphäre sowie mittlere 
Temperaturen nach Gowan zugrunde. Die Ergebnisse zeigen, daß eine Schwankung 
der Temperatur von = 20°C in 40km Höhe eine Amplitude der 27-Tage-Periode 
von im Mittel 0,2% der Mesonenintensität auf Meereshöhe ergibt, wie sie beobachtet 
ist. Die Schwankung ist naturgemäß für Mesonen verschiedener Energien verschieden. 
Ahnlich wird die 11-Jahre-Periode der Sonnenfleckentätigkeit einen Einfluß 
auf ‚die kosmische Strahlung haben müssen. Die letztere ist durch langjährige 
Registrierungen in Amerika belegt. Die beobachtete Amplitude dieser San 
ist um einen Faktor 10 größer als die der 27-Tage-Periode. K.-H. Höcker. x 
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Lattermann, Karl: Über die Nichtexistenz periodischer Lösungen in der Nähe 
der kritischen Kreise. Math. Ann., Berlin 121, 327—339 (1950). 

Im Anschluß an frühere Untersuchungen von E. Hölder betrachtet Verf. 
Kreisbewegungen von zwei Planeten um die Sonne, und fragt nach der Existenz von 
benachbarten periodischen Bewegungen in dem Falle, daß der aus den mittleren 
Bewegungen n,, n, der Planeten gebildete Quotient n,/(n], —n,) einen ganzzahligen 
Wert hat. Die Bewegungsgleichungen werden in der Lagrangeschen Form angesetzt. 
Nach mehrfachen Transformationen und nach Einführung des ‚„Greenschen Ten- 
sors“ gelangt Verf. zu einem nichtlinearen Integralgleichungssystem, woraus er 
schließen kann, daß die fraglichen periodischen Nachbarlösungen nicht existieren. 
Wegen der sehr komplizierten und kaum übersehbaren Einzelheiten muß auf die 
Arbeit verwiesen werden. E. Egerväry (Budapest). 


Stanjukovit, K. P.: Zur Frage des Winkelmoments der Bewegungsgröße der 
Planeten des Sonnensystems. Doklady Akad. Nauk SSSR, n. S. 61, 227—230 
(1948) [Russisch]. 

Zum Gesamtdrehmoment des Planetensystems tragen 98%, die Planeten und 
2%, die Sonne bei. Unter der Hypothese, daß die Masse der Planeten im gasförmigen 
Zafstand von der Sonne ausgestoßen worden ist, wird an Hand gasdynamischer 
Überlegungen versucht, die Verteilung des Drehmomentes verständlich zu machen. 

Fricke (Hamburg). 

Agostinelli, Cataldo: Sullo spostamento dei perieli dei pianeti. Rend. Sem. mat,., 
Torino 8, 21—31 (1949). 

In der ersten Arbeit gibt Verf. einen kurzen Bericht über die verschiedenen 
Erklärungsversuche der Perihelbewegung des Merkur und betont, daß die auf re- 
lativistischer Grundlage ausgeführten Rechnungen von Burgatti für den Fall einer 
nicht kugelsymmetrischer Sonne viel größere Werte ergaben, als beobachtet wurde. 
— Weiterhin untersucht er die Bewegung eines punktförmigen Planeten m um eine 
Sonne M, welche endliche Abmessungen hat und rotiert, wobei eindem Weberschen 
ähnliches Attraktionsgesetz 
r2—2rf ; BE : 

ler (i _ ee z (ce = Lichtgeschwindigkeit) 
zugrunde gelegt wird. Mit Hilfe des Impulsmoment- und Energieintegrals wird für 
die Bahnkurve folgende Differentialgleichung hergeleitet 


a) ae tee 


(€ = alo = große Halbachse/Radiusvektor, 8 —= Anomalie, e = Excentrizität). eund 
&' sind zwei Korrektionsglieder, das erste ist gegeben durch e= 2fm M/(a c?) 
während das zweite: &, = (C — A)/ma? (1 — e?) {0, A = Hauptträgheitsmomente 
der rotationssymmetrischer Sonne} als störende Wirkung der Abplattung der Sonne 
interpretiert wird..— Werden die beobachteten Werte der obigen Größen eingesetzt 
und wird (© — A)/C schätzungsweise » 0,0006 angenommen, ‚so ergibt sich für 
die Perihelbewegung des Merkur der bekannte Wert 42”, während die für die anderen 
Planeten berechneten Werte unterhalb 5” bleiben. E. Egervary (Budapest). 


Agostinelli, Cataldo: Sulla variazione degli elementi ellittiei dell’orbita di un 
pianeta attratto dal sole eon una legge analoga a quella di Weber. Rend. Sem. mat., 
Torino 8, 167—189 (1949). 

Die zweite Arbeit (vgl. vorsteh. Referat) bringt eine breitangelegte Berechnung 
der Störungen, welche bei Anwendung des Weberschen Gesetzes zu stande kommen. 
Die Keplersche oskulierenden Variabeln werden eingeführt und die Gleichungen auf 
eine kanonische Form gebracht. Aus den Endformeln wird gefolgert, daß die Stö- 


a ee ei || 
E - I 41 
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rung der großen Halbachse verschwindet, die übrigen Elemente kaum gestört werden, | 
mit Ausnahme der Perihellänge, deren Störung schon oben angegeben wurde. 
. E. Egervary (Budapest). 

Danjon, Andre: Adaptation de la methode de Laplace aux approximations 
suecessives. ©.r. Acad. Sci., Paris 231, 673—676 (1950). | 

Die elegante Methode von Laplace hat sich in der Praxis der Bahnbestimmung | 
nicht bewährt, da die Grundlagen der Rechnung bisher nur sehr selten mit der 
wünschenswerten Genauigkeit bestimmbar sind. Verf. skizziert zwei Möglichkeiten, 
um die Laplacesche Methode für die Praxis brauchbar zu machen: 1. Die „methode des 
positions fietives“, welche die Differenz Beobachtung — Rechnung in einem Iterations- 
verfahren dazu benutzt, um die Ausgangsgrößen ag, A, & ; Ög O4, 6, zu verbessern, 
ein Verfahren, das gestattet, beliebig viele Beobachtungen heranzuziehen. 2. Die 
„methode des variations‘“ ersetzt zunächst &, durch &, + Aa, und bestimmt dazu 
die entsprechenden Werte Beobachtung — Rechnung At(&), A1(6) bezüglich der 
Beobachtung vom Rang n. Analog wird mit ög, &g, dp, &o, du verfahren. Sind nun 
{Ay gAd, hAcg, kA, Ida, mAöl die Verbesserungen, um zur wirklichen Bahn zu 
kommen, so bildet man für jede Koordinate und für jede Beobachtung 

Beobachtung — Rechnung = fAr +gA2 ++ mAR 3 
und bestimmt die f,g,...,m mittels der Methode der kleinsten Quadrate. Verf. 
bemerkt, daß in den gewöhnlichen Fällen höchstens eine zweimalige Anwendung der 
Methode erforderlich sei, um zu einer endgültigen Bahnbestimmung zu kommen. 
Eine ausführliche Darstellung mit numerischen Beispielen ist in Aussicht gestellt. 
Volk (Würzburg). 

Jekhowsky, Benjamin de: Sur la resolution de l’&quation d’Euler relative 
aux orbites paraboliques. C.r. Acad. Sci., Paris 231, 510—511 (1950). 

Um die Enckesche Methode zur Auflösung der Eulerschen Gleichung 
Hr +rn+o)®2—-(n+n—o)?=6r7, de y=2rl +n)2 e=nuln-tr) 
setzt und die Größe u durch eine Tabelle gibt, die aus einer Reihe berechnet ist, 
deren Koeffizienten mittels der Methode der unhestimmten Koeffizienten bestimmt 
sind, für die Maschinenrechnung brauchbar zu machen, hat C. E. Adams [Astron. 
Nachr., Kiel 235, 11—16 (1929)] 

siny=o(r+ nr)" mit(l) n=%((l + siny)?2 — (1 — sin y)3l2) 
gesetzt und daraus 7 durch eine schwach konvergente Reihe nach Potenzen von 
siny und durch Umkehrung derselben sin y nach Potenzen von n entwickelt. Verf. 
formt die Gleichung (1) um in 3sin$y—2sin}y=®n und erhält daraus in 
einfacher Weise durch Umkehrung die Entwicklung von Adams: 
siny=n(1l+4rn?2]24-+:--.) 
und mittels der Beziehung siny= nu .die Enckesche Entwicklung 
u=1+17/]24+°::. 


Volk (Würzburg). 
Lemaitre, G.: Application des möthodes de la m6canique e6leste au probleme 
de Störmer. Ann. Soc. sci. Bruxelles, Ser. I 64, 76—82 (1950) 
Fortsetzung einer früheren Arbeit des Verf. über den gleichen Gegenstand (dies. 
Zbl. 32, 364). Es wird das Problem behandelt, die Bewegung eines elektrisch ge- 
ladenen Teilchens im magnetischen Felde eines Dipols zu beschreiben (das Störmer- 
: sche Problem). Hierbei werden gewisse Methoden übernommen, die in der Himmels- 
mechanik gebräuchlich sind. Insbesondere erhält die „‚Hamiltonsche Funktion“ des 
Problems die Form einer trigonometrischen Reihe. Es wurden in der früheren Arbeit 
zwei Lösungsversuche unternommen — beim ersten wurde als intermediäre Bahn 
eine einfache harmonische Schwingung eingeführt. Diese Lösung erfährt in der 
vorliegenden Abhandlung eine Modifikation. K. Stumpff (Göttingen). 
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Harting, H.: Beitrag zur Bestimmung einer Doppelsternbahn. Astron. Nachr. 
278, 264—268 (1950). 


'Angeregt durch eine Veröffentlichung von F. Pavel (dies. Zbl. 32, 331) gibt 
Verf. zwei eigene Lösungen des gleichen Problems bekannt, die er vor 50 Jahren 
gefunden hat. Die erste Methode benutzt allein die Distanzen. Die zweite verwendet 
auch die Positionswinkel und zeichnet sich dadurch aus, daß die Integrale 
J(E) = f o(t)dt (E = exzentrische Anomalie, o = Distanz) eingeführt und für 
verschiedene Argumente, die den Konjunktionen und Elongationen entsprechen, 
durch Planimetrierung der beobachteten o-Kurve ermittelt werden. Beide Methoden 
werden auf den klassischen Fall 42 Comae Berenices angewandt. K. Stumpff. 


Maravall, Dario: Die Aberration und die Schwerebeschleunigung. Rev. mat. 
Hisp.-Amer., IV. S. 7, 90—95 (1947) [Spanisch]. 

Lindblad, Bertil: On the dynamies of stellar systems. Monthly Not. astron. 
Soc., London 108, 214—235 (1948). 


Järnefelt, G.: Refleetions on the integration of stellar models. A task suited 
for modern mathematiecal machines. Comment. phys.-math., Soc. Sci. Fennica 15, 
Nr. 18, 198. (1950). 

Die Arbeit berichtet über eine vorangegangene Untersuchung von Qvist 
(dies. Zbl. 37, 141) unter Mitteilung einiger noch unpublizierter Einzelergebnisse. 
In diesem Zusammenhang wird betont, daß der Einsatz moderner mathematischer 
Maschinen zur Integration von Sternmodellen der von Qvist diskutierten Art 
sehr erwünscht sei. L. Biermann (Göttingen). 

Frank-Kameneckij, D. A.: Schwingungsprozesse mit großen Perioden in Ster- 
nen. Doklady Akad. Nauk SSSR, n. S. 61, 231—234 (1948) [Russisch]. 


Verf. kommt zu dem Ergebnis, daß bei der Energieerzeugung in den Sternen 
Schwankungen von großer Periode auftreten, die auch langperiodische Änderungen 
der Temperatur und der Zusammensetzung der Sterne zur Folge haben. Die Peri- 
odendauer der Schwankungen ist der Größenordnung nach gleich 10% Jahren, so 
daß die Sterne während ihrer Existenzdauer etwa 20 Zyklen durchgemacht hätten. 
Und es ist deshalb möglich, wie Verf. annimmt, daß die verschiedenen Zustände 
der Sterne nicht verschiedene Stadien eines ständig fortschreitenden Entwicklungs- 
prozesses darstellen, sondern die verschiedenen Phasen eines Schwankungsprozesses, 
dessen Frequenz etwas unterschiedlich sein kann, so z. B. schon wegen der Unter- 
schiede in den Massen und in der chemischen Zusammensetzung der Sterne. 

H. Vogt (Heidelberg). 

Fesenkov, V. G.: Über die säkulare Veränderung der Masse der Sonne. Doklady 
Akad. Nauk SSSR, n. S. 64, 795—797 (1949) [Russisch ]. 


Für eine Anzahl spektroskopischer Doppelsterne ist ein ständiger Massenver- 
lust durch Korpuskularströme festgestellt worden, der säkulare Massenabnahmen 
erheblichen relativen Betrages wahrscheinlich macht. Auch die Sonne sendet 
ständig eine Korpuskularstrahlung unbekannter Intensität aus. Verf. macht nun die 
Annahme, daß die Korpuskularemission dM/dt (M Sternmasse, t Zeit) zur Leucht- 
kraft und (wegen der Masse-Leuchtkraftbeziehung) zu etwa M® oder M* proportional 
. ist. Dann läßt sich der zeitliche Ablauf der Massenabnahme der Sonne (als Beispiel) 
in den letzten 4 bis 6 Milliarden Jahren und die gleichzeitige Abnahme des Wasser- 
stoffgehaltes durch Umwandlung in Helium überblicken. Verf. tabuliert die letztere 
als Funktion der (angenommenen) Abnahme der Masse in dieser Zeit; danach ver- 
langt eine Abnahme der Masse der Sonne auf die Hälfte in 4 - 10° Jahren die Um- 
wandlung von etwa 0,08M in Helium. Die kosmogonischen Konsequenzen dieser 
Vorstellung, insbesondere hinsichtlich der Interpretation des Hertzsprung-Russell- 
diagramms, werden nur kurz angedeutet. [Bemerkung des Ref.: s. hierzu Unsöld 
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und Chapman, Observatory, London 69, 219 (1949): Dort ist die Dichte der bei | 


magnetischen Stürmen vonder Sonne emittierten Korpuskularstrahlung abgeschätzt.] 
L. Biermann (Göttingen). 


e Alfven, H.: Cosmical eleetrodynamies. (International Series of Monographs 


on Physics.) Oxford: Clarendon Press; London: Oxford University Press 1950. | 


VIII, 233 p. 25s. net. 


Die Materie im Kosmos befindet sich zu einem großen Teil im Zustand eines ionisierten | 
Gases (Plasma). Daher spielt in kosmischen Vorgängen die Elektrodynamik eine wesent- | 
liche Rolle, die erst in den Forschungen der allerletzten Jahre mehr und mehr erkannt wird. | 
An diesen Erkenntnissen hat Verf. des vorliegenden Buches einen entscheidenden Anteil ge- 
nommen. Da die Erklärung für das komplizierte Verhalten solcher Materie, bei der hydrodynami- 


sche Strömungen mit elektromagnetischen Erscheinungen gekoppelt sind, theoretisch als auch 
experimentell noch sehr in den Anfangsgründen steht, und auch die astrophysikalischen Be- 
obachtungsergebnisse (z. B. über die Magnetfelder der Sonne und anderer Objekte) noch un- 
sicher sind, kann das Buch naturgemäß keine endgültige und abgeschlossene Behandlung des 
Themas bringen, sondern nach den eigenen Worten des Verf. ist seine Aufgabe mehr, die Pro- 
bleme zu stellen als sie zu lösen. Bei einem so neuen und noch in Fluß befindlichen Gebiet ist 
die Auswahl des Stoffes und seine Darstellungsweise wesentlich subjektiv, und in der zwischen 


Abschluß und Erscheinen des Buches verstrichenen Zeit sind bereits wieder eine Reihe neuer 
Arbeiten über dieses Gebiet erschienen. Wenn also auch wahrscheinlich schon nach wenigen | 


Jahren eine Neubearbeitung des Buches erforderlich sein wird, so wird es ohne Zweifel in- 


zwischen auf die weitere Entwicklung der Forschung anregend wirken. — Auf einen allgemeinen | 


Überblick über den Problemkreis (Kap.I) folgt zunächst die Berechnung der Bewegung ge- 
ladener Teilchen in elektrischen und magnetischen Feldern (Kap. II), sodann eine Übersicht 
über die Eigenschaften eines Plasmas (Kap. III). Kap. IV enthält die Theorie der vom Verf. 
‚entdeckten magneto-hydrodynamischen Wellen, die durch eine Kopplung von mechanischen 
und elektrodynamischen Kräften in Plasmen genügender Leitfähigkeit entstehen müssen. Die 


Anwendung dieser Theorie auf die Sonnenphysik, insbesondere auf das Problem der Entstehung 


und des Rhythmus der Sonnenflecken bringt Kap. V, das den eigentlichen Schwerpunkt des 
Buches ausmacht, auch die sehr schwierigen Fragen der Entstehung der Protuberanzen und 
die Theorie der Korona werden erörtert. Den elektrodynamischen Erscheinungen in der Erd- 


atmosphäre (magnetische Stürme und Nordlicht) ist das sehr interessante VI. Kapitel gewidmet. 


Den Abschluß bildet ein Kapitel über kosmische Strahlung, ihre Beeinflussung durch das Magnet- 
feld von Erde und Sonne, die Frage ihres Ursprungs und die Beschleunigung der Teilchen im 
galaktischen Magnetfeld. Burkhardt (Weil am Rhein). 

Zagar, Francesco: Sui movimenti interni negli ammassi stellari sferiei. Mem. 
Accad. Sci. Ist. Bologna, Cl. Sci. fis., X. S. 5, 121—139 (1949). 

Unter der Annahme bestimmter Dichtegesetze für kugelförmige Sternhaufen, 
die dem Verf. aus Beobachtungsdaten als begründet erscheinen, werden Entweich- 
geschwindigkeiten als Funktion des Abstandes vom Haufenzentrum errechnet. 
Die Entweichgeschwindigkeiten liegen unter 4,3 km/sec. Ferner werden rosetten- 
förmige Bahnkurven der Sterne im Sternhaufen errechnet. Fricke (Hamburg). 


Giäo, Antonio: On the general motion of matter at the cosmologiecal seale. 
Phys. Rev., Lancaster Pa., II. S. 80, 755—756 (1950). 


Macht, Hans 6.: Das „absolute Quadrupoimoment“. — Eine magnetostatische 
Fundamentalgröße und ihre geophysikalische Bedeutung. Z. Naturforsch., Tübingen 
3a, 189—195 (1948). 

In der Kugelfunktionsentwicklung des magnetischen Innenfeldes der Erde nach 
geomagnetischen Koordinaten zeichnet sich der Faktor der sektoriellen Kugel- 
funktion 2. Ordnung P3 dadurch aus, daß er gegen alle Koordinatentransformationen, 
die die Polarachse parallel verschieben, invariant ist. Wegen dieser Eigenschaft 
wird in der vorliegenden Arbeit diesem Koeffizienten eine besondere Bedeutung zu- 
geschrieben. Der zugehörige Kugelfunktionsterm stellt einen sektoriellen Quadrupol 
dar. Sein Moment wird „absolutes Quadrupolmoment“ genannt. Die elliptische 
Deformation der Isodynamen der Horizontalintensität sowie der parabelförmige 
Verlauf der magnetischen Meridiane im Polargebiet werden auf diesen Quadrupol 
zurückgeführt. Als mögliche Erklärung desselben wird die Überlagerung zweier 
exzentrischer, senkrecht zueinander stehender Dipole angegeben. W. Kertz. 


